VOLLSTANDIGKEITSSATZ

ALEXANDER HEINDL

Dieser Text ist eine geringfiigig verdnderte Exposition des Abschnittes 3.2 aus
[1]. Wenn nicht anders vermerkt entspricht die Notation derjenigen der vorange-
gangenen Vortrage.

Ziel dieses Vortrages ist es, fir den im Vortrag Syntaktisches Folgern und Kor-
rektheit vorgestellten Kalkiil des natiirlichen Schlieffens die Vollstandigkeit, also
Giltigkeit von X F a < X E « fiir alle Formelmengen X und Formeln «, wobei
7E” die Erfillungsrelation aus dem Vortrag Semantik elementarer Sprachen ist.
Die Richtung X F o = X F a wurde schon im vorherigen Vortag gezeigt, und nun
wollen wir die Gegenrichtung mithilfe von bestimmten Konstantenerweiterungen
und sogenannten Henkin-Mengen beweisen.

Wir werden die folgenden Eigenschaften des Kalkiils ”F” aus dem Vortrag Syn-
taktisches Folgern und Korrektheit im Laufe des Beweises an verschiedenen Stellen
verwenden:

Bemerkung 1 (Proposition 8 vom Vortrag Syntaktisches Folgern und Korrektheit).

Fiir alle Formelmengen X, Terme s, ¢, t/, t1,..., t,, t],..., tI,, Operationssymbole
f und Relationssymbole r gilt
XFs=t, s=t’
) Xt "
sS=
b) Xkt=s , ,
Xkti1=t7, ..., t,=t
C) 1 1 &4 n
X+fT=ft
Xkti=t}, ..., tp,=t’ t
d) 1= = r
) Xtrt

e) 3z t =z fir alle x, t mit « ¢ var(t)

1. KONSTANTENEXPANSION

Definition 2 (Konstantenexpansion). Sei L die zur elementaren Sprache £ zugehorige
Signatur und ¢ ein Konstantensymbol welches noch nicht in L vorkommt, dann nen-
nen wir Lc die aus £ hervorgehende elementare Sprache mit der Signatur L U {c}
(und gleichem Tréger wie £). Fiir eine Menge C' von Konstantensymbolen definieren
wir analog LC.

Sei im folgenden L eine elementare Sprache, C bezeichne eine beliebig grofie
Menge von Konstantensymbolen und sei ¢ € C.

Lemma 3. Wenn X . «, dann gilt auch fir fast alle Variablen z, dass X = b,

az.
C

Beweis. Regelinduktion in . iiber die Eigenschaft “fiir fast alle Variablen z gilt. . .:
Wenn o € X ist, dann ist auch aZ € XZ fiir 2 beliebig. Gleichsam, wenn « von
der Form ¢ = ¢ ist, dann ist auch aZ von der Form ¢ = t.
Die Induktionsschritte fiir (m), (A a) bis (= b) sind klar, nur (¥ a), (V b) und (e)
sind nicht unmittelbar ersichtlich.
(Va): Sei X2+, (Vaza)Z fiir fast alle Variablen z geméf Induktionsannahme, a,
kollisionsfrei, und 0.B.d.A. z ¢ Vza, t.
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Wir kénnen nun o’ := a2 und ¢’ := t£ definieren, dann haben wir, dass ai% = o/%.
Also ist (Vza)Z = Vza/, und nach (V1) folgt aus X2 . Vra/, dass X2 o/t;',

somit auch X2 F, atZz.
C X C

( (¥ b) und (e) verlaufen analog.) O
Korollar 4 (Konstantenquantifizierung). Aus Lemma 3 folgt
XFat
2 T icht in X. o).
(V3) X Van (¢ nicht in X, o)

Beweis. Sei X F a£ und ¢ kommt nicht in X und o vor. Wegen des Endlichkeitssatzes
(Satz 7 vom Vortrag Syntaktisches Folgern und Korrektheit) kénnen wir annehmen,
dass X endlich ist, sodann kénnen wir eine Variable y finden welche noch nicht in

X und « vorkommt und Lemma 3 mit Lc = £ anwenden:
Xbreas

XTrzat? =al

Weil X2 = X (c kommt nicht in X vor) haben wir
XEZ

X FVza

nach Lemma 3.

nach (v2).

Lemma 5. Firalle X CLunda e L gilt X Fra<s X Freo a.

Beweis. Die Richtung ”=" folgt aus der Monotonie beziiglich Spracherweiterungen
(Korollar 6 des Vortrages Syntaktisches Folgern und Korrektheit). Sei nun X Frco
a, dann existiert eine Herleitung (So, ..., Sk) fiir die Formel o aus X. Nachdem
eine Herleitung nur endliche Lange hat, und somit nur eine endliche Teilmenge
von Konstanten C’ := C N {Sy,..., S} darin vorkommen kann, kénnen wir den
Beweis induktiv tiber n := |C'| fithren. Fiir die Induktionsbasis n = 0 = |C|
folgt trivialerweise X F,c a = X b, a, da LC = L. Fir den Induktionsschritt
0 < n = |C| miissen wir nun zeigen, dass X ko a = X Fre\qey o fiir ein c € C.
Nach Lemma 3 existiert mindestens eine Variable z sodass XZ F e\ () @Z, also
konnen wir X e\ fep  schreiben, weil X C £ und a € £, und dementsprechend
die Konstante ¢ in X und « nicht vorkommt. O

Bemerkung 6. Wir bezeichnen im folgenden die Ableitungsrelation in £ und jene
in einer beliebigen Konstantenexpansion £C' von £ mit dem gleichen Symbol ”F”.
Wegen Lemma 5 konnen daraus keine Missverstandnisse entstehen. Weil die Kon-
sistenz von X gleichwertig ist mit X + 1, muss auch nicht zwischen der Konsistenz
von X € L beziglich £ oder £LC unterschieden werden.

Definition 7. Wir wahlen fiir jede Variable z und jedes a € £ eine noch nicht in
L vorhandene Konstante c; o und definieren die Formel

x CI,O&

o’ = Vrza A«

T

Lemma 8. Sei'y :={-a” |a € L, x € Var}. Fir jede konsistente Formelmenge
X C L ist dann auch X UL, konsistent.

Beweis. Wir nehmen an, dass X UIl'y - L. Dann existieren fiir ein minimal
gewéhltes n Formeln —o(°, ..., ~af" € I'z mit

a) XU{-aj"|i<n}hk L

b) X U{-aj*|i<n}¥F L.

Fortan bezeichnen wir X’ := X U {-¢]" | i < n}, z := 2y, 1= oy, und ¢ := ¢z 4.
(1) X', ok L nach Annahme

(2) X'Fa” nach C*




(3) X'k —Vaa, af nach der Definition von o und (A2), jedoch

(4) % nach (V3), somit

(5) X'+ —Vza, Vza, im Widerspruch zu b).

W

2. HENKIN-MENGEN

Definition 9. Eine Formelmenge X C L ist eine Henkin-Menge, wenn sie die
folgenden Bedingungen erfiillt:

Hl) XF-as XFa

(H2) X FVra < Xk af fiir alle Konstanten c in £

Bemerkung 10. Aus (H1) und (H2) folgt fiir jede Henkin-Menge X C £ die folgende
niitzliche Figenschaft

(H3) Zu jedem Term ¢ gibt es eine Konstante ¢ mit X ¢ = c.

Beweis. Von Bemerkung le) wissen wir, dass X + Jat = x, folglich X F —Vat # x.
Aus (H1) folgt dann X ¥ Vat # z, nach (H2) haben wir X F (t # x)¢ fiir
nicht alle Konstanten ¢ in £ (insbesondere folgt daraus auch, dass die Signatur
von £ Konstanten enthalten muss). Also existiert eine Konstante ¢/, so dass gilt
XF(t# x)% Mit (H1) wiederum ergibt sich nun X ¢ = ¢. O

Lemma 11. Fir jede konsistente Formelmenge X C L gibt es eine Henkin-Menge
Y D X in einer Konstantenexpansion LC von L.

Beweis. Seien Ly := L, Xy := X. Fiir n > 0 definieren wir induktiv £, 1 := £,,C,
wobei C), := {cz.an | € Var,a € L,} und X411 := X,, UT'z,. Aus Lemma 8
folgt dann X,, ¥ L fiir alle n > 0. Sei U := {J,,»o Xn und LC := J,,~( Ln, also
U C LC und U ¥ L. Aufgrund dieser Konstruktion ist fiir jedes o € £,, C LC die
Formel —a” € X, 11 C U enthalten. Sei (H, C) die Halbordnung aller konsistenten
Erweiterungen von U in L£C. Fiir jede Kette K konsistenter Mengen ist auch die
obere Schranke J K konsistent: Angenommen, | JK F L, dann existiert nach dem
Endlichkeitssatz (Satz 7 des Vortrages Syntaktisches Folgern und Korrektheit) eine
endliche Formelmenge Xy C |J K so, dass Xy L. Da X, endlich ist, existiert ein
Kettenglied K; D Xo, nach (M R) folgt also K; - L, im Widerspruch zur Konsistenz
von K;. Weil U € H ist H nicht leer, also enthédlt H nach dem Zorn’schen Lemma,
eine maximal konsistente Obermenge Y O U. Dieses Y ist auch eine Henkin-Menge:

(H1) ?=": Aus Y F -« folgt wegen der Konsistenz von Y schon Y ¥ .

b2 ¢77:

(1) Aus Y ¥ « folgt o ¢ Y nach (AR)

(2) Y,akF L wegen maximaler Konsistenz von Y
(3) YF -« nach C~.

(H2) "=": folgt aus (V1). "<": Sei nun Y F af fiir alle ¢ in LC, also auch
€= Czan. Sei n minimal gewéhlt, so dass o € £,,. Angenommen Y ¥ Vza,

dann

(1) Y E —Vza nach (H1)

(2) Y E-VeaAaf nach Vorraussetzung Y = o und (A1)

(3) Yo% —a® nach der Definition von o und Konstruktion von U,

was ein Widerspruch zur Konsistenz von Y ist. Also gilt Y F Vaa.
O

Lemma 12. Jede Henkin-Menge Y C L hat ein Modell.

Beweis. Wir konstruieren ein Modell fiir Y, das sogenannte ”Termmodell”: Sei
t~t' falls Y ¢ =1t Dann ist & eine Kongruenz auf der Termalgebra T von L:
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(a) = ist eine Aquivalenzrelation nach Bemerkung 1a) und b)
(b) ty ~t), ...ty ~t, = fT ~ ft fiir jedes f € L nach Bemerkung 1lc)
(¢) YErt und ty = t),...,t, = t,, =Y F rt’ fir jedes r € L nach Bemerkung
1d)
Der Triger des gesuchten Modells M = (A, w) ist A := {t | t € T}, wobei t die
Aquivalenzklasse des Terms t bezeichnet. Sei C' die Menge der Konstanten von
L, dann gibt es nach (H3) zu jedem Term ¢ aus T ein ¢ € C mit ¢ =~ ¢, daher
A ={¢|ce C}. Wir definieren
o fAM,... 1) = ft1 -t,, fiir Operationszeichen, dies ist nach (b) wohldefiniert.
o 1A% -1, = Y b r{ fiir Relationszeichen, dies ist nach (c) wohldefiniert.
e ¢ :=¢und 2™ := 7 fiir Konstanten und Variablen von £

Wir kénnen nun induktiv

(i) tM=t% und

(i) MEasYhka
zeigen. Fiir Primterme ist (i) klar, und mit der Induktionsannahme tM = #; fiir
i=1,...,n haben wir dann

PO P S M) T
Wir iberpriifen (ii) fiir alle Formeln « durch Induktion iiber den Rang rg(a) der

Formel . Fiir rg(c) = 0 kann « die Form ¢ = s oder r ¢ fiir Terme s, ¢ und

Relationszeichen r» annehmen.

tht:s:@tM:sMgfzgrg'Yk
D

° ./\/llzr?:@r/‘/‘t{v‘--iﬁ"gr”lfl---fn = Yl—rt
Fiir den Induktionsschritt beachten wir, dass rg(y) fiir alle Formeln ¢ und 6 die
folgenden Eigenschaften erfillt:

e 79(p) <rg(—e)

o rg(p), rg(0) <rglp A0)

o rg(pg) <rg(Vayp)
Wir iiberpriifen nun die Giiltigkeit von (ii) nacheinander fiir Formeln der Form aA S,
—a und Vza wobei wir nach Induktionsannahme die Korrektheit von (ii) fiir o, 8
und a% bereits iiberpriift haben:

'-h@#

../\/H:a/\ﬁ @Mm BB Yra B Y Yrang

OJ\/H:ﬁoz M#a Y}‘a(<:> Y F -«
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e MEVza = MiFa firallece C,da A={¢c|ce C}
CAj:):E M;M Fa fiir alle c € C
& ME a% nach dem Substitutionssatz
(Theorem 23 von Vortrag Semantik elementarer Sprachen)
d oy oz% firallece C
L Y rvaa
Nach (AR) ist Y F « fiir € Y. Also folgt M EY aus (ii). O

3. VOLLSTANDIGKEITSBEWEIS

Satz 13 (Modellexistenzsatz). Jede konsistente Formelmenge X C L hat ein Mod-
ell.



Beweis. Sei Y O X eine Henkin-Menge in einer Konstantenexpansion £C' geméafl
Lemma 11. Nach Lemma 12 hat Y, und damit auch X C Y, ein LC-Modell
M = (AU C,w). Sei M = (A,w) das L-Redukt von M’, dann koénnen wir den
Koinzidenzsatz (Theorem 10 aus dem Vortrag Semantik elementarer Sprachen)
anwenden um M E X zu erhalten. (]

Satz 14 (Vollstandigkeitssatz). Fir X CLund a € L gilt X Fa < X F a.

Beweis. 7 (=)” folgt aus der Korrektheit von F (Korollar 5 aus dem Vortrag Syn-
taktisches Folgern und Korrektheit). ”(<=)”: Wir nehmen an, dass X ¥ «, dann
folgt aus CT, dass X U {-a} konsistent ist, und somit nach Satz 13 ein Modell hat.
Folglich ist X ¥ a. 0
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