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Dieses Handout richtet sich nach Kapitel 3.3 und 3.4 in [R]. Grundsétzlich
wird dieselbe Notation wie in den vorhergehenden Vortragen verwendet.

Nachdem wir nun im letzten Vortrag den Vollstdndigkeitssatz bewiesen
haben, wollen wir hier ein paar Anwendungen und Folgerungen betrachten.

1 Der Kompaktheitssatz

Mit dem Vollsténdigkeitssatz konnen wir nun die aus dem Kalkulus gewonne-
nen Resultate in Aussagen iiber das semantische Folgern iibersetzen. Wie in
der Aussagenlogik erhalten wir auch hier den Endlichkeitssatz fiir das Folgern
und den Kompaktheitssatz.

Satz 1.1 (Endlichkeitssatz fiir das Folgern). X | « impliziert X, | « fir
eine endliche Teilmenge Xo C X.

Beweis. Mit dem Vollstandigkeitssatz folgt der Endlichkeitssatz fiirs Folgern
direkt aus dem Endlichkeitssatz des Kalkiils (Vortrag “Syntaktisches Folgern
und Korrektheit”, Satz 7). O

Beispiel 1.2. Dieser Satz hat bereits eine interessante Folgerung fiir die
Korpertheorie, wie fogende Aussage zeigt:

e Fine in allen Korpern der Charakteristik O giiltige Aussage o gilt auch
i allen Korpern hinreichend hoher, von a abhdngiger Primzahlcharak-
teristik p.

Beweis. Ein Korper hat die Charakteristik p falls die Aussage

char, :1+---+1=0



gilt und Charakteristik O wenn fiir alle Primzahlen p die Aussage —char, gilt.
Die Theorie der Korper der Charakteristik 0 wird also durch die Menge X
bestehend aus den Korperaxiomen und den Aussagen —char, axiomatisiert.
Gilt nun X = o fiir eine Aussage « so ist nach dem Endlichkeitssatz schon
Xy [ « fiir eine endliche Teilmenge X, C X. Fiir geniigend grosse Primzah-
len p gilt nun —char, ¢ X, und Korper der Charakteristik p erfiillen folglich
Xy und daher auch a. O

Als Folge von Beispiel 1.2 erhalten wir, dass die Theorie der Korper mit
Charakteristik 0 nicht endlich axiomatisierbar ist, d.h. kein endliches Axio-
mensystem besitzt.

Beispiel 1.3. Ein weiteres Beispiel fiir eine nicht endlich axiomatisierbare
Theorie liefert die Theorie DAG der dividierbaren abelschen Gruppen. Eine
abelsche Gruppe G heisst n-dividierbar, wenn

GEY, =VnIyr =ny mit ny .=y +...+y,
—

n

und dividierbar, wenn G |= 9, fiir alle n > 1. Die nicht endliche Axiomati-
sierbarkeit folgt nun aus:

e Jede in allen dividierbaren abelschen Gruppen giiltige Aussage o €
L{+,0} gilt auch in mindestens einer nichtdividierbaren abelschen Grup-

pe.

Beweis. Sei X |= . Dann gilt X, = « fiir eine endliche Teilmenge X, C X.
Sei Z,, die zyklische Gruppe der Ordnung p, wobei p eine Primzahl mit p > n
fiir alle n mit J,, € X,. Da die Abbildung Z, — Z,, x — nx, fir 1 <n <p
surjektiv ist, gilt Z, = ¢, fiir 1 < n < p und somit Z, = Xy, also auch
Z, = o. Z, ist jedoch nicht p-dividierbar. ]

Wir kénnen also fiir viele Theorien kein endliches Axiomensystem erwar-
ten und definieren aus diesem Grunde den Begriff der Axiomatisierbarkeit
folgendermassen.

Definition 1.4. Eine Menge Z von Zeichenfogen iiber dem Alphabet A
heisst entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der fiir eine Zeichenfol-
ge £ aus Symbolen von A entscheidet, ob £ in Z liegt. Ansonsten heisst 2
unentscheidbar.

Definition 1.5. Eine Theorie T heisst rekursiv axiomatisierbar, oder nur
axiomatisierbar, wenn sie ein entscheidbares Axiomensystem besitzt.



Eine weitere Konsequenz aus dem Endlichkeitsatz ist der sogenannte
Kompaktheitssatz.

Satz 1.6 (Kompaktheitssatz). Eine Formelmenge X ist genau dann erfillbar,
wenn jede endliche Teilmenge von X erfillbar ist.

Beweis. Ist X nicht erfiillbar so gilt X | L. Mit dem Endlichkeitssatz folgt
dann jedoch Xy |= L fiir eine endliche Teilmenge Xy C X. Also exisiert eine
endliche Teilmenge X, von X, die nicht erfiillbar ist.

Umgekehrt ist jedes Modell von X auch ein Modell fiir eine beliebige Teil-
menge X, C X. O

Korollar 1.7. Sei T eine Theorie mit beliebig grossen endlichen Modellen.
Dann besitzt T auch ein unendliches Modell.

Beweis. Wir betrachten die Menge X = T'U{v; # v; | i # j}. Nach Vorraus-
setztung hat jede endliche Teilmenge Xq C X ein Modell und somit auch
X. Dieses hat offensichtlich eine unendliche Trégermenge und ist auch ein
Modell von T'. [

Bevor wir weiterfahren, fithren wir der Vollstédndigkeit wegen hier noch die
folgende wichtige Definition ein, die in spéteren Vortrédgen verwendet wird.

Definition 1.8. Eine Theorie T C £° heisst vollstindig, wenn sie konsistent
ist und keine echte konsistente Erweiterungstheorie in derselben Sprache be-
sitzt.

Ist T eine vollstindige Theorie so gilt fiir jedes a € LY entweder o € T
oder - € T. Zum Beispiel ist die elementare Theorie ThA jeder Struktur
A vollstindig, also auch die Theorie ThA der natiirlichen Zahlen.

Als eine Folgerung des Kompaktheitsatzes haben wir gesehen, dass die
vollstéindige Theorie ThAN und somit die Peano Arithmetik ein Nichtstan-
dardmodell besitzt. Auf dhnliche Weise kénnen wir auch die Existenz von
Nichtstandardmodellen fiir die Theorie der reelen Zahlen zeigen. Dies ermog-
licht das betreiben einer Nichtstandard-Analysis wie sie von A. Robinson
entwickelt wurde.



2 Der Satz von Lowenheim-Skolem

Bevor wir zum Satz von Lowenheim-Skolem kommen, wollen wir hier kurz
ein paar Grundfakten iiber abzéhlbare Mengen auflisten.

Definition 2.1. Eine Menge M heisst abzihlbar, wenn M = () oder wenn es
eine surjektive Abbildung f : N — M gibt, ansonsten tberabzdihlbar. Zwei
Mengen M und N heissen gleichméchtig, kurz M ~ N, falls eine Bijektion
f i+ M — N existiert. Im Fall M ~ N nennen wir M abzdihlbar unendlich.

Lemma 2.2. Sind M und N abzihlbare Mengen, so sind auch M U N und
M x N abzihlbar. Zudem ist auch die abzihlbare Vereinigung U = |,y M;
abzdihlbarer Mengen M; abzdihlbar.

Definition 2.3. Eine Theorie in £ heisst abzdihlbar, wenn die Sprache L
abzahlbar ist.

Satz 2.4 (Lowenheim-Skolem). Fine abzdhlbare konsistente Theorie T' hat
auch ein abzihlbares Modell.

Beweis. Wie wir im Beweis des Modellexistenzsatzes (Satz 3.2.6 in [R]) ge-
sehen haben, existiert eine Henkin-Menge Y O T' in einer geeigneten Kon-
stantenerweiterung LC' fiir eine abzdhlbare Konstantenmenge C'. Betrach-
ten wir nun das Termmodell von Y so ist dessen Tréger gegeben durch
A = {¢ | ¢ € C}, wobei ¢ die Aquivalenzklasse von ¢ in der Menge aller
Terme von L£C beziiglich der Aquivalenzrelation

~se YR rct=s
bezeichnet. Y hat also ein abzéhlbares Modell und folglich auch T O

Beispiel 2.5. Wenden wir Satz 2.4 auf T =< ThN U{n < z | n € N} >
an, erhalten wir, dass ThN auch ein abzihlbares Nichtstandardmodell N’
besitzt. Wir konnen dieses Modell folgendermassen veranschaulichen: Wir
beginnen mit den rationalen Zahlen im Intervall [0, 1) und ersetzen 0 durch
N und alle anderen r € [0, 1) durch eine Kopie von Z. Dies liefert eine einfache
Beschreibung von <", jedoch sind V" und V" nicht effektiv beschreibbar.

Was sicherlich erstaunlicher erscheint ist, dass wir auch ein abzéhlbares
Nichtstandardmodell der reellen Zahlen erhalten. Man kann also mit den
von A. Robinson entwickelten Methoden auch umfangreiche Analysis auf
abzahlbaren Mengen betreiben.



3 Die Paradoxie von Skolem

Der Satz von Lowenheim-Skolem fiihrt auch zu einem auf den ersten Blick
paradoxen Resultat. Wie wir in einem vorangehenden Vortrag gesehen haben,
kénnen wir die Mengenlehre durch die ZFC-Axiome definieren. Nehmen wir
nun an, dass diese Theorie konsistent ist (was allgemein angenommen wird),
so hat sie nach Satz 2.4 auch ein abziihlbares Modell V = (V, €Y).

Andererseits konnen wir innerhalb von ZFC die Existenz von iiberabzéahl-
baren Mengen zeigen. Analog zur obigen Definition fithren wir auch inner-
halb unserer Theorie die Begriffe der Abzéhlbarkeit ein. Eine Menge x heisst
abzihlbar, wenn z = () oder wenn eine surjektive Abbildung f : w — =«
existiert, wobei w die mengentheoretischen natiirlichen Zahlen bezeichnet.
Ansonsten nennen wir z iiberabzéhlbar. Die Existenz von iiberabzéihlbaren
Mengen in ZFC folgt aus folgendem Lemma, mit z = w.

Lemma 3.1. Pot(x) hat eine grissere Mdchtigkeit als x, d.h. es existiert
keine surjektive Abbildung f : x — Pot(x).

Beweis. Wir nehmen an, es gibt eine surjektive Abbildung f : © — Pot(x).
Betrachte die Menge z = {y € = | y ¢ f(y)}. Diese existiert nach (Aus)
und ist offensichtlich in Pot(z) enthalten. Wegen der Surjektivitdt von f ist
z = f(yo) fiir ein yo € z. Es gilt nun

Yo €z Yo ¢ fyo) v ¢z
Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Konsistenz von ZFC. O]

Da aber (Pot(w))Y eine Teilmenge von V ist, enthélt (Pot(w))Y sicherlich
nur abzdhlbar viele Elemente, was auf den ersten Blick als paradox erscheinen
mag. Der Begriff “abzéhlbar” hat also innerhalb und ausserhalb der Welt V
eine unterschiedliche Bedeutung.

Die sogenannte Paradoxie von Skolem kann so erklart werden, dass das
abzéhlbare Modell V weniger Mengen und Funktionen enthélt als erwartet.
V enthiilt beispielsweise keine Bijektion von wY nach (Pot(w))Y, die von
ausserhalb gesehen durchaus existiert.
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