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Dieses Skript ist eine leicht verdnderte Version des Abschnittes (3.6) in [1]. Die No-
tationen sind wie in alle vorherigen Vortriagen dieses Seminares.

Zweck: Wir definieren einen Hilbert-Kalkiil [~, der sich auf eine beliebige elementare
Sprache £ bezieht!, und beweisen der Vollstindigkeitssatz.

Beweismethode: Ahnlich wie fiir den aussagenlogischen Hilbert-Kalkiil in Kapitel (1.6).
Korrektheit: Induktionssatz (von (1.6) iibertragen) mit £« := (X | «). Vollstandigkeit:
Wir wissen schon, dass der in (3.1) eingefiihrte Regelkalkiil - vollstédndig ist, d.h. F = |=.
Deshalb zeigen wir, dass p abgeschlossen unter (AR) — (=) (Basisregeln von ) ist. Dann
gilt: F C | und die Behauptung folgt.

Hilbert-Kalkiile beruhen auf Tautologien als logische Axiome (vgl. Regelkalkiile) und
einer kleineren Menge von Schlussregeln. Wir definieren zuerst unser logisches Aziomen-
system A.

Definition 1 (Hilbert-Kalkiil ). Die logische Signatur ist wie bisher L = {—,A,V, =}
und die einzige Schlussregel ist MP: o, — /8, d.h. X o, — 3 = X 3. Wieder ist
a — B:=—(a A -p) und wir definieren die Formelmengen:

M = {lamf—m)—(@—B)—(@a—2) | afyeLl}
A2 = {a—B—aAnp | a,B€eLl}
A3 = {aAf—oa,aANf—0 | a,f€L}
M o= {(a—-f) =B —-a) | afeL}
A5 = {Vza —al | a€ L} (a,L kollisionsfrei)
A6 = {a—Vra | ac€ L} (z¢ freia)
AT = {Vz(a— ) > Vea—-Vzb | a,0€ L}
A8 = {Vyal —=Vaza | ac L} (y ¢ var a)
A = {t=t | teT;}

A0 = {z=y—a—al | aPrimformel}

Das Axiomensystem A besteht aus der Menge alle Formeln Vz; - - - Vz,,n > 0, wobei

pE U}il A; und zq, ..., x, beliebig sind, z.B. ist deshalb auch Vz x = z ein Element in A.

1Zwei elementare Sprachen unterscheiden sich nur durch Wahl der nichtlogischen Signatur.
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Bemerkung 2. Wir kénnen A auch charakterisieren als die Menge aller Formeln, die
aus Al — A10 mittels der Generalisierungsregel MQ:a/Vaa ableitbar sind. Bemerke, dass
MQ kein Schlussregel in | ist und auch nicht beweisbar.

Bemerkung 3. |~ ist eine Erweiterung des entsprechenden aussagenlogischen Hilbert-
Kalkiils in (1.6). Bemerke, dass A1 — A10 Tautologien sind: A1 — A4 klar aus (1.6) und
A5 — A10 wegen den semantische Aquivalenzen in (2.3). z.B. gilt mit Korollar 2.3.6:
Vea = a% und verwenden wir das semantische Deduktionstheorem der Pradikatenlogik,
X,aE e X Ea— f, folgt, dass A5 eine Tautologie ist.

Wir betonen, dass A5 den Basisregel (V1) aus (3.1) entspricht und A8 die gebundene
Umbenennung aus (2.4). Die letzten zwei Axiome, A9 — A10, regeln den Umgang mit dem
logischen Symbol = aus L.

Fiir ¢ € L gilt fiir einen beliebige Prafixblock V& = Vzq - - - Vz,,, dass

Fe = EVip

und wir sehen dass auch A nur Tautologien enthéilt. Ebenfalls, E a,a — 8 = G, d.h.
alle aus A mit MP herleitbaren Formeln sind Tautologien.

Definition 4 (Beweis in pv). Fiir o € £ und X € P(L) ist & = (pg, ..., on) € LNT!
ein Beweis fir a aus X, falls a = ¢,, und

Vi <n:(pr € XUA oder Jp: ¢ und ¢ — @i treten in ® vor ¢y auf)

d.h. ¢ entsteht durch Anwendung von MP auf Folgenglieder, die ¢}, vorangehen.
Notation: X a.

Bemerkung 5. Ein (formaler) Beweis ist genau wie in (1.6) definiert. Es gilt also wieder
Xk a,a — = X B und wir kénnen den Induktionssatz 1.6.1 unverdndert iibertragen.

Satz 6 (Induktionssatz fiir |v)2. Sei X € P(L) gegeben und € eine Eigenschaft von
Formeln mit

(E1) Vae XUA: Ea
(E2) Va,B € L: (Ea,E(a— B) = EB)

Dann gilt Ea fir alle a mit Xk a.
Als Anwendung hiervon bekommen wir leicht:

Satz 7 (Korrektheit von (). Fir alle a € L, X € P(L) gilt
Xpha=XEFa
Insbesondere fiir X = 0: in v sind alle aus A beweisbaren Formeln Tautologien.
Beweis. Induktion iiber X F . Definiere £a := X = a, X fixiert.
(E1) : aeX=2XEFa MEX=>MEq

aEXN=EFa=XEFa

(E2): Sei nun X = a,a — §. Dann gilt: X = (. O

2Beweis in Vortrag 3: Induktion iiber die linge eines Beweis.
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Der Beweis der Vollstandigkeit von v basiert auf der Vollstandigkeit von I in (3.1)-(3.2),
gezeigt mit sog. Henkin-Mengen. Wir zeigen, dass hv alle 9 Basisregeln von F erfiillt (genau
wie in (1.6)) und mit dem in (3.1) eingefithrten Beweisprinzip der Regelinduktion folgt
der Vollstandigkeitssatz.

Satz 8 (Vollstandigkeit von k). Fir alle X, o wie oben gilt
XEa=Xkra

Beweis. (AR) und (MR) sind klar durch die Definition von Xk o und A9. Das Kalkiil f ist
eine Erweiterung von dem entsprechenden Kalkiil in (1.6) und deshalb folgen (A1) — (—2)
unmittelbar.

(V1):  (XpVoza = X ol fir o, L kollisionsfrei).

Bewess.
Xp Vea (Annahme)
Xk Vza — al (Ab)
Xpat (MP)

(V2):  (Xp ol = X Vaa, y ¢ frei X Uvar ).

Beweis. Wir zeigen zuerst die folgende Behauptung:
(X a= Xt Ve, x ¢ frei X) (*)
Induktion iiber Xk o, X fixiert (Ea := X Vza).

(El):a€ X : = x ¢ frei @ und

Xt a— Vra (A6)
Xk a (Annahme)
X Vza (MP)

a€N: = Veae A = Xp Vza.

(E2) : Nehme an: Xt Vzo, X Vo (a — 3).

Xk Ve(a — 8) — Vea — V] (A7)

Xk Vza,Ve(a — §) (Annahme)

Xh Vea — Vaf (MP)

Xk Vg (MP)
Beweis von (V2):

Xb ol (y ¢ frei X Uvar a) (Annahme)

Xp Vyal (%)

Xh Vyal — Vea (y ¢ var ) (A8)

Xh Ve (MP)



(=): (Xps=ta2= Xk al, aPrimformelin £).

Beweis. Sei y eine Variable, sodass y # x und y ¢ var s, var o mit o Primformel. Bemerke,
dass wir im dritten und vierten Schritt die Substitutionsregeln aus (2.2) verwenden.

Xk s=t, ai (Annahme)
XpVavylz =y — a — o] (A10)

X yle=y—a—ad)l; =Vy(s=y —af —af) (V1)

Xp [s =y — as — k)L (1)

Aufgrund der Wahl von y und der Identitit a2t = ol aus (2.2) fir y ¢ var a gilt:

t
Y

YL = (s=t—af —a

t —
ik Z)

[s=y—a’—a i) = (s=t—a2—al)

2-malige Anwendung von MP gibt uns unsere Behauptung und beendet den Beweis von
Satz 8:

Xhs=t—at—al
Xk as —al (MP)+(Annahme)
Xk at (MP)+(Annahme)

T

Satz 9 (Vollstandigkeitssatz). Fir alle « € L, X € P(L) gilt
Xphae X EFa
Kurz: v = E.

Insbesondere gilt v a < = «, d.h. genau die Tautologien sind aus dem Aziomensy-
stem A mit MP beweisbar.

Zuletzt kénnen wir das folgende Korollar durch die Definition von A und Satz 9 for-
mulieren.

Korollar 10. Fir o € L beliebig sind folgende Figenschaften dquivalent:

(1) : K a, d.h. a ist mittels MP herleitbar aus A.
() : a ist mittels MP und MQ ableitbar aus A1 — A10.
(i4i) : E a,d.h. « ist eine Tautologie.
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