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Dieses Skript basiert mehrheitlich auf dem Kapitel 7.1 aus Einführung in die Mathe-
matische Logik von Wolfgang Rautenberg [RW].

1 Einleitung

Das Ziel dieses Vortrages besteht darin, den Grundbaustein für den Beweis des 2. Unvoll-
ständigkeitssatzes zu legen, welcher im nächsten Vortrag behandelt wird. Dieser besagt,
dass für eine hinreichend strenge konsistente axiomatisierbare Theorie T ⊆ L nicht
die Konsistenz von T nicht innerhalb der Theorie beweisbar ist. Wir werden nun die
sogenannten Ableitungsbedingungen für die Theorie PA nachweisen, welche über die
Beweisbarkeit von beweisbaren Formeln innerhalb von PA Aufschluss geben und aus
denen dann im nächsten Vortrag der 2. Unvollständigkeitssatz gefolgert wird.

Konvention 1.1. 1. Sei T ⊆ L eine gödelisierbare Theorie; das heisst, dass L göde-
lisierbar ist und es eine Folge von Grundtermen 0, 1, . . . gibt.

2. Der Einfachheit halber schreiben wir jeweils α ` β ` γ für α ` β und β ` γ; und
analog α ` β ≡ γ für α ` β und β ≡ γ.

3. Wir führen die Abkürzung ∃! wie folgt ein: für α = α(x) ∈ L sei ∃!xα := ∃xα ∧
∀xy(α ∧ α y

x
→ x= y), mit y /∈ var α. Insbesondere können wir nach (∧1) �wie

gewohnt� einen Beweis von ∃!xα in einen Existenz- und einen Eindeutigkeitsbeweis
aufteilen.

2 Die Ableitungsbedingungen

De�nition 2.1. Sei bewT das in [AA] de�nierte p.r. Prädikat. Gemäss dem Repräsen-
tationssatz (Satz 1 aus [WD]) gibt es dann eine Formel bewT , welche bewT (y, x) in T
repräsentiert.Wir de�nieren folgende Abkürzungen:

1. �(x) := bwbT (x) := ∃ybewT (y, x)

2. �α := bwbT
pαq
x
, gesprochen 'box α'.
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3. ConT := ¬�⊥, wobei ⊥ := 0 6= 0 eine Kontradiktion ist.

Somit ist `T �α ist die Formalisierung der Beweisbarkeit von α innerhalb von T . Die
Verträglichkeit einer Formel α ∈ L0 mit T lässt sich durch `T ¬�¬α formalisieren.

De�nition 2.2. Wir de�nieren die Ableitungsbedingungen für T wie folgt:
Für alle α, β ∈ L0:

(D1): `T α⇒`T �α,

(D2): `T �α ∧�(α→ β)→ �β,

(D3): `T �α→ ��α.

Gemäss dem Deduktionstheorem können wir (D2) und (D3) äquivalent schreiben als
(D2′) : �(α → β) `T �α → �β für alle α, β ∈ L0 bzw. (D3′) : �α `T ��α für alle
α ∈ L0.

Die Bedingung (D1) besagt, dass wenn für α ein formaler Beweis in der Theorie T
existiert, dann kann man innerhalb von T zeigen, dass α beweisbar ist. Des Weiteren
beschreibt (D2) den Abschluss von `T �α unter dem Modus Ponens und (D3) stellt die
Formalisierung von (D1) innerhalb von T dar.

Bemerkung 2.3. Aus (D1) und (D2) folgt (D0) : α `T β ⇒ �α `T �β für alle
α, β ∈ L0.
Daraus folgt insbesondere, dass ConT unabhängig von der Wahl der Kontradiktion ⊥
ist.

Beweis. Nach dem Deduktionstheorem ist α `T β gleichbedeutend mit `T α → β.
Mit (D1) folgt dann `T �(α → β) und (D2′) impliziert `T �α → �β und somit
�α `T �β.

Im Folgenden werden wir nun zeigen, dass die Ableitungsbedingungen in PA gelten.

Lemma 2.4. Die Theorie PA erfüllt (D1).

Beweis. Gemäss Korollar 7 in [WD] haben wir: Für alle α ∈ Lar : `PA α⇒
`PA bwbPA

pαq
x

= �α.

Bemerkung 2.5. Die Umkehrung von (D1), also (D1∗) : `T �α ⇒ `T α, gilt im
Allgemeinen nicht; sie ist aber für T = PA erfüllt: Angenommen es gibt ein α ∈ L0

ar,
so dass `Tα nicht erfüllt ist, so gilt nach Korollar 7 in [WD] `PA ¬bewPA(n, pαq) für
alle n ∈ N, also N |= ∀y¬bewPA(y, pαq). Falls `PA�α = ∃ybewPA(y, pαq), und somit
N |= ∃ybewPA(y, pαq), was ein Widerspruch ist.
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De�nition 2.6. Eine Funktion f ∈ Fn heisst in T de�nierbar, wenn es ein δf =
δf (~x, y) ∈ L gibt mit

(a) `T δf (~a, f~a) für alle ~a ∈ Nn,

(b) `T ∀~x∃!yδf (~x, y).

Dann wird f durch δf (~x, y) in T repräsentiert und y = f~x ↔ δf (~x, y) ist eine legitime
explizite De�nition eines ebenfalls mit f bezeichneten Symbols in T . Insbesondere gilt
dann `T f~a = f~a für alle ~a ∈ Nn.

Für den Nachweis von (D2) und (D3) möchten wir diese De�niton noch etwas ver-
schärfen. Dazu benötigen wir aber zuerst folgende

De�nition 2.7. 1. Wir de�nieren spezielle Σ1-Formeln wie folgt:

(i) Für x, y, z paarweise verschiedene Variablen sind Sx = y, x + y = z und
x · y = z spezielle Σ1-Formeln.

(ii) Sind α, β spezielle Σ1-Formeln, so auch α∧β, α∨β, α 0
x
, α y

x
(falls y /∈ gbdα),∃xα

und (∀x < y)α (für y /∈ var α) .

2. Eine Formel α ∈ Lar heisst Σ1 − Formel, falls sie in PA zu einer speziellen Σ1-
Formel äquivalent ist (d.h. α ≡PA β, wobei β spezielle Σ1-Formel).

De�nition 2.8. Eine rekursive Funktion f ∈ Fn heisst Σ1-de�nierbar in PA oder
beweisbar rekursiv, falls es eine Σ1-Formel δf (~x, y) gibt, welche (a) und (b) aus De�nition
2.6 erfüllt.
Insbesondere ist (a) äquivalent ist zu

(a'): N |= δf (~a, f~a) für alle ~a ∈ Nn,

was direkt aus Satz 6.3.1 in [RW] (Σ1-Vollständigkeit von PA) folgt. Dieser besagt, dass
jede in N wahre Σ1-Aussage bereits in PA beweisbar ist.

Beispiel 2.9. Die 2-stellige p.r. Funktion +(a, b) := a + b ist beweisbar rekursiv mit
repräsentierender Formel δ+(x, y, z) = z=x + y: Nach De�nition ist δ+ eine spezielle
Σ1-Formel, und erfüllt wegen `PA a+ b= a+ b (siehe (C1) in [SM]) klarerweise (a). Die
Existenz in (b) ist trivial, und die Eindeutigkeit ergibt sich aus δ+(x, y, z), δ+(x, y, z′)
`PA z=x+ y, z′=x+ y `PA z= z′.

Im Folgenden seien n, ν, i, . . . Variablen von Lar. Wir bezeichnen mit c, d in PA
de�nitorisch eingführte einstellige Funktionen, welche noch von weiteren Parametern
abhängen dürfen. Wir verwenden die Abkürzung cv := c(ν) für alle ν.
Wegen dem Repräsentationssatz können wir die Funktionen rest, β sowie die Prädikate
|,⊥ in PA repräsentieren; wir verwenden jeweils wieder dasselbe Symbol. Wir schreiben
ab jetzt kurz βuv für β(u, v). Wir können nun den Beweis des Chinesischen Restsat-
zes sowie die Eigenschaft der β-Funktion (siehe Propositionen 3 und 5 in [WD]) auch
innerhalb von PA formulieren und beweisen:
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Lemma 2.10. Seien c, d beweisbar rekursiv. Dann gelten folgende Aussagen:

1. `PA ∀n[(∀ν, i, j ≤ n)(cν < dν ∧ (i 6= j → di ⊥ dj))→ ∃a(∀ν ≤ n)rest(a, dν) = cν ].

2. `PA ∀x∃u(∀ν ≤ x)cν = βuv.

Beweis. Im Wesentlichen kann man den zahlentheoretischen Beweis beider Aussagen auf
PA übertragen; Für einen detaillierten Beweis siehe [GJ], Seiten 11-12 (für 1.) sowie 13-
14 (für 2.). Dabei wird im Wesentlichen der zahlentheoretische Beweis beider Aussagen
aus [WD] auf PA übertragen. Siehe dazu auch Beispiel 3.1.

Satz 2.11. Jede p.r. Funktion f ist beweisbar rekursiv. Im Fall f = Op(g, h) sind die
Rekursionsgleichungen für f beweisbar rekursiv.

Beweis. Wir machen Induktion über den rekursiven Aufbau der p.r. Funktionen. Sei
dazu f eine beliebige p.r. Funktion. Dann tri�t einer der folgenden drei Fälle auf f zu:

• Sei f eine Anfangsfunktion: Falls f die Konstante 0 bzw. die Nachfolgerfunktion
S bzw. die Projektionsfunktion Inν ist , so sind v0 = 0, v1 = Sv0 und vn = vν die
de�nierenden Formeln (vergleiche dazu mit Beispiel 2.9).

• Sei f = h[g1, . . . , gm], wobei g1, . . . , gm, h beweisbar rekursiv sind mit de�nieren-
den Formeln δgi(~x, y) bzw. δh(~y, y) für gi bzw. h. Wir de�nieren nun δf (~x, y) :=
∃~y(

∧m
i=1 δgi(~x, yi)∧ δh(~y, y)). Da δgi , δh Σ1-Formeln sind, ist dies auch δf . Für jedes

~a ∈ N gilt: N |= δgi(~a, bi) und N |= δh(~b, h~b) wobei bi := gi~a. Somit gilt auch

N |=
∧m
i=1 δgi(~a, bi) ∧ δh(~b, h~b) =

∧m
i=1 δgi(~a, bi) ∧ δh(~b, f~a), da nach Voraussetzung

f~a = h~b gilt. Mit Partikularisierung ergibt sich dann (a'). Da (b) für gi gilt, erhal-
ten wir: `PA ∀~x∃yiδgi(~x, yi) für alle i. Daraus folgt `PA ∀~x∃~y

∧m
i=1 δgi(~x, yi). Nun

können wir (b) für h anwenden, und erhalten `PA ∃yδh(~y, y) und mit Generali-
sierung `PA ∀~x∃yδh(~y, y). Es folgt dann `PA ∀~x((∃~y

∧m
i=1 δgi(~x, yi)) ∧ (∃yδh(~y, y)),

woraus wir

`PA ∀~x∃y∃~y(
m∧
i=1

δgi(~x, yi) ∧ δh(~y, y)) = ∀~x∃yδf (~x, y)

schliessen können. Somit erfüllt δf (~x, y) die Existenz in (b). Die Eindeutigkeit folgt
aus der Eindeutigkeit von (b) für δgi und δh.

• Sei f = Op(g, h), wobei g, h beweisbar rekursiv sind. Somit können wir die
Symbole g, h de�nitorisch einführen und in PA verwenden. Dasselbe gilt auch
für die β-Funktion, da diese nur mittels Oc de�niert wird. Nach Voraussetzung
gilt: f(~a, 0) = g~a und f(~a,Sb) = h(~a, b, f(~a, b)). Wir betrachten δf (~x, y, z) :=
∃uγ(u, ~x, y, z) mit

γ(u, ~x, y, z) := βu0 = g~x ∧ (∀v < y)βuSv = h(~x, v,βuv) ∧ βuy = z.
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Insbesondere ist δf eine Σ1-Formel, weil β, g und h Σ1-de�nierbar sind.
Seien nun ~a ∈ Nn, b ∈ N beliebig. Wir setzen ci := f(~a, i) für alle i ≤ b. Gemäss
Proposition 5 in [WD] gibt es dann ein c ∈ N mit β(c, i) = ci für alle i ≤ b. Damit
erhalten wir bereits N |= γ(c,~a, b, f(~a, b)), und mit Partikularisierung folgt auch
N |= δf (~a, b, f(~a, b)), also haben wir (a') überprüft.
Für (b) zeigen wir zuerst die Eindeutigkeit. Dazu weist man induktiv über y nach,
dass γ(u, ~x, y, z) ∧ γ(u′, ~x, y, z′) `PA (∀v ≤ y)βuv = βu′v gilt und erhält dann ins-
besondere γ(u, ~x, y, z) ∧ γ(u′, ~x, y, z′) `PA z = z′. Der Induktionsanfang folgt aus
γ(u, ~x, 0, z), γ(u′, ~x, 0, z′) `PA βu0 = g~x, βu′0 = g~x `PA βu0 = βu′0
`PA (∀v ≤ 0)βuv = βu′v. Den Induktionsschritt führt man mit analogen Argu-
menten.
Auch die Existenz `PA ∃zδf (~x, y, z) zeigt man per Induktion über y. Für eine detail-
lierte Beweisführung sei auf [GJ], Seiten 15-17 verwiesen. Insbesondere verwendet
man dazu 2. in Lemma 2.10.

Nun müssen mir noch nachweisen, dass die Rekursionsgleichungen in PA gelten; konkret
bedeutet das:

(1) `PA f(~x, 0) = g~x, (2) `PA f(~x,Sy) = h(~x, y, f(~x, y).

Nach der Konstruktion von δf gilt `PA δf (~x, 0, g~x) und aus der De�nition von f folgt
`PA δf (~x, 0, f(~x, 0)). Damit erhält man (1) mit der Eindeutigkeit in (b).

(2) zeigen wir per <-Induktion über y. Diese besagt: ∀x((∀y < x)α y
x
→ α) `PA ∀xα

für jede Formel α. Dazu de�nieren wir α(~x, y) := f(~x,Sy) = h(~x, y, f(~x, y)). Wir set-
zen ϕ := (∀v < y)α v

y
, also ist zu zeigen: β `PA α. Wir haben `PA δf (~x,Sy, f(~x,Sy)) =

∃uγ(u, ~x,Sy, f(~x,Sy)), also insbesondere `PA βuSy = h(~x, y,βuy) ∧ βuSy = f(~x,Sy)
`PA f(~x,Sy) = h(~x, y,βuy)(∗). Zusätzlich erhalten wir `PA (∀v < Sy)βuSv = h(~x, v,βuv)(∗∗).
Wir wissen gemäss [LF]: `PA y= 0 ∨ ∃z(Sz= y). Nach (¬2) genügt es zu zeigen:

(i) ϕ, y= 0 `PA α, (ii) ϕ,∃z(Sz= y) `PA α.

(i) folgt direkt aus (1) und (∗).
Für (ii) folgern wir aus (∗∗) ϕ, ∃z(Sz = y) `PA βuy=h(~x, z,βuz) und dann zeigt man
induktiv über z nach De�nition von ϕ leicht ϕ,∃z(Sz= y) `PA βuy= f(~x, y). Mit (∗)
können wir nun schliessen ϕ,∃z(Sz= y) `PA f(~x,Sy)=h(~x, y, f(~x, y)), also (ii). Damit
ist auch (2) bewiesen.

Für den Nachweis von (D2) betrachten wir zuerst:

(D2∗) : bewPA(u, x) ∧ bewPA(v, x→̃y) `T bewPA(u ∗ v ∗ 〈y〉, y),

wobei wir die p.r. Funktionen →̃, ∗ und y 7→ 〈y〉 gemäss Satz 2.11 in PA de�nitorisch
einführen können.
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Lemma 2.12. Die Ableitungsbedingung (D2) folgt aus (D2∗).

Beweis. Da →̃ in PA de�nierbar ist, gilt pα → βq = α̇→̃β̇ = α̇→̃β̇ = pαq→̃pβq und
mit (D2∗) folgt dann bewPA(u, pαq)∧bewPA(v, pα→ βq) `PA bewPA(u∗v∗〈pβq〉, pβq).
Durch Partikularisierung erhalten wir (D2).

Wir möchten nun (D2∗) sowie die Eigenschaft

(D2∗∗) : �(x) ∧�(x→̃y) `PA �(y),

welche wir für den Beweis von (D3) benutzen werden, nachweisen. Dazu formulieren wir
diese Eigenschaften zuerst in N.

Wir erinnern hier kurz an folgende Prädikate, die in [AA] eingeführt wurden, wobei
hier T eine beliebige Theorie mit Axiomensystem X sei.

beweisT (b) : ⇐⇒ b ∈ Gz& (∀k < `b)P (b, k) mit P (b, k) : ⇐⇒ [(b)k ∈ Ẋ ∪
Λ̇ oder (∃i, j < k)(b)i = (b)j→̃(b)k],

bewT (b, a) :⇐⇒ beweisT (b) & a = (b)last,

bwbT (a) :⇐⇒ ∃b bewT (b, a).

Diese Prädikate erfüllen folgende Eigenschaften:

Lemma 2.13.

1. bewT (c, a) & bewT (d, a→̃b)⇒ bewT (c ∗ d ∗ 〈b〉, b), für alle a, b, c, d,

2. bwbT (a) & bwbT (a→̃b)⇒ bwbT (b), für alle a, b.

Beweis. 1. Nach Voraussetzung sind c, d ∈ Gz und somit gilt u := c ∗ d ∗ 〈b〉 ∈ Gz
und mit c, d 6= 1 folgt auch u 6= 1. Wir haben `u = `(c ∗ d ∗ 〈b〉) = `c+ `d+ `〈b〉 =
`c + `d + 1. Für k < `c gilt (u)k = (c)k ∈ Ẋ ∪ Λ̇ oder (∃i, j < k)(u)i = (c)i =
(c)j→̃(c)k = (u)j→̃(u)k. Somit haben wir P (u, k) für alle k < `c nachgewiesen,
und analog zeigt man P (u, `c+ k) für alle k < `d mit Hilfe von (u)`c+k = (d)k für
alle k < `d. Für k = `c+`d haben wir: (u)`c+`d−1 = (d)last = a→̃b = (c)last→̃(u)k,
womit auch P (u, `c+ `d) erfüllt ist. Insgesamt haben wir also 1. bewiesen.

2. Folgt direkt aus 1.

Indem wir Lemma 2.13 für T = PA in PA formalisieren, also deren Beweis inner-
halb von PA durchführen, erhalten wir (D2∗), (D2∗∗) aus 1. respektive 2. Für genauere
Ausführungen der formalen Beweise sei auf [BG], Kapitel 2, insbesondere Seiten 37-44
verwiesen.
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Wir erinnern hier kurz an die in [WD] eingeführte Substitutionsfunktion: Für a ∈ N sei
zf a := (a)· die Gödelzahl von a. Damit de�nieren wir sb∅(m) := m, sbx(m, a) := [m]zf aẋ ,
sowie induktiv sb~xx(m,~a, a) := sbx(sb~x(m,~a), a). Nach Satz 10 in [WD] gilt dann für alle
α(~x) ∈ Lar und für alle ~a ∈ Nn : sb~x(α̇,~a) = (α~x(~a))·.

Lemma 2.14. Dann gelten folgende Gleichungen Für alle α, β ∈ Lar und für alle ~a ∈
Nn, a ∈ N gelten folgende Gleichungen:

1. sb~x((α ∧ β)·,~a) = sb~x(α̇,~a) ∧̃ sb~x(β̇,~a), und analog für ¬,→ und ∀.

2. sb~x(α̇,~a) = sb~x′(α̇,~a′) mit ~x so, dass var ~x′ = var ~x ∩ frei α und ~a′ := ~x′(~a).

3. Sei t ∈ {0, y,Sy} und b ∈ {0, a,Sa}. Dann gelten:

(i) sb~xx(α̇,~a, b) = sb~x(α̇ t
x
,~a), falls x /∈ frei α oder y ∈ var ~x.

(ii) sb~xx(α̇,~a, b) = sb~xy(α̇ t
x
,~a, a), falls x /∈ var ~x, y /∈ gbd α, (also α, t

x
kollisions-

frei).

Beweis. Im Wesentlichen folgen die Eigenschaften aus der De�nition von sb~x sowie dem
oben genannten Satz 10. Wir beweisen nur 1., und zwar induktiv über die Länge n von
~x. Für n = 0 ist die Behauptung trivial. Nun zum Induktionsschritt:

sb~xx((α ∧ β)·,~a, a) = sbx(sb~x((α ∧ β)·,~a), a) = sbx(sb~x(α̇,~a) ∧̃ sb~x(β̇,~a), a)
= sbx(α~x(~a)· ∧̃ β~x(~a)·, a) = sbx((α~x(~a) ∧ β~x(~a))·, a)
= sbx(((α ∧ β)~x(~a))·, a) = ((α ∧ β)~x(~a)x(a))·

= ((α ∧ β)~xx(~a, a))· = (α~xx(~a, a) ∧ β~xx(~a, a))·

= (α~xx(~a, a))· ∧̃ (β~xx(~a, a))· = sb~xx(α̇,~a, a) ∧̃ sb~xx(β̇,~a, a).

Für ¬,→ und ∀ verläuft der Beweis analog.

Da die Substitutionsfunktion sb~x p.r. ist, ist sie beweisbar rekursiv und wir können
sie in PA explizit de�nieren; wir verwenden dafür dasselbe Symbol. Somit können wir
die Gleichungen aus Lemma 2.14 wie folgt formalisieren:

Lemma 2.15.

1. `PA sb~x(p(α ∧ β)q, ~x) = sb~x(pαq, ~x)∧̃sb~x(pβq, ~x) und analog für ¬,→ und ∀.

2. `PA sb~x(pαq, ~x) = sb~x′(pαq, ~x′) mit var~x′ := var~x∩ frei α. Insbesondere gilt dann
für Aussagen α ∈ Lar0 (also mit frei α = ∅): `PA sb~x(pαq, ~x) = sb∅(pαq) = pαq.

3. Sei t ∈ {0, y,Sy}. Dann gelten:

(i) `PA sb~xx(pαq, ~x, t) = sb~x(pα t
x
q, ~x), falls x /∈ frei α oder y ∈ var ~x,

(ii) `PA sb~xx(pαq, ~x, t) = sb~xy(pα t
x
q, ~x, y), falls x /∈ var ~x und y /∈ gbdα.
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De�nition 2.16. Ab jetzt verwenden wir �(x) = bwbT(x) im eingeschränkten Sinne
mit T = PA. Für eine Formel α = α(~x) de�nieren wir �[α] := bwbPA

sb~x(pαq,~x)
x

.

Bemerkung 2.17. Nach der obigen Bemerkung gilt `PA sb~x(pαq, ~x) = sb~x′(pαq, ~x′)
mit var~x′ = frei α. Wir können also ohne Einschränkung frei�[α] = frei α anneh-
men. Für Aussagen α ∈ Lar0 gilt nach 2. in Lemma 2.15 `PA sb~x (pαq, ~x) = pαq, also
insbesondere �[α] ≡PA �α. Mit Generalisierung ist `PA�[α] äquivalent zu `PA ∀~x�[α]
und wiederspiegelt den Sachverhalt '`PA α(~a) für alle ~a'.

Beispiel 2.18. Sei α(x, y) = Sx = y. Wir möchten zeigen: α `PA�[α]. Nach De�nition
von α ist dies äquivalent zu `PA (�[α])Sx

y
, denn (�[α])Sx

y
,Sx= y `PA�[α]. Nach 3. in

Lemma 2.15 gilt dann `PA sbxy(pαq, x,Sx) = sbx(pαSx
y
q, x), also genügt es `PA�[β]

mit β(x) := αSx
y

= Sx = Sx zu überprüfen. Dazu betrachten wir die Funktion β̃ :

a 7→ β̃(a) := sbx(β̇, a) = β̇(a), welche p.r. ist und nach Konstruktion die Gödelzahl von
β(a) bezeichnet. Wegen Satz 2.12 ist β̃ in PA de�nierbar und wir verwenden wieder
dasselbe Symbol. Nach dem Axiom Λ9 (t= t) ist 〈β̃(a)〉 ein arithmetisierter Beweis
von β̃(a) = (Sa=Sa)·. In PA formalisiert bedeutet das: `PA bewPA(〈β̃(x)〉, β̃(x)), also
`PA ∃ybewPA(y, β̃(x)) = �(sbx(pβq), x)) = �[β].

Lemma 2.19. Für Formeln α = α(~x) und β = β(~x) gilt:

1. `PA α⇒ `PA�[α],

2. �[α→ β] `PA�[α]→ �[β],

3. �[α] t
x
≡PA �[α t

x
] für t ∈ {0, y,Sy} mit y /∈ gbd α.

Beweis. 1. Wir nehmen an `PA α, somit gilt auch `PA ∀~xα und nach (D1) `PA�∀~xα.
Ein Beweis von ∀~xα liefert ähnlich wie in Beispiel 2.18 für jedes ~a ∈ Nn in p.r.
Weise einen Beweis für α(~a) gemäss dem Axiom Λ5 (dieses besagt: ∀xϕ→ ϕ t

x
falls

α, t
x
kollisionsfrei sind). Wenn wir dies in PA formalisieren, erhalten wir: �∀~xα

`PA�(sb~x(pαq, ~x)) = �[α].

2. Wir setzen sb~x(pαq, ~x), sb~x(pβq, ~x) für x, y in (D2∗∗) ein:

�(sb~x(pαq, ~x)) ∧�(sb~x(pαq, ~x)→̃sb~x(pβq, ~x)) `PA �(sb~x(pβq, ~x)). (∗)

Nach 2. in Lemma 2.15 gilt: `PA sb~x(pαq, ~x)→̃sb~x(pβq, ~x)= sb~x(pα→ βq, ~x), also
folgt die Behauptung mit dem Deduktionstheorem.

3. Folgt mit Rechnung aus 3. in Lemma 2.15.
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Satz 2.20. Sei ∂ : Lar → Lar ein Operator mit frei ∂α ⊆ frei α für alle α ∈ Lar, der
folgende Eigenschaften erfüllt:

d1: `PA α⇒ `PA ∂α,

d2: ∂(α→ β) `PA ∂α→ ∂β,

ds: (∂α) t
x
≡PA ∂(α t

x
), wobei t ∈ {0, y,Sy}, für ein y /∈ gbd α.

Dann gilt (∗) : α `PA ∂α für alle Σ1-Formeln α ∈ Lar.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ∂ mit d1 und d2 auch folgende Bedingungen erfüllt
(wobei sich diese auch auf beliebige Theorien T verallgemeinern lassen):

d0: α `PA β ⇒ ∂α `PA ∂β.

d00: α ≡PA β ⇒ ∂α ≡PA ∂β.

d∧: ∂(α ∧ β) ≡PA ∂α ∧ ∂β.

Der Beweis von d0 verläuft genau gleich wie derjenige von (D0) gemäss Bemerkung 2.4
und d00 ist eine direkte Konsequenz von d0. Wegen α∧β `PA α, β folgt mit d0 : ∂(α∧β)
`PA ∂α, ∂β `PA ∂α ∧ ∂β. Umgekehrt gilt wegen d0 und d2: α `PA β → α ∧ β ⇒ ∂α
`PA ∂(β → α ∧ β) ⇒ ∂α `PA ∂β → ∂(α ∧ β) und somit folgt ∂α ∧ ∂β `PA ∂(α ∧ β) mit
dem Deduktionstheorem. Damit haben wir auch d∧ gezeigt.

Es genügt die Behauptung für spezielle Σ1-Formeln nachzuweisen.

• Sei α die Formel Sx = y. Wegen `PA Sx = Sx gilt nach d1: `PA ∂(Sx = Sx) =
∂(αSx

y
). Aus ds erhalten wir dann `PA (∂α)Sx

y
und mit (=) erhalten wir α = (Sx =

y) `PA ∂α.

• Sei α die Formel x + y = z. Analog wie vorher können wir schliessen y = z
`PA ∂(y = z) (∗). Wir zeigen per Induktion über x `PA ∀yz(α → ∂α). Für den
Induktionsanfang verwenden wir α 0

x
≡PA y = z und erhalten mit d00 : ∂(α 0

x
) ≡PA

∂(y = z). Aus (∗) folgt dann α 0
x
`PA ∂(α 0

x
) ≡PA (∂α) 0

x
, also `PA α 0

x
→ (∂α) 0

x
=

(α→ ∂α) 0
x
≡PA ∀yz(α→ ∂α) 0

x
. Für den Induktionsschritt benutzen wir αSy

y
≡PA

αSx
x
, woraus dann ∂αSy

y
≡PA ∂α

Sx
x
folgt. Damit gilt ∀yz(α→ ∂α) `PA ∀y(α→ ∂α)

`PA αSy
y
→ (∂α)Sy

y
≡PA αSy

y
→ ∂αSy

y
`PA αSx

x
→ ∂αSx

x
= (α → ∂α)Sx

x
≡PA

∀yz(α→ ∂α)Sx
x
.

• Für die Formel x · y = z verläuft der Beweis analog.

• Sei α = β ∧ γ, wobei β, γ die Eigenschaft (∗) bereits erfüllen. Dann folgt nach d∧:
β ∧ γ `PA β, γ `PA ∂β, ∂γ `PA ∂β ∧ ∂γ `PA ∂(β ∧ γ).

• Sei i α = β ∨ γ wobei für β, γ (∗) bereits erfüllt ist. Dann gilt wegen d0: β `PA ∂β
`PA ∂(β ∨ γ) und analog für γ, also ergibt sich insgesamt β ∨ γ `PA ∂(β ∨ γ).
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• Sei α = ∃xβ mit β `PA ∂β. Dann folgt aus β `PA ∃xβ mit d0 auch β `PA ∂β `PA
∂(∃xβ). Nun können wir wegen x /∈ frei ∂∃xβ vordere Partikularisierung anweden,
was ∃xβ `PA ∂∃xβ impliziert.

• Falls α = β t
x
mit β `PA ∂β. Daraus und mit ds können wir folgern β t

x
`PA

(∂β) t
x
≡PA ∂(β t

x
).

• Sei nun α = (∀x < y)β mit y /∈ varβ, wobei β `PA ∂β erfüllt ist. Wir verwenden
nun Induktion über y um zu zeigen, dass auch α `PA ∂α gilt. Wegen d1 und ds folgt
α 0
y
`PA ∂(α 0

y
) ≡PA (∂α) 0

y
und daher ist der Induktionsanfang α 0

y
`PA (∂α) 0

y
erfüllt.

Für den Induktionsschritt verwenden wir αSy
y
≡PA α∧ β yx sowie β y

x
`PA ∂(β y

x
) wie

wir soeben gezeigt haben. Dies liefert mit Hilfe von d∧ und d00 nun αSy
y
∧ (α →

∂α) ≡PA α∧β yx∧(α→ ∂α) `PA ∂α∧β yx `PA ∂α∧∂(β y
x
) ≡PA ∂(α∧β y

x
) ≡PA ∂(αSy

y
),

woraus wie gewünscht α→ ∂α `PA αSy
y
→ ∂(αSy

y
) folgt.

Daraus können wir nun folgern:

Corollar 2.21. Die Theorie PA erfüllt die Ableitungsbedingungen (D1)− (D3).

Beweis. (D1) und (D2) haben wir bereits vorhin veri�ziert, es bleibt somit nur noch
der Nachweis von (D3). Sei also α ∈ Lar beliebig. Gemäss Lemma 2.19 erfüllt der
Operator ∂β := �[β] die Bedingungen d1, d2 und ds und wegen Bemerkung 2.17 gilt
frei�[β] = frei β, also erhalten wir mit Satz 2.20 β `PA�[β] (∗) für alle Σ1-Formeln
β ∈ Lar.
Insbesondere ist gemäss Satz 4.2 in [RW] (Repräsentationssatz; jede rekursive Funktion
und jedes rekursive Prädikat ist durch eine Σ1-Formel repräsentierbar) β := �α eine
Σ1-Aussage. Mit (∗) ergibt sich nun �α `PA�[�α] = ��α, also (D3).

3 Anhang

Beispiel 3.1. Exemplarisch für die Übertragung von zahlentheoretischen Aussagen in
PA zeigen wir:

`PA (∀x > 1)∃p(primp ∧ p | x),

wobei wir y | x ↔ ∃z(y · z = x) sowie prim(p) ↔ p > 1 ∧ ∀x(x | p → (x = 1 ∨ x = p))
de�nitorisch einführen. Wir beweisen dies ganz analog zum Beweis im Modell N , indem
wir die Behauptung für y < x annehmen und dann Fallunterscheidung machen, ob
x bereits prim ist oder nicht (die Möglichkeit der Fallunterscheidung kommt bei der
Schlussregel (¬2) zum Ausdruck). Der Einfachheit halber verwenden wir ohne Beweis
einige (in PA leicht zu überprüfende) Eigenschaften:

(a) y | x, y 6= x `PA y < x, (b) y | x, x > 1 `PA y ≥ 1, (c) z | y, y | x `PA z | x.
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Wir wenden nun die <-Induktion auf α(x) := x > 1 → ∃p(primp ∧ p | x) an; wir
müssen also zeigen: `PA β → α mit β := β(x) := (∀y < x)α y

x
. Dann folgt die Behauptung

mit dem Deduktionstheorem und Generalisierung. Nach (¬2) genügt es nachzuweisen:

(1) β, primx `PA α, (2) β,¬primx `PA α.

Zuerst zeigen wir (1): Mit (P6), (P3) und (P2) erhalten wir `PA ∀x(x · 1 = x · 0 + x)
`PA ∀x(x · 1 = 0 + x) `PA ∀x(x · 1 = x `PA x · 1 = x `PA ∃y(x · y = x) = x | x. Also folgt
β, primx `PA primx ∧ x | x `PA ∃p(primp ∧ p | x) `PA α.

Nun zeigen wir (2):

¬primx ≡PA ¬(x > 1) ∨ ¬(∀z(z | x→ (z = 1 ∨ z = x)))

≡PA ¬(x > 1) ∨ ∃z(¬(z | x→ (z = 1 ∨ z = x)))

≡PA ¬(x > 1) ∨ ∃z(z | x ∧ z 6= 1 ∧ z 6= x).

Wir wenden erneut (¬2) an für die Fallunterscheidung x > 1 bzw. ¬(x > 1).
O�ensichtlich gilt β,¬primx,¬(x > 1) `PA α.

β,¬primx, x > 1 `PA ∃z(z | x ∧ z 6= 1 ∧ z 6= x) ∧ (∀y < x)(y > 1→ ∃p(primp ∧ p | y))

`PA ∃z(z | x ∧ z 6= 1 ∧ z 6= x ∧ (∀y < x)(y > 1→ ∃p(primp ∧ p | y)))

(a)

`PA ∃z(z | x ∧ z 6= 1 ∧ z < x ∧ (∀y < x)(y > 1→ ∃p(primp ∧ p | y)))

`PA ∃z(z | x ∧ z 6= 1 ∧ (z > 1→ ∃p(primp ∧ p | z)))

(b)

`PA ∃z(z | x ∧ ∃p(primp ∧ p | z))

`PA ∃z∃p(primp ∧ p | z ∧ z | x)

(c)

`PA ∃z∃p(primp ∧ p | x) ≡PA ∃p(primp ∧ p | x).

Somit haben wir auch (2) überprüft. Insgesamt folgt also die Behauptung.
Mit diesem Beispiel kann man dann die eindeutige Primfaktorzerlegung in PA zeigen,
was wiederum für den Nachweis von (D2) verwendet wird.
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