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Dieses Skript ist eine wenig verdnderte Version des ersten Teil des Abschnittes (7.2)
in [1]. Insbesondere verwenden wir die in (7.1) eingefiihrte O Notation.

Ziel: Beweis des zweiten Unvollstandigkeitssatzes.

Beweismethode: Der Beweis basiert auf den Ableitungsbedingungen, die wir im letzten
Vortrag bewiesen haben. Ebenfalls, wie bei Godels erstem Unvollstdndigkeitssatz, spielt
das Fixpunktlemma eine Schliisselrolle. Das Lemma erlaubt Selbstreferenz in unserer for-
malen Sprache £ und, weil das arithmetische Pradikat bewr (b, a) p.r. ist, konnen wir iiber
Beweisbarkeit in unserer Theorie T" reden.

Ab jetzt sei T immer ein gidelisierbare, axiomatische Theorie, die das Fixpunktlemma
aus (6.5) und die Ableitungsbedingungen aus (7.1) erfiillt.

Erinnerung:

(6.5): Fixpunktlemma: Sei T gddelisierbar und sei sb, reprdasentierbar in T. Dann
gibt es fiir beliebige o = a(x) € L ein v € L0 so, dass:

v =r o™y

Wir wissen dass o =7 [ gleichwertig mit Fr « < 3 ist, d.h. v und a(™7)) sind (syntak-
tisch) dquivalent.

(7.1): Die Ableitungsbedingungen: [Ha := bwbr("a?) := Jybewr(y,"a7)].
Fiir alle o, B € L gilt:
(D1) Fra = FpOa
(D2): Fr OaAO@—g)—-08 ~ (D2'): O(a— B)Fr Da— 08
(D3): Fr Do — 00«
( ) atr ﬁ = Hatr Dﬁ
Der Formel bwbr("a™) entspricht in T der Beweisbarkeit von « in T (d.h. '+ @’) und

dadurch formalisiert =bwbr (" L7) =: Cons die Konsistenz von T in T". Wir formulieren
zunachst den Hauptssatz dieses Vortrags.

1 Aus letztem Vortrag wissen wir, dass unsere Wahl der Kontradiktion L in Conyp frei ist.
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Satz 1 (Godels zweiter Unvollsténdigkeitssatz). PA erfillt nebst dem Fizpunktlemma auch
D1-D3. Jede Theorie wie oben hat die Figenschaften:

(1) Ist T konsistent, dann ist ¥7 Conrp,
(2) l_T COI’]T — ﬁDConT

Definitionsgemiiss ist T konsistent :< (Po € T : T F «, =«r). Im Beweis von Satz 1 verwen-
den wir folgendes Lemma.

Lemma 2. Sei T wie oben und o,y € LY so, dass
vy=r Oy - a=: (%)

Dann gilt: v =r Do — a.

Beweis. Wir zeigen, dass Oy =r Oa. (< Fr Oy < Oa).

Oy Fr Oa:
v Fr Oy—a (%)
Oy Fr OOy — ) (D0) =: (%)
Oy Fr OOy — O« (D2') auf (x)
Oy Fr OOy (D3)
Oy Fr O« (MP)
(l%" l_T |:|’y:
Fr vy Oy—a (%)
a Fr Oy—a (o, Oy b7 )
a Fp oy (%)
Oa Fr Oy (DO)

Die Behauptung folgt durch Einsetzung von [y durch Oa.

Beweis von Satz 12:
Der Beweis von D1 — D3 war Gegenstand des letztes Vortrags.

(2): Definiere a = «a(x) = —-bwby(z) € £ wie in (6.5). Durch einsetzen von " L7
bekommen wir ~bwbz (" L") = =01 = Cony. Unter Verwendung des Fixpunktlemma:

= Iyelliy=p-Oy=-0OyV L =0y— 1
und wegen Lemma 2 folgt, dass
y=rdlL—1 = -01L = Conr

Weil = eine Kongruenz ist, gilt das Ersetzungstheorem aus (2.4) und wir bekommen
mit v =7 Conp und v =¢ -0y sofort Cony =7 —0OCony, oder gleichwertig, -7 Cony «—
—Conr.

2Bemerke, = beschreibt semantische Aquivalenz.
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(1): Folgt direkt aus (2): Wir nehmen an, dass Fp Conp. Dann gilt mit (D1) auch
Fr OConp, aber Fp -OCony folgt wegen (1), d.h. T ist inkonsistent.
q.e.d.

Daraus folgt, dass alle godelisierbaren, axiomatischen konsistenten Theorien, die das Fix-

punktlemma und die Ableitungsbedingungen erfiillen, ihre eigene Konsistenz nicht bewei-
sen koénnen. Insbesondere gilt das auch fiir PA.
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