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Diese Zusammenstellung orientiert sich an den Kapiteln 2.3 bis 2.5 in Einfiihrung
in die Mathematische Logik von Wolfgang Rautenberg [1] sowie den vorangegangen
Vortragen dieses Seminars. Insbesondere gelten weiterhin die Konventionen, dass p,
q, x, y Variablen, s, t Terme, 7 eine Primformel und «, 3, ¢, 1 Formeln bezeichnen.

1 Semantik elementarer Sprachen
Aus dem bereits bewiesenen Substitutionssatz der Pradikatenlogik, auf dessen Ver-

wendung hier mit Sub hingewiesen werden soll, folgt ein kleines, oft verwendetes

Korollar 1.1
Sei ¢ eine aussagenlogische Formel und seien
Substitutionen. Dann gelten:

(a) V30 b= 6%
(b) oL k= 379

zwei mit ¢ kollisionsfreie

8ylwy

und

8|+

Beweis:
(a) Sei M ein beliebiges Modell mit M = VZ¢.

M =VTp = (MG = ¢ fiir alle @ € A")
— ME o
u t
2B M o=
(b) Aus (a) folgt ~3Fg := ~—VF-¢ = VZ (-¢) |= (—¢) L.
Somit gilt qﬁ% = 3Z¢, was gleichbedeutend ist mit =37¢ = —wﬁ%.

(c) Sei M ein beliebiges Modell mit M = ¢= und M | §=1.
Letzteres bedeutet s™ = tM. Damit folgt:

MEo= 8B Mk

= MLE ¢
&M):q%



2 Allgemeingiiltigkeit und logische Aquivalenz

Fiir jede pradikatenlogische Formel « ist a V =« eine Tautologie, da p V —p eine
aussagenlogische Tautologie ist. Allgemein lassen sich aus jeder aussagenlogischen
Tautologie unendlich viele pradikatenlogische Tautologien herleiten, indem man die
Anfangsvariablen durch pradikatenlogische Formeln ersetzt. Genauer formuliert:

Proposition 2.1 Sei 7 eine aussagenlogische Tautologie in den Aussagevariablen
AV = {v1,vg,...} und seien aq, o, ... beliebige pradikatenlogische Formeln. Dann
ist die pradikatenlogische Formel ', die aus T durch Ersetzen aller v; mit «; entsteht,
eine Tautologie. Auf analoge Weise entstehen prdadikatenlogische Kontradiktionen aus
aussagenlogischen Kontradiktionen.

Beweis: Sei wy die aussagenlogische Belegung, die definiert ist durch wy = v; <=
M [ «;. Weil die rekursiven Definitionen der Erfiillungsklauseln der Junktoren A
und — in der Aussagen- und Préadikatenlogik iibereinstimmen, gilt M E 7/ <—
wp = 7. Nun wird die Tautologie 7 unabhéngig von der Definition von wy, also auch
unabhéngig von der Wahl von M erfiillt. Mit wy = 7 gilt also auch M = 7/ fiir jede
Wahl von M. O

Doch langst nicht alle pradikatenlogische Tautologien lassen sich auf diese Weise
erzeugen, so etwa Jxr x = z und dx x =t.

Ersteres gilt, da Strukturen definitionsgemaéss nichtleer sind, und letzteres, da Ope-
rationen beziiglich der Grundmenge definitionsgeméss abgeschlossen sind.

Eine bedeutende Tautologie wird als Russellsche Antinomie bezeichnet.

Satz 2.2 (Russellsche Antinomie) Seir eine zweistelliges Relationssymbol. Dann
ist die Aussage =3yVx(rey <> —rxx) eine Tautologie.

Beweis: Die Proposition 2.1 mit «; := ryy liefert aus dem Falsum L := (v; A—wy) die
Kontradiktion (ryy <> —ryy). Nach Korollar 1.1a gilt Vz(rzy < —rzz) | (ryy <
—ryy), also muss auch die Formel Vz(rxy <> —rzz) eine Kontradiktion sein, und,
wie man mit Hilfe der Erfiilllungsklauseln sieht, yVz(raxy <> —rzx) ebenso. Also ist
—JyVz(rey <> —rzx) eine Tautologie. O

Interpretiert man die zweistelligen Relation r als der Elementbeziehung € und die
Variablen x und y als Mengen, so erhélt man die fiir die Mengenlehre folgenreiche
Aussage: ,,Es gibt keine Menge y, die jede Menge x genau dann enthélt, wenn z sich
nicht selbst enthalt.”

Fiir eine gegebene Formelmenge X ist eine Antinomie im logischen Sinne ein Paar
(o, ) mit X = o und X = —a. Ein solches Paar bekommen wir mit obigem Satz
genau dann, wenn auch JyVz(rzy <> —rzz) aus X folgt, wenn also eine Menge exis-
tiert, welche genau jene Mengen enthélt, die sich nicht selbst enthalten. Genau dies
besagt aber das Komprehensionsaziom der naiven Mengenlehre, welches fiir jede ein-
stellige Relationen P die Existenz einer Menge y := {z|Px} postuliert. Formal lautet



dieses Axiom JyVzx (z € y +» Pz) und mit der Anwendung Px :<=> rzz erhilt man
gerade JyVx(rzy <> —rzz). Ein Auflosung der Antinomie im Rahmen unserer bis-
her erarbeiteten elementaren Logik bedingt somit eine Einschrankung dieser naiven
Mengenbildung. In der Zermeloschen Mengenlehre wird das Komprehensionsaxiom
beispielsweise zum Aussonderungsprinzip abgeschwécht. Dieses erlaubt es nur mehr,
aus jeder gegebenen Menge 2 fiir jede einstellige Relation P gerade jene Elemente zu
einer neuen Menge auszusondern, fiir welche P erfiillt ist. Formal dussert sich dies in
der zusétzlichen Klausel z € z im Aussonderungsprinzip IyVz (x € y <> © € z A Px).
Das Entfernen des Komprehensionsaxiom aus X verhindert zwar die direkte Herlei-
tung des Widerspruchs, schliesst aber nicht aus, dass die Antinomie trotzdem gelten
konnte.

Das semantische Deduktionstheorem der Aussagenlogik gilt in der Pradikatenlogik
analog:

Satz 2.3 (Deduktionstheorem) XaEpf < XEa—p

Beweis: ,=“: Sei X,a = 8 und M ein Modell mit M = X.
Falls nun M | «a , so gilt M E X, a und nach Voraussetzung M = 3, was der
Forderung X = o — [ entspricht.
Falls aber M = «, ist X = a —  als leere Aussage erfiillt.
,<=“ Sei X Ea— f und M ein Modell mit M | X.
Falls nun M = a, so liefert die Voraussetzung M = (3, was der Forderung X, a = 8
entspricht.
Falls aber M £ «, ist X, o |= (3 als leere Aussage erfiillt. O

Das Deduktionstheorem erlaubt es durch wiederholte Anwendung insbesondere, Fol-
gerungsrelationen als allgemeingiiltige Implikationsketten auszudriicken (geméss un-
serer Konvention weiterhin mit impliziter Rechtsklammerung) und umgekehrt:

Proposition 2.4 Sein € N und seien o, . .., oy pradikatenlogische Formeln.
Dann gilt: «ai1,...,0n Fapy1 <= Far =5 as— ... = ap = Qpyl

Beweis: Wende n Mal das Deduktionstheorem an, ndmlich fir ¢ =0,1,2,...,n—1
mit X = {aq,...,ap—1-i} und o := ap—; und B := py1—i = ... = Qpy1. O

Damit erhalten wir unmittelbar drei neue Familien von Tautologien:

Korollar 2.5
Sei ¢ eine aussagenlogische Formel und seien
Substitution. Dann gelten:

und 2 zwei mit ¢ kollisionsfreie

8o+
8ylwy



(a) b= Vip — oL
(b) | oL — 37
(c) Fof»8=t—9¢

S

Beweis: Direkte Anwendung von Proposition 2.4 auf die drei Resultate von Ko-
rollar 1.1. O

Die Aquivalenzrelation = der Pridikatenlogik ist eine Kongruenzrelation auf £ ge-
maéss folgender

Definition 2.6 Sei M eine beliebige Menge, sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M
und sei €2 eine Teilmenge der Menge [J,,cy Abb(M™, M) aller endlichstelligen Ope-
rationen auf M.

Gilt nun fiir jede Operation f € €2, deren Stelligkeit mit n bezeichnet sei, und fiir
samtliche myq,,...,mpy,m},...,ml, € M die

!/
n’

Kongruenzbedingung: mj ~m),...,m, ~m), = fmi...m,~ fm}...m
so heisst die Aquivalenzrelation ~ mit den Operationen 2 vertriglich und sie wird
Kongruenzrelation oder kurz Kongruenz in M genannt. Aquivalente Elemente nennt
man in diesem Fall auch kongruent.

Proposition 2.7 Die Aquivalenzrelation = auf L ist eine Kongruenzrelation in L,
d. h. sie vertraglich mit den von den Junktoren N, — und Vx fir jede Variable x
induzierten Abbildungen A : L2 — L, (o, ) = a AB und = : L — L, o+ -« und
Ve: L — L, a— Vza.

Beweis: Das Einsetzen der Definitionen von = und der Erfiilllungsklauseln der Pré-
dikatenlogik fiir die Junktoren in die Kongruenzbedingung beweist die Behauptung.
Es folgen nun die explizit aufgeschriebenen Beweise.

Die Kongruenzbedingung von A lautet:
[a=d und f=p] = [aAnB=d Ap]
Nach Einsetzen der Definition von = ist dies gerade:
{(Fﬁr alle Mist M Ea <= MEd)
und (Fir alle M ist M | <— M IZB’)} =
[Fiir alle M ist M = a A <= Mo AJ]

Setzt man noch die Definition der Erfiillungsklausel von A ein, erhélt man die un-
mittelbar verfizierbare Form der Behauptung:



{(Fﬁr alle Mist M Ea <— M Ed)
und (Fiir alle M ist M |= 8 <= M| )] =
{(Fﬁr alle M ist M = und M = ﬁ) & (Fﬁr alle M ist M = o/ und M |= ﬁ’)}

Die Kongruenzbedingung von — lautet:
[a=d] = [~a=-d]
Das Ausschreiben der Definition von = einerseits,

{Fﬁralle/\/list/\/l Fa << M }za’] =

{Fﬁr alle M ist M E —a <— M —'a'},
und von M = -« andererseits,
{Fﬁralle./\/list/\/l EFa << M }:o/} =

[Fiir alle M ist M £ o <= M £ o],

macht die behauptete Implikation (und zugleich ihre Umkehrung) offensichtlich.

Und abschliessend zur Kongruenzbedingung von Vz. Diese lautet:
[a=d] = [Vea =Vzd]

Nach Einsetzen der Definition von = ist dies gerade:
[Fiir alle M gilt M =a <= Mo| =

{Fﬁr alle M gilt M EVza <= M on/},

Die Definition von M = Vxa besagt dabei gerade:
[Fiir alle M gilt M=o <= M o] =

[Fiir alle M gilt, dass fiir alle a € A gilt: M2 Ea <— M2 O/]

Fir jede Wahl von M und a € A in der zweite Klammer folgt das geforderte
M = a < M2 = o nun direkt aus der Voraussetzung, da M? wiederum
ein Modell ist.

O]

Fir alle Kongruenzen in £ gilt das folgende Ersetzungstheorem. Mit Ers werde auf
eine Verwendung davon hingewiesen.

Satz 2.8 (Ersetzungstheorem) Sei =~ eine Kongruenz in L und seien o = o' zwei
kongruente Formeln. Sei ¢ eine weitere Formel, in der o als Subformel vorkommdt.
Es bezeichne nun ¢’ die Formel, die aus ¢ entsteht, wenn man eine oder mehrere
Stellen auswdhlt, wo o in ¢ als Subformel vorkommt, und dort o durch o/ ersetzt.
Dann gilt auch ¢ ~ ¢'.



Beweis: Formelinduktion tiber ¢:

1. Induktionsanfang: Sei ¢ eine Primformel 7. Es gilt entweder m = a oder 7w # «.
In beiden Fallen bestétigt sich die Behauptung unmittelbar.

2. Induktionschritt: Sei ¢ keine Primformel. Entweder ist ¢ = «, dann gilt ¢ =
a =~ o = ¢'. Falls aber ¢ # «, gilt entweder

a) ¢ = (g1 A ¢2) und ¢’ = (¢ A ¢5), oder
b) ¢ = —¢1 und ¢’ = —¢}, oder
c) ¢ =Vr¢r und ¢ = Vae] fir irgendeine Variable z,

wobel ¢, aus ¢ durch Ersetzen von a an den schon bei ¢ gewéhlten Stellen
entsteht.

Aus der Induktionsvoraussetzung ¢; ~ ¢} und eventuell ¢ ~ ¢} folgt mit der
Kongruenzbedingung in allen drei Fallen ¢ =~ ¢'.

O]

Wir bezeichnen — als einen mittels = und A durch a; — ag := =(a1 A —ag) defi-
nierten, zweistelligen Junktor. Allgemein kénnen wir jede pradikatenlogische Formel
d(aq,...,ap), wobei ai, ..., a, die Primformeln der Subformeln von ¢ bezeichnen,
als n-stelligen, mittels -, A und Vz definierten Junktor Jay ..., := ¢(aq,. .., an)
betrachten. Fiir jeden solchen Junktor ist die Kongruenzbedingung erfiillt, wie fol-
gendes Korollar des Ersetzungstheorems beweist.

Korollar 2.9 Eine Aquivalenzrelation in L ist mit jedem Junktor J vertriglich, der
mittels N\, = und Vx fiir beliebige Variablen x definiert ist.

Beweis: Sei J ein n-stelliger Junktor. Es sei a1 = of,...,a, = o,. Zu zeigen ist
Jaj...an = Jaof ... al,. Mit n-maliger Anwendung das Ersetzungstheorem — kon-
kret fiir s = 1,...,n jeweils mit ¢ := Jay...a, und a := «; und Auswahl genau
jener Stellen, wo das i-te Argument von J eingesetzt wurde — erhilt man die Aqui-
valenzenkette Jajas . ..ap—10, = Jdjas...ap_10y = ... = Jajad ... ap_1a, =

/! / — ! ! / /
Jajoy ... o _jan = Jojay .. 0, 100,.

Als Beispiel sei die Kongruenzbedingung von — nochmals explizit nachgewiesen.
Es gelte o = o/ und 8 = . Daraus folgt:
a— f:==(aN=p) EErsﬁ(a’/\ﬁﬁ) EErsﬁ(o//\ﬁﬁ’) =ad = .

O

Mit Hilfe des Substitutionssatzes und des Ersetzungstheorems kénnen wir die fol-
genden, meist stillschweigend vorausgesetzten Aquivalenzen beweisen:



Proposition 2.10 Fiir beliebige pradikatenlogische Formeln o und 8 gelten:

(a) “Vea = Jz-a (b) ~Fza = Vo«
(¢) Vx(a A B) =Vra AVzfS (d) Iz(aV p) = Jza Vv 2B
(e) VaVya = VyVza (f) Jzdya = FyFza

Falls x in der Formel 8 nicht frei vorkommt, gelten dariber hinaus:

(9) Ve(aV B) =Vza Vs (h) Jz(aAB)=Fzanp
(i) Yz = B (j) Jzp =4
(k) Ve(ao — B) = Jza — B (I) Jz(a — B) =Vaa —

Und sofern y ¢ var o erfillt ist, gelten:

(m) Vea = Vya% (n) Jza = Elya%

Beweis: Zu (a) und (b):

Laut der Definition der Erfiillungsklausel von — gilt ¢ = ——¢. Daraus ergibt sich
(b) direkt: =3Iz := =—Vr—-a = Vr—a

Die Anwendung des Ersetzungstheorems mit o/ := ——« beweist (a):

—Vza = Vo =: dz—-o.

Direkt aus den Definitionen der Erfiilllungsrelation ergeben sich (c), (e), (g) und (i),
die dazu analogen Aussagen (d), (f), (h) und (j) und auch (k) und (1) kann man
jeweils in wenigen Zeilen ableiten. Das Ersetzungstheorem wird dabei hdufig ange-
wendet:

(f) FrIya :=—Vr--Vy-a (j) 3xp :=—Va-p
=-VaVy—a =--f
=-VyVr—a =
=-Vy—-—Vr-a
=: Jydza



(d) Jz(aV B) ==V (= (-a A —-p)) (h) Jx(a A B) :=—Vz=(a A p)

=—Vr (ma A ) =: Vz(-aV -p)
=-Vz (~a A -f) =-(Vz-a vV Vz-pj)
== (Va-a A Vz-p) =-(—3za VvV -3zp)
Y. (~3za A -328) 9 ~3ra v -8)
=:dzaV Iz =:=dxaAp
(k) Vx(a — B) :=Vo—-(a A —=5) (1) Fz(a = B) :=Fx—(a A =)
(gﬂEl:z(a A =p) (%)ﬂV$(Oz A =p)
Y (3za A -8) ©_ (Vea n-8)
=:3dza — f =:Vra —

Und abschliessend zu (m) und (n):
Fiir (m) wird wieder auf die Definitionen der Erfiillungsklauseln zurtickgegriffen. Sei
M ein beliebiges Modell M. Dann gilt:

MEVYza :oMj Eafiralleac A
SMj 3 [ afir alle a € A (Koinzidenzsatz; y ¢ var «)
SMOY o firalle a € A (denn M2 Y = (MO = M2 %)
SM; = o firalleac A (Substitutionssatz; a? sind kollionsfrei)
x T

e M Vya%

Aus (m) ergibt sich (n) durch eine weitere dquivalente Umformung;:

Jra = —Ve-a = Yy (—a) L= —Wy—ug = Jza?
x x x

O

Die Aquivalenzen (a) und (b) beschreiben die Dualitit von 3 und V, wihrend (m)
und (n) die gebundene Umbenennungen erlauben.



3 Logisches Folgern und der Theoriebegriff

Wie bereits in Proposition 1.1 betont und verwendet sind die Erfillungsbedingun-
gen fiir die Junktoren A , = in der Pradikatenlogik gegeniiber der Aussagenlogik
unverdndert. Somit gelten insbesondere sdmtliche aussagenlogische Folgernseigen-
schaften auch fiir das pradikatenlogische Folgern. Damit ibertragen sich automa-
tisch alle hieraus gewonnenen Eigenschaften wie die Reflexivitdt und Transitivitit
von = oder das oben exemplarisch nochmals nachgewiesene Deduktionstheorem. In
der verfeinerten Sprache der Pradikatenlogik gelten aber auch neue, nicht aus der
Pradikatenlogik ableitbare Eigenschaften.

Satz 3.1 (Pradikatenlogische Folgerungseigenschaften)
Die pradikatenlogische Folgerungsrelation |= geniigt den folgenden Regeln:

vordere Generalisierung: (¢) —————

hintere Generalisierung: (d) x ¢ frei X

vordere Partikularisierung: (e) x ¢ freiX,a

hintere Partikulisierung: (f) a, — kollisionsfrei

X E Jza’ x

—, y ¢ freiX Uvara

Beweis: Mit der Transitivitat von |= folgen direkt (a) aus Korollar 1.1a, (b) aus
Korollar 1.1¢ und (f) aus Korollar 1.1b.

Aus Proposition 2.10i, namlich Vz3 = 3, folgt (c).

Zu (d): Sei X eine beliebige Formelmenge mit X = o und ¢ frei X und sei M ein
beliebiges Modell mit M |= X. Dann besagt der Koinzidenzsatz fiir jedes beliebige
a € A, dass M$ = X. Mit der Transitivitdt folgt daraus und aus X = a, dass
M = «a fiir beliebige a € A. Dies ist aber gerade die Definition von M |= Vza.

Zu (e): Die Voraussetzung entspricht jener der aussagenlogischen Kontrapositions-
regel X, F a = X,-a E . Mit (d) folgt daraus X,—-«a E Vz—f und
mit erneuter Anwendung der Kontrapositionsregel dann X, -Vz—3 E ——a. Ge-
mass dem Ersetzungstheorem ist das wegen o = ——a dquivalent zum geforderten
(X, Vo0 E a) = (X,320 E «a).

Zu (g): Mit (d) folgt aus X = a2 die Relation X |= Vya? und daraus folgt X |= Vra

mit der Aquivalenz 2.10m, nimlich Vyal = Vra, wann immer y ¢ var o O



Es folgt eine Definitionskaskade, welche eine intuitive Sprechweise festlegen soll:

Definition 3.2

(a) Eine Teilmenge X C L einer Sprache L heisst deduktiv abgeschlossen, wenn
fir alle o € £ gilt, dass a € X & X E a.

(b) Eine (elementare) Theorie T, auch eine Theorie der 1. Stufe in L oder eine
L-Theorie oder eine Theorie in L genannt, sei eine deduktiv abgeschlossene
Teilmenge T' C £° der Menge aller Aussagen der Sprache L.

(c¢) Die Symbole T' und 7" bezeichnen immer eine Theorie in L.
(d) Die nichtlogischen Symbole von £ heissen die Symbole von T.
()

)

(f

Ist o € T, so sagt man, dass « in T gilt oder dass « ein Satz von T ist.

Falls T C T’, so heisst T eine Subtheorie von T' und T" eine Erweiterung von
T.

Definition 3.3

(a) Eine £-Struktur A mit A |= T heisst ein Modell der L£-Theorie T oder kurz
ein T-Modell.

(b) MdT bezeichne die Klasse aller T-Modelle.
Eine £-Struktur A mit A | T'( :< Fiir alle Belegungen w gilt: (A4, w) = T ) als

Modell zu bezeichnen ist eine sinnvolle Erweiterung des Modellbegriffs, da fiir eine
feste Struktur A die Aussage (A,w) =: M = T unabhéngig von w ist, denn T
enthéalt als Theorie nur Aussagen.

Wegen der deduktiven Abgeschlossenheit von Theorien gilt somit o € T" genau dann,

wenn A | o fiir alle A mit A = T.

Definition 3.4

(a) Sei S eine Aussagenmenge in £°. Es heisst dann (S) = {a € £°|S E o},
namlich die kleinste in £ deduktiv abgeschlossene Obermenge von S, die von
S erzeugte Theorie oder kurz die Theorie S.

(b) Sei T eine Theorie und X C £° eine Aussagenmenge, die T erzeugt, also
T = (X) = {a € LY%X | a}. Dann heisst X ein Aziomensystem fiir T und
die Elemente von X heissen Aziome.

10



Proposition 3.5 Eine Aussagenmenge X C L0 ist genau dann ein Axiomensystem
von T, wenn Al=T < A= X fir alle L-Strukturen A gilt.

Beweis:

Erste Hélfte: Sei X ein Axiomensystem von 7. Die Implikation A T = A X
ergibt sich direkt aus 7" O X. Zum Nachweis der konversen Implikation A = T <
A |E X sei A eine Struktur mit A = X und o € T. Zu zeigen ist A = a. Wegen
aeT=(X)={ae L)X Ea} gilt X £ a. Wegen der Transitivitit von | folgt
aus A = X und X = a wie gewiinscht A = a.

Zweite Halfte: Es sei A =T < A = X fur alle £-Strukturen A. Daraus ist herzu-
leiten, dass X ein Axiomensystem von T ist, also {a € LO|X F a} = (X)=T.
Zu (X) CT: Sei a € (X), woraus direkt X = « folgt. Zu zeigen ist o € T, was
wegen der deduktiven Abgeschlossenheit von Theorien mit T’ |= « dquivalent ist. Um
T = a nachzuweisen sei A eine beliebige Struktur mit A = T". Nach Voraussetzung
entspricht dies A = X. Zusammen mit X | « folgt wegen der Transitivitiat von =
wie verlangt A = a.
Zu (X)DT: SeiaeT,alsoT = a wegen der deduktiven Abgeschlossenheit von
T. Es ist nun « € (X) nachzuweisen, was gerade X | « entspricht. Sei also A eine
Struktur mit A |= X, was nach der Voraussetzung A = T entspricht. Wegen T = «
impliziert die Transitivitiat von | wiederum A [ «.

0

Definition 3.6

(a) Sei S C LY eine Aussagenmenge. Die Theorie T + S := (T'US) heisst die
kleinste S enthaltende Erweiterungstheorie von T.

(b) Seien T und T" zwei Theorien. Existiert eine endliche Aussagenmenge S C £°
mit T+ S = T", so heisst T" eine endliche Erweiterung von T.

Definition 3.7

(a) Wird eine Formel « mit den freien Variablen vy, ..., v, als Axiom bezeichnet,
so stehe « fir die generalisierte Formel Vvy ... Vu,a.

(b) Besitzt T' ein Axiomensystem, dessen Axiome alle universale Aussagen sind,
so heisst T' eine universale Theorie oder auch V-Theorie.

Universale Theorien sind in Md T nach dem Korollar des Substruktursatzes gegen-
tiber Substrukturen abgeschlossen: ACBE=ET = AET.

Definition 3.8

(a) Die kleinste Theorie in £, ndmlich die Theorie mit dem Axiomensystem (),
werde als T'aut, oder einfach Taut notiert.

11



(b) Die grésste Theorie in £, namlich die Theorie £°, bezeichnet man als die
inkonsistente Theorie.

(c) Jede von der grossten Theorie verschiedene Theorie in £ nennt man konsistent
oder erfiillbar.

(d) Zwei Theorien T' und T” heissen miteinander vertraglich, wenn T+T" konsistent
ist.

Definition 3.9

(a) Sei a € LY eine Aussage. Die Theorie T + a := (T U {a}) heisst die kleinste
enthaltende Erweiterungstheorie von T.

(b) Eine Aussage « heisst erfillbar in T oder vertraglich oder konsistent mit T,
wenn 1"+ « erfiillbar ist.

(c) Eine Aussage « heisst unabhdingig von T, wenn sowohl « als auch -« in T
erfillbar ist.

Das klassisches Beispiel ist die Unabhéngigkeit des Parallelenaxioms von der so
genannten absoluten Geometrie. Diese wird durch das Parallelenaxiom gerade zur
bekannten ebenen Geometrie erweitert.

Ein zweites Beispiel ist die Unabhéngigkeit der Kontinuumshypothese von den Axio-
men der Mengenlehre.

Proposition 3.10 Der Durchschnitt T := (\;c; T; einer jeden nichtleeren Familie
von Theorien T; ist wieder eine Theorie.

Beweis: Zu zeigen ist die deduktive Abgeschlossenheit. Sei also a € £° eine be-
liebige Aussage mit 7' = «, dann gilt fir alle ¢ € I auch 7; = a und somit a € T;.
Dies besagt aber gerade o € (;c; 15 =: T'. O

Definition 3.11

(a) Sei A eine Struktur. Die Theorie ThA := {a € L° | A |= o} heisst die (ele-
mentare) Theorie der Struktur A.

(b) Sei K eine nichtleere Klasse von Strukturen. Es heisst ThK:= N{ThA | Ac K}
dann die (elementare) Theorie der Klasse K.

(c) Die Notation ThK|= « stehe fir a € ThK, also dafiir, dass A |= « fiir alle
A € K gilt.
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Proposition 3.12 FEine Theorie T ist genau dann maximal konsistent, wenn sie
von der Form ThA fir eine Struktur A ist.

Beweis:

Erste Halfte: Sei T' eine maximal konsistente Theorie. Wegen der Konsistenz exis-
tiert eine Modell A mit A = T. Also gilt T C {a € £L° | A = a} =: ThA. Weil auch
ThA konsistent ist, muss wegen der Maximalitat von T' Gleichheit gelten: T =Th.A

Zweite Hilfte: Sei ThA := {a € L° | A= a} die Theorie einer Struktur A. Diese
Theorie ist konsistent, denn ein Modell (A, w) mit einer beliebigen Belegung w erfiillt
die Formelmenge ThA. Zu zeigen bleibt, dass Th.A maximal konsistent ist. Sei also
T eine beliebige echte Erweiterung von ThA und sei a € T \ ThA irgendeine der
zusétzlichen Aussagen. Dann gilt nach der Definition von ThA aber A [~ «, also
A = =« und damit ~« € ThA C T. Somit ist T wegen «, -« € T' inkonsistent.

O
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