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Abstract. Let Z;, Z5 be compact metric spaces. Under some natural assumptions, we
characterise quasi-M&bius homeomorphisms between Z; and Zs, in terms of isomorphisms between
functions algebras on Z;, which are defined by Besov norms.

Résumé. Soit Z;, Z, deux espaces métriques compacts. Sous quelques hypothéses natu-
relles, on caractérise les homéomorphismes quasi-Mdbius de Z; sur Zs, en termes d’isomorphismes
d’algébres de fonctions définies par des normes de Besov.

0. Introduction

Soit (Z,d) un espace métrique, le birapport de quatre points deux a deux dis-
tincts de Z est défini par

_ A& md(€', 1)
d(&,m)d(&', )

Un homéomorphisme f: (Zy,d;) — (Zs,ds) entre deux espaces métriques est dit
quasi-Mébius 8’1l existe un homéomorphisme croissant de |0, 400 tel que pour tout
quadruplet (&,¢',n,1") de points deux & deux distincts de Z;, on ait :

[£(€), £, f(n), F()] < o([€, € mn')).

L’inverse d’un homéomorphisme quasi-Mobius, la composée de deux homéomor-
phismes quasi-Md&bius, sont quasi-Mobius. Cette notion apparait dans [25] pour la
premiére fois. Pour les espaces métriques compacts elle est équivalente a celle d’ho-
méomophismes quasi-symétriques (voir [25], § 3). Elle est centrale dans la théorie
des espaces Gromov hyperboliques, car toute quasi-isométrie entre espaces Gromov
hyperboliques se prolonge aux bords en un homéomorphisme quasi-M&bius (voir [2],
9], [10)).

Pour une vaste classe d’espaces métriques compacts, on donne, dans ce papier,
une caractérisation algébrique des homéomorphismes quasi-Mobius. Afin d’énoncer

€,¢" n, 7]
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le résultat, rappelons quelques définitions. Un espace métrique (Z, d) est dit Ahlfors-
régulier si sa dimension de Hausdorff () et sa ()-mesure de Hausdorff 7 satisfont

C 49 <#(B(r) < Cr¢,

pour toute boule B(r) de (Z,d) de rayon r < diam(Z,d), avec C' > 0 constante
indépendante par r. Par exemple, si X est un espace Gromov hyperbolique qui
posséde un sous-groupe d’isométries proprement discontinu et cocompact, alors le
bord de X muni d’une métrique visuelle est Ahlfors-régulier (voir [8], 7.4).

Un espace métrique (Z,d) est dit linéairement localement connexe (LLC en
abrégé) sl existe A > 1 tel que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) Si B(z,r) est une boule dans Z et x,y € B(z,r), alors il existe un continuum
C C B(z,Ar) contenant x et y.

(ii) Si B(z,7) est une boule dans Z et z,y € Z \ B(z,r) alors il existe un
continuum C' C Z \ B(z,7/\) contenant x et y.

Par exemple si X est un espace Gromov hyperbolique qui posséde un sous-groupe
d’isométries proprement discontinu et cocompact, et si son bord Z est connexe, alors
Z est LLCL

Soit & présent p € [1, +oo[ et (Z, d) un espace métrique compact Ahlfors-régulier
de dimension de Hausdorff () et de mesure de Hausdorff 7. Pour u: Z — R
mesurable, définissons sa p-norme de Besov par :

u(&) —u(n)|? L/p
o, = ([ MO v anm)

Et définissons une algeébre de fonctions A,(Z) par
Ap(Z) ={u: Z — R continues; ||ul|p, < +o0}.

C’est une algebre pour 'addition et la multiplication ponctuelles, car en utilisant
I'inéqualité de Minkowski il vient

(0.1) [uv]ls, < llullllvlls, + [[vllllulls,-

En toute rigueur || x|/, est seulement une semi-norme sur A,(2), en effet ||u||g, =0
équivaut a u constante.

Pour p < ¢, lalgebre A,(Z) est contenue dans A,(Z). Lorsque p > @, elle
contient les fonctions lipschitziennes de (Z,d). Par contre, pour p < @, elle ne sé-
pare pas en général les points de Z (voir [6], [5]). Il est établi dans [6] que tout
homéomorphisme quasi-Mobius f: (Z1,d;) — (Z2, ds) entre deux espaces métriques
compacts Ahlfors-réguliers (pas nécessairement de méme dimension), induit un iso-
morphisme d’algébres f*: u +— wo f de A,(Zy) sur A,(Z;), qui est borné pour la

1Ce résultat, qui améliore le théoréme de Bestvina et Mess [1] de la connexité locale du bord
des groupes hyperboliques, m’a été expliqué par Kleiner [15]. La partie (i) découle du papier [4]
de Bonk et Kleiner, la partie (ii) provient d’un argument simple de renormalisation combiné au
théoréme de Bowditch [7] et de Swarup [24] de non-existence de point de coupure global.
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norme de Besov, c’est-a-dire qui satisfait pour tout u € A,(Z) :

allulls, <|[f*(u)lls, < Bllulls,,

avec «, J > 0 indépendantes de u. On démontre ici une réciproque partielle de ce
résultat.

Théoréme 0.1. Pouri = 1,2 soit (Z;,d;) un espace métrique compact Ahlfors-
régulier de dimension @Q; et LLC. Soit p > max{Q1,Q>}. Soit h un isomorphisme
d’algébres de A,(Z,) sur A,(Zy) pour lequel il existe des constantes «, > 0 telles
que pour tout u € A,(Zy) on ait

allulls, < [h(uw)lls, < Bllulls,.

Alors il s’écrit h(u) = uo f, ou f est un homéomorphisme quasi-Mo6bius de (Z,d;)
sur (Zy, ds).

En utilisant d’autres algeébres de fonctions (les algébres de Royden), une carac-
térisation algébrique similaire avait été obtenue précédemment par Nakai [19], Lewis
[17], et Lelong-Ferrand [16], respectivement dans le cas des surfaces de Riemann,
des domaines euclidiens et des variétés riemanniennes.

La preuve du théoréme 0.1 repose en partie sur les propriétés d’une nouvelle
capacité, notée €2, qui est définie avec la norme de Besov comme suit. Pour deux
continua disjoints non réduits & un point, Cy, C; de Z, on pose

Q,(Co, C1) = inf{{lul, ; u € Ay(Z), u <Osur Co, u>1sur Ci}.

On démontre que pour p assez grand (), se comporte essentiellement comme la n-
capacité standard dans R" (voir |26], [13], [27]). Rappelons que la distance relative
entre les continua Cy et C est

d<CO7 Cl)
min{diam Cy, diam C} } '
Théoréme 0.2. Soit (Z,d) un espace métrique compact Ahlfors-régulier de
dimension Q). Soit p > Q. Il existe des homéomorphismes décroissants ¢ et 1) de

10, +00] tels que pour tout continua disjoints non réduits 4 un point, Cy et C; de Z,
on ait

A(Co, Cl) —

P(A(Co, Ch)) < Qp(Co, Cr1) < Y(A(Co, Ch)).

Une conséquence immeédiate du Théoréme 0.2 est le résultat géométrique sui-
vant.

Corollaire 0.3. Soit (Z,d) et ¢ comme dans I’énoncé de 0.2. Alors pour toute
fonction u € A,(Z) et tout continua Cs et C; contenus respectivement dans les
lignes de niveaux s et t de u, avec s # t, on a

p
A(CS’Ot) Z SO_I < ||U||Bp ) .

|s =t
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Terminons 'introduction par quelques

Remarques et questions. a) Dans 1’énoncé du théoréme 0.1, j’ignore si I’hy-
pothése LLC et 'hypothése h bornée pour la norme de Besov, sont réellement néces-
saires. Notons que dans les travaux antérieurs [19], [17] et [16], 'hypothése h bornée
en norme n’est pas nécessaire. Pour se passer de cette hypothése il suffirait d’établir
le résultat suivant (voir le début de la preuve de 2.2). Soit f un homéomorphisme
de Z; sur Z, tel que 'application linéaire induite f*: v — w o f soit une bijection
de A,(Z,) sur Ap(Z1) bornée pour la norme || - ||+ || 5,, alors f* est bornée pour
la norme || - ||5,.

Lorsque les espaces Z; ne sont pas supposés LLC, le théoréme 0.2 combiné aux
inégalités (2.1) du chapitre 2, montrent que tout isomorphisme d’algébres borné en
norme de Besov, induit un homéomorphisme entre Z; et Z qui quasi-préserve les
distances relatives entre continua. Ceci souléve la question suivante (posée par le
rapporteur) : un homéomorphisme qui quasi-préserve les distances relatives entre
continua induit-il un isomorphisme entre les algébres de Besov ?

b) Il est tentant de croire qu'il existe également une caractérisation algébrique
des homéomorphismes de Mébius. Rappelons qu'un homéomorphisme f: (Z;,d;) —
(Z3,dsy) est dit de Mobius s’il préserve les birapports. Il est facile de montrer que
'isomorphisme f*: u — wo f de A,(Z5) sur A,(Z;), induit par un homéomorphisme
de Mobius f, est une isométrie pour les normes de Besov. En effet, 'hypothése de
préservation des birapports implique que pour &, &', n, 7" deux a deux distincts, on
a:

dl (57 7]) dl (5/7 77,)
En faisant tendre 7 vers £ et/ou 1’ vers &', on voit que

(). S)
w(§) =lim di(&,n)

est bien définie, que la fonction & — w(§) est continue sur Z;, et qu’elle satisfait
Iidentité

dl (57 n/)dl (5/7 77)

d3(f(€), F(£) = w(&)w(€)di(€,m).

En particulier f est lipschitzienne, les espaces (Z;, d;) ont méme dimension de Haus-
dorff, disons @, et leurs (Q-mesures de Hausdorff .77 satisfont

[ s = WO,

Les deux derniéres identités impliquent immédiatement que f* préserve les normes
de Besov.

Réciproquement, soit (Z;,d;),i = 1,2, deux espaces métriques Ahlfors-réguliers
de méme dimension @, soit p > @, et soit h un isomorphisme de A,(Z;) sur A,(Z;)
qui préserve les normes de Besov. Est-ce que h s’écrit h(u) = uo f avec f homéo-
morphisme de Mobius de Z; sur Zs ?
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Notations. On dira que deux fonctions numériques f et g d’'un méme espace
X, sont comparables, et on écrira alors f < g, s’il existe une constante C' > 1 telle
que pour tout x € X on ait C1g(x) < f(z) < Cg(z).

1. Norme de Besov, distance relative et cohomologie ¢,

On étudie dans ce chapitre la norme de Besov en liaison avec la distance relative
entre continua. On démontre le théoréme 0.2 de 'introduction en deux étapes :
les propositions 1.1 et 1.6 établissent respectivement les inégalités de droite et de
gauche de I'énoncé. Les capacités €2, et la distance relative A sont définies dans
I'introduction.

Proposition 1.1. Soit (Z, d) un espace métrique compact Ahlfors-régulier. Soit
p > 1. Il existe une homéomorphisme décroissant ¢ de ]0,400|, tel que pour tout
continua Cy et C disjoints non réduits a un point, on ait :

£2,(Co, C1) = ¢(A(Co, C1)).

Dans la proposition ci-dessus, on ne suppose pas (Z,d) LLC, ni p supérieur
a la dimension de Hausdorff de (Z,d). On suppose juste qu'il existe u € A,(Z)
avec u < 0 sur Cy et u > 1 sur (4, de maniére a ce que ,(Cy, Cy) soit bien
définie. Cette condition est automatiquement satisfaite lorsque p est strictement
supérieur a la dimension de Hausdorff de (Z, d), car A,(Z) contient alors les fonctions
lipschitziennes de (Z, d).

Afin de prouver la proposition 1.1, on utilise une identification entre la p-norme
de Besov sur (Z,d) et la p-norme de la 1-cohomologie ¢, d'un graphe G hyperbolique
dont (Z,d) est le bord de Gromov.

Le graphe G est défini comme suit. Normalisons la métrique d de maniére a ce
que diam(Z, d) = 1/2. Pour n € N, choisissons une collection 2}, ... ,z,’i(") de points
de Z telle que

Vi, j € {1,...,k(n)},i# j,onait d(z',2)) > e "/2,

n» n

et telle que les boules B(z%,e7"/2),i € {1,...,k(n)}, recouvrent (Z,d). Notons B,
la boule B(z!,e "), et S, le recouvrement {B’; i € {1,...,k(n)}. La normalisation
sur le diameétre de Z impose a Sy d’étre réduit & un singleton {Bj}.

On définit les sommets de G comme les boules B:, n € N, i € {1,...,k(n)}.
Deux sommets distincts B et B’ sont liés par une aréte si

— B et B’ appartiennent & un méme S, et BN B’ # (), ou si
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— T'un appartient a S, Pautre a S, et BN B’ # ().

Notons |- —-| la métrique de longueur sur G qui donne a chaque aréte la longueur
1. On désigne par O le sommet correspondant a la boule Bj. On a alors (voir [6]
prop. 2.1 et lemme 2.2).

Proposition 1.2. (a) Le graphe G est un graphe hyperbolique (au sens de
Gromov) de valence bornée.

(b) Son bord s’identifie naturellement & Z. La métrique d est une métrique
visuelle de paramétre e pour G. En d’autres termes, pour tous £, € Z on a :

ou (+]-) désigne le produit de Gromov de G basé en 0.
(¢) Soit z,y € G° et B,, B, les boules correspondantes dans (Z,d). On a :

(diam B, U B,)?
(diam B,)(diam B,)"
Le premier espace de cohomologie ¢, de G est par définition (voir [11], [21], [6]) :

GLHYG) = {f: G* > R ; df € £,(G)}/0,(G°) + R,

o GU et G désignent respectivement I’ensemble des sommets et des arétes orientées
de G, ou df est la fonction de G' définie par

Va € G, df(a) = flas) - flao),

et ot R désigne ’ensemble des fonctions constantes sur G°. Muni de la norme induite
par celle de la p-norme de df, 'espace £, H'(G) est un espace de Banach.

Généralisant des travaux antérieurs de Strichartz [23] et de Pansu [20], il est
établi dans [6] que tout représentant f d’une classe de cohomologie [f] € ¢,H'(G),
se prolonge radialement a Z = 0G, presque partout, en une fonction mesurable de
Z notée fo, qui ne dépend que de la classe [f]. De plus, d’aprés [6] théoréme 3.4, on
a:

e|.’l?7y| ~

—~

Théoréme 1.3. Soit
B,(Z) = {u: Z — R mesurable; ||u||p, < +oo}/ ~
ol u ~ v Si u— v est presque partout constante sur Z. L’application
(,H'(G) — B,(Z)
[f] = f
est un isomorphisme d’espaces de Banach.
En utilisant cette représentation, on démontre & présent :

Lemme 1.4. Soit p > 1. Il existe des constantes A > 1 et B > 0 telles que
pour tout continua Cy et C dans Z, disjoints et non réduits a un point, on ait :

Q,(Co, C1) > (Alzg — 21| + B)'P,
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ou x;, (i = 0,1), est un sommet de G tel que la boule correspondante dans Z
contienne Cj et soit de rayon minimal.

Preuve de 1.4. On considére le graphe GG défini ci-dessus. Choisissons mesura-
blement pour chaque £ € C;, (i = 0,1), un rayon géodésique de G noté ré, reliant
x; & &, dont les sommets forment une suite décroissante de boules d’intersection &.

Notons E;, (i = 0,1), le graphe dans G qui est I'union des ré lorsque & décrit
C;. Soit I un segment géodésique reliant zy a ;. On considere alors le graphe

E:=E,UIUE,

qu’on voit comme graphe immergé dans G. On note E' I'ensemble de ses arétes
(chaque aréte est comptée autant de fois qu’elle apparait dans Ey, I ou Ej). Pour
tout € € Cy et n € (', le chemin de

Ven = r?U[Ur}]

relie £ a n dans G. On le paramétre par Z en partant de xg.

D’apreés le lemme de Frostman (voir [18], th. 8.8), puisque la 1-mesure de Haus-
dorff de C; est non nulle, il existe une probabilité v; sur C; telle que pour toute
boule B(r) de rayon r de (Z,d) on ait

(1.1) vi(B(r)) < C—"

=Y dam ey’
ot C' est une constante qui ne dépend que de (Z,d). Définissons pour a € E! :
C(a) :={(&n) € Co x Cr;a C gy},
m(a) := vy X v1(€(a)).
Pour u € A,(Z) avec u < 0 sur Cy et uw > 1 sur C, soit f: G — R avec foo = u

et ||df|| < [lul|g, (voir th. 1.3). Puisque u est continue I'égalité f., = u est valable
partout sur Z. Par suite pour £ € Cy et n € (', on a

S df (eglnn + 1) = fooln) = foo(€) = uln) — u(€) = 1.

On obtient avec la définition de m(a), puis avec Holder en notant ¢ le conjugué de
p:

1< /C S df (gl + 1)) (€)don ()

XC1 ez

1/q
= " dft@pm@) < 347l (Z m<a>") 7

acE! acEl
car chaque aréte de G apparait au plus 3 fois dans E'. Ecrivons

Z m(a)? = Z m(a)? + Z m(a)? + Z m(a)?.

acEl a€E} acl! a€E}
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L’avant derniére somme est égale a la longueur du segment I c’est-a-dire |xg — 1]
La premiére somme du membre de droite est égale a

2. 2. m

k>0 acEl (k)
ou E}(k) ={a € E} ; |ay — x| = k}. Puisque vy X v; est une probabilité, on a :
(1.2) VEEN, Y
a€E} (k)

D’autre part, la propriété (1.1) de v, le fait que d soit une métrique visuelle de
parameétre e (voir prop. 1.2 (b)), et la propriété |O — ay| = |O — x| + k pour
a € E}(k), impliquent que

(1.3) Ya € E}(k), m(a) <O e7F,

ou C" est une constante qui ne dépend que G et de (Z,d). Par suite avec (1.2) et

(1.3), il vient
2 Z aff =2 2, m@"'m(a)

k>0 ac B} (k k>0 ac 1 (k)
< (Cyr ! Ze—(q—l)k Z m(a)
k>0 a€E} (k)
"
—1—e @b 7

Finalement, on obtient :
Blldfllp = (Jwo — 1| +2C") . 0

Lemme 1.5. Il existe des constantes positives «, 3 telles que si C' et D sont
deux continua disjoints et non réduits a un point, on ait

B
Q,(C,D) > al

Preuve. Elle est inspirée de [13], proof of 3.6. On peut supposer diam C <

diam D. Soit £ € C tel que d(¢,D) = d(C,D) = d. Soit k le plus grand entier
strictement positif tel que

2FMEA(C, D) < 1.
Un tel entier existe si A(C, D) < 1/8. On peut le supposer car pour A(C, D) > 1/81e
lemme est trivialement vrai. Pour chaque entier 1 < 5 < k choisissons un continuum

C; € CNB(E,2d)\ B, 2 d)
de diameétre au moins 2’d, et choisissons D; de la méme fagon. De tels continua

existent par choix de & (voir [14] th. 2.16). Pour chaque j, on construit alors, comme
dans la preuve de 1.4, un graphe £} immergé dans G qui connecte C; et D;. Soit

[f] € LH(G) avee foo = et ||df]l, = [lullz,.
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On a, d’apreés la preuve du lemme précédent
Blldf 12 llp = (Jj — ys| +2C") 4,

ol z; (resp. y;) est un sommet de G dont la boule correspondante contient C; (resp.
Dj) et est de rayon minimal. Puisque les diamétres de C; et de D; sont au moins
égaux a 27d et que d(C}, D;) est inférieure a 27%2d, il existe une constante Ay qui
ne dépend que de G telle que |z; — y;| < A (voir prop. 1.2 (¢)). On en déduit une
constante A; qui ne dépend que de G et de p telle que pour tout 1 < j < k on ait :

ldfli > A

De plus, si € G? est un sommet commun a E; et & E; avec 1 < i < j <k,
alors la boule B correspondante a x posséde les propriétés suivantes. Il existe des
constantes v, > 1, qui ne dépendent que de Ay, telles que B soit de rayon inférieur
a 27 1dy et telles que d B rencontre B(&,2771d) et B(&,2771d)\ B(€,2771d). Par suite
il existe un entier N ne dépendant que de Ay, tel que pour j > i + N les graphes
E; et E; sont disjoints. Il vient finalement

k
1 k
a7l 2 5 3 1l = oA a
]:
On démontre maintenant la proposition 1.1 en utilisant les deux lemmes précé-
dents.

Preuve de 1.1. Pour t suffisamment petit p(f) = alogg convient d’aprés le
lemme 1.5. Montrons que pour t assez grand p(t) = (alogt + ()P convient, ou
a et 3 sont des constantes qui ne dépendent que de G et de p. Soit C, D deux
continua disjoints non réduits & un point, avec A(C, D) > 1. On peut supposer
diam C' < diam D, ce qui entraine que d(C, D) > diam C = 4. Soit n € D avec
d(C,n) = d(C, D). Choisissons un continuum

C, C DﬂB(?],(;)

de diameétre supérieur ou égal a 6/2. Un tel continuum existe car diam D > § (voir
[14] th. 2.16).

Soit xy et x1 deux sommets de G tels que les boules correspondantes contiennent
respectivement C' et C) et soient de rayon minimal. D’aprés la proposition 1.2(c),
on a puisque d(C,Cy) > 6 = diam C et puisque diam C; € [6/2;24],

a(c, )

|zo — 21| SQIOgT—l-%

ou v ne dépend que de G. Soit & présent u € A,(Z,d) qui satisfait u < 0 sur C et
u > 1 sur D. Puisque C est contenu dans D, on a u > 1 sur (1. En appliquant le
lemme 1.4 & u, C et (', et ne remarquant que

(c,cy)

S5 <ane ),

on obtient le résultat annoncé. O



244 Marc Bourdon
La proposition suivante associée a la proposition 1.1 démontre le théoreme 0.2
de I'introduction.

Proposition 1.6. Soit (Z,d) un espace métrique compact Q-régulier. Soit p >
Q. Il existe un homéomorphisme décroissant ¢ de |0, +o00] tel que pour tout continua
Cy et C disjoints non réduits a un point, on ait :

Qp(CCH Cl) S ¢ (A(Cb? Cl)) .
Sa preuve utilisera le

Lemme 1.7. Soit 0 <r < R < %diamZ et soit ( € Z. Pour p > (), on a :

0(B(Gr), 7\ B, B)) < Cllog 1),

ou C ne dépend que de Z et de p.
Preuve. Pour ¢ € B((, R) \ B(¢,r) on pose :

o= (1) ()

pour £ € B(¢,r), on pose u(€) = 0, et pour & € Z\ B((, R) on pose u(¢
La fonction u ainsi définie est continue sur Z. Soit aussi v(£) = u(§) - ( og
va majorer HUH%p. A cette fin soit k& > 2 le plus petit entier tel que e*~'r
Définissons pour i € {1,...,k}

B; = B(C? eiT) \ B(Ca 61’—17,)7
et aussi By = B((,7) et By = Z \ B((,efr). On a :

g = 3 / B‘” I 4 (eyane ().

d(&,m)*?
0<17,j<k+1

) =
%)

> R

Appelons [;; I'intégrale du membre de droite. On a clairement I;; = I;;. On majore
I;; en distinguant plusieurs cas.
Pour j < ket 0 <i<j—2, ona par définition de v et par régularité de 77 :

Iy < Colj = i = 1P(rel) re)2(re),
c’est-a-dire :
Lij < Co(j —i)Pet'=79,
ou Cy ne dépend que des constantes de régularité de 7. A
Pour 0 < i < j <k, on a en remarquant que v est 1/e"~!r- lipschitzienne sur
UjZiBj .

i—1 \—p dA(€)dA (n)
Lij < (e7r) /BixBj d(€, 1)
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De plus, en recouvrant B; par des boules centrées en § € B; et de rayon e, (l€Z),
on voit en comparant 'intégrale & une somme que

ds# | )
/Bj CZ(ST)(QZQ)_I’ < C4(diam B;)P~9,

ot C ne dépend que des constantes de régularité de 72 et de p > Q). Donc pour
0<i<j <k, il vient

I; < (ei71r) P (re!) 90, (re? P9 = Coeli=9(Q=p),

En particulier pour j — 1 <4 < j <k, l'intégrale I;; est bornée par une constante
qui ne dépend que de p et des constantes de régularité de .77.

Reste a majorer les intégrales [;; lorsque j = k + 1. Puisque v est constante sur
By UByiional;j=0pouri,je€ {kk+1}. Pour 0<i<k—1,o0na

dFt (€)dF
hense—ivry [ SRR

En recouvrant By, par des boules de centre ( et de rayon re”, (n > k+ 1), et en
comparant l'intégale & une somme, on obtient pour £ € B; :
l

dA(n) ) 0 —
— =< C E re™)"2Q(re™? < Cyr—Qe M,
/Bk+1 d(fﬂl)QQ B 3nk+1( ) ( ) -

ou [ est le plus petit entier tel que re! > diam Z, et ot Cy et Cy ne dépendent que
des constantes de régularité de 7 et de p. D’ou :

[i7k+1 S O5(k — 1+ 1)p€(i_k_1)Q.

Finalement il vient
Il < Csk+Cr Y (G —i)Pe 9
0<i<j—2<k—1
La derniére somme est égale a
k41

S (k+2-re e,

=2

En majorant [Pe~'“ par une constante fois ' (avec @ > 1) et k + 2 — [ par k + 2,
on voit que la somme ci-dessus est majorée par Cgk. Dés lors, on obtient

R
o, < Calog ™,

R —-p R 1-p
full?, = (log ?> lvll, < Co (log ?> . O

Passons a la

et donc

Preuve de la proposition 1.6. Supposons d’abord A(Cy, Cy) > 1. On peut sup-
poser diam Cy < diam (4, de sorte que d(Cy,Cy) > diam Cy. Soit £ € Cj avec
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d(§,C1) = d(Co,C1) = R, et soit r > 0 minimal tel que Cy soit contenu dans
B(&,r). On a r < diam Cy < R. Puisque Cj est contenu dans B(,7) et que Cy est
contenu dans Z \ B({, R), on a

Q,(Co, C1) < (B(&,7), Z\ B(E, ).

De plus, R/r > A(Cy, C}), donc le lemme 1.7 montre que 1 (t) = C(logt)' P convient
pour t > 1.

Supposons a présent A(Cy, C) < 1. Soit d = d(Cp, C1), on suppose que diam Cy <
diam (. On a

diam C() = d/A(C@, Cl)

Puisque (Z,d) et Q-régulier, il existe un recouvrement de Cy par au plus Ak®
boules de rayon d/2, ou k = 1/A(Cy,C1) et ou A est une constante qui dépend
que de Z. Soit B(&;,d/2), (& € Co, i € {1,...,n}, n < Ak?), de telles boules. On
définit comme dans la preuve de 1.7 des fonctions u; € A,(Z), dont les valeurs sont
comprises entre 0 et 1 avec u; = 0 sur B(&;,d/2) et u; = 1 sur Z\ B(;, d). On pose :

uzl—n—i-zn:ui.
i=1

Puisque C} est contenu dans Z \ B(&;,d) on a u = 1 sur Cy. Pour £ € Cp, I'un au

moins des u;(£) est nul et les autres sont inférieurs ou égaux a 1. Donc u < 0 sur
Cy. Dés lors

n n p
2(Co, C1) < lullfy, = 1Y willf, < (Z ||Uz‘||Bp> :
i=1 i=1

Avec le lemme 1.7, cette derniére somme est majorée linéairement en fonction de
nP. Ainsi ¢ (t) = A;t7P% convient pour ¢ petit. O

Remarques. 1) Les expressions des fonctions ¢, 1) obtenues dans les preuves
de 1.1 et de 1.7 sont tres similaires a celles que Heinonen et Koskela établissent pour
les @-modules de familles de courbes, dans [13] th. 3.6 et lemma 3.14.

2) La définition du graphe G exposée au début du chapitre différe par un facteur
% de celle proposée dans [6]. Sans ce facteur, la premiére partie de la preuve du lemme
2.2 de [6] semble incorrecte. Nous remercions Keith et Pilgrim qui ont relevé cette
erreur.

3) Le lemme de Frostman que 1'on a utilisé lors de la preuve de 1.4, s’applique
en général a des boréliens de R". Cette hypothése n’est pas restrictive ici, en vertu
du théoréme d’Assouad sur les plongements des espaces compacts Ahlfors-réguliers
dans R (voir [12], th. 2.2).

4) Le rapporteur propose dans son rapport des preuves différentes et intéres-
santes de la proposition 1.1 et du lemme 1.4, qui se généralisent aux compacts qui
sont seulement uniformément parfaits. A toute fin utile nous reproduisons ci-dessous
ce passage du rapport :
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“The conclusion of Proposition 1.1 and Lemma 1.4 appears to hold when the
sets Cy and Cj are merely uniformly perfect (if one formulates this property in
a quantitative fashion), rather than continua. If this is true, it would be of inde-
pendent interest, and might yield a version of Theorem 0.1 under a weaker LLC-type
condition (with uniformly perfect sets replacing continua).

To try to prove this, one could start by showing that if T is a rooted binary
tree with basepoint z, then any fonction on 7" which vanishes at x and tends to 1
at infinity, has p-energy bounded away from zero. Then one can use author’s sets
Ey and Ej, and argue that there are quasi-isometric embeddings (7, z) — (E;, ;)
with uniform constants, when the sets C; are uniformly perfect (with controlled
constants). The quasi-isometry invariance of the ¢,-cohomology and Hélder should
then imply the result.”

2. Preuve du théoréme 0.1

On démontre ici le théoreme 0.1 de l'introduction. Sa preuve utilise le théo-
reme 0.2, une expression du birapport a 'aide de la distance relative entre continua
(lemme 2.1), qui est due & Bonk et Kleiner, et un argument d’analyse fonctionnelle
(lemme 2.2), di & Lelong-Ferrand. Le lemme suivant est le lemme 2.10 de [3].

Lemme 2.1. Supposons que (Z,d) soit A — LCC'. Alors il existe des fonctions
01,00 : Rt — R*, dépendant uniquement de \, avec les propriétés suivantes. Soit
e>0et (£, n,1n) un quadruplet de points deux a deux distincts de Z.

i) Si[€, &, n, 1] < d1(e), alors il existe deux continua C' et C' de Z avec§,n € C,
gonel et A(C,C") > 1)e.

ii) S’il existe deux continua C,C" de Z avec {,n € C, &', 0 € C" et A(C,C") >
1/6,(¢), alors [€, &', n,n'] <e.

Le lemme suivant reprend des arguments de Lelong-Ferrand ([16] th. 8.3). On
le démontre car les espaces fonctionnels considérés ici sont différents de ceux de
Lelong-Ferrand.

Lemme 2.2. Soit pouri = 1,2 un espace métrique compact Q;-régulier (Z;,d;).
Pour p > max{Q1, Q2}, tout isomorphisme d’algébres de A,(Z,) sur A,(Z;) est de
la forme h: w— uo f, ou f est un homéomorphisme de (Zy,dy) sur (Z,ds).

Preuve de 2.2. On veut montrer que h s’étend un isomorphisme de C%(Zy) sur
CY(Zy), ou C désigne I'algebre des fonctions continues munie de la norme uniforme.
En appliquant la transformée de Gelfand (voir [22]), le lemme en découlera.

Munissons A,(Z;) de la norme

[ulla, = llulleo + llulls,.
D’apreés 'inégalité (0.1) de I'introduction elle satisfait

[uv]la, < flulla,lv]a,-
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Avec cette norme A,(Z;) est une algébre de Banach commutative unitaire (la com-
plétude provient par exemple du théoréme 1.3). Elle est semi-simple, en effet 'inter-
section des noyaux des homomorphismes u — u(z), (z € Z), est réduite a 0. Donc
l'isomorphisme d’algébre h est un homéomorphisme (voir [22] th. 11.10).

L’expression de la norme de Besov et une identité remarquable montrent que
pour k € N et u € A,(Z;)

(I, < Kllulls " ulls,.

Par suite
], < lullf + Ellulls s,
qui combinée a l'inégalité || - [[4, > || - ||« donne :
. kil/k _
dim [ =

Ainsi h est également un homéomorphisme de A,(Z) sur A,(Z;) munies de la
norme uniforme. L’hypothése p > @); entraine que les fonctions lipschitziennes ap-
partiennent & A,(Z;). Puisqu’elles sont denses dans C°(Z;) (voir [12] th. 6.8), I'iso-
morphisme h se prolonge en un isomorphisme de CY(Zy) sur C°(Z;). O

Passons a la

Preuve du théoréme 0.1. Soit h un isomorphisme de A,(Zy) sur A,(Z;). D’aprés
le lemme 2.2, il existe un homéomorphisme f de (71, d;) sur (Zs, ds) tel que h s’écrire
h(u) = u o f. Montrons que f est quasi-Mobius. Etant donné que [£,£',n, 1] =
€& n,n] = [6,&,7,n]71, il suffit de montrer que le birapport [£,&,n,7] de 4
points distincts de Z; est petit si seulement si [f(&), f(£), f(n), f(7)] est petit,
quantitativement. Pour deux continua C,C’ disjoints non réduits & un point, on a
puisque A est borné pour la norme de Besov :

(2.1) ,(f(C), F(C)) < a7 (C, ),

ol « est la constante de 1’énoncé. Alors en appliquant le lemme 2.1(i) a [£, &', n, 7],
puis le théoréme 0.2, puis I'inégalité (2.1) ci-dessus, puis de nouveau le théoréme
0.2, et finalement le lemme 2.1(ii) & [f(£), (&), f(n), f(n')], on montre I'existence
d’une fonction a;: RT — R telle que pour tout € > 0, on ait :

[€.8" 0] < an(e) = [£(€), F(£), f(n), fF(n)] < &.

En considérant f~! a la place de f, on obtient une fonction ap: R* — R* telle
que pour tout € > 0 :

[f(£>7 f(§,)7 f(n)a f(n/)] < a2(5) = [575,7 n, 77/] < E.

D’ou le théoréme. O
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