
Analyse p-adique et nombres de Bell à deux

variables

MAZOUZ Abdelhak

1 Introduction

Le n-ième nombre de Bell, Bn, est le nombre de partitions d’un ensemble à n
éléments. On définit le n -ième nombre de Bell à deux variables λ et ω en posant :

B(n, λ, ω) =
n∑
k=0

R(n, k, λ)ωk

où

[C] R(n, k, λ) =
1

k!

k∑
j=0

(−1)k−j
(
k

j

)
(λ + j)n

La série génératrice exponentielle de ces nombres est :

∑
n≥0

B(n, λ, ω)
xn

n!
= eλx+ω(ex−1)

Remarquons que :
• Si ω = 1, B(n, λ, 1) est le n-ième nombre de Bell généralisé défini par Carlitz

[C].

• Si λ = 0, B(n, 0, ω) est le n-ième nombre de Bell généralisé défini par Chint-

hayama et Gandhi [C,G].
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On montre que la fonction génératrice des nombres de Bell à deux variables est un
élément analytique p-adique sur un quasi-connexe de Cp. Ce résultat est équivalent,
d’après les théorèmes généraux d’analyse p-adique (théorème de Mittag Leffler p-
adique, inégalités de Cauchy) à des congruences entre nombres de Bell à deux
variables. Ainsi nous généralisons les résultats de Radoux [R],Carlitz [C],Layman
[L], Layman et Prather [L,P]

2 Notations

Soit p un nombre premier, Zp, Qp, Cp ont leur signification habituelle [A]. La
valeur absolue p-adique sur Zp, Qp, Cp est normalisée par |p| = p−1. On désigne par r
un nombre réel strictement positif. Soit a ∈ Cp, on note B(a, r+) = {x ∈ Cp; |x−a| ≤

r} et B(a, r−) = {x ∈ Cp; |x − a| < r}. On pose :

(
x

n

)
=
x(x− 1) . . . (x− n+ 1)

n!
·

Soit (λ, ω) ∈ C2
p tel que (λ, ω) ∈ B(0, 1+)2 et [Qp(λ, ω) : Qp] < +∞

On note :
R : l’anneau des entiers de Qp(λ, ω),
e : l’indice de ramification de l’extension Qp(λ, ω) sur Qp ,
fλ : le degré résiduel de l’extension Qp(λ) sur Qp ,
fω : le degré résiduel de l’extension Qp(λ)(ω) sur Qp(λ),
P : l’idéal maximal de R,
Fq : le corps à q éléments, q = pfλfω , corps résiduel de l’extension Qp(λ, ω) sur Qp,
Fq : la clôture algébrique de Fq .

Soit A ⊂ Cp. On désigne par H0(A) l’espace des éléments analytiques sur A, qui
tendent vers zéro à l’infini si A est non borné, muni de la norme de la convergence
uniforme sur A, ||F ||A = supx∈A |F (x)|. Soit Op l’anneau des entiers de Cp et soit
a ∈ Op, on note ā l’image de a dans le corps résiduel de Cp.

3 Résultats

Soit bλ,ω = λp− λ+ωp et kp = pp−1
p−1

. Les résultats obtenus sont les suivants :

(1) Si |bλ,ω| = 1 et |bλ,ω − 1| < 1 et si trFq|Fpω 6= 0, alors :
– pour p premier impair et h ≥ 1

B(n+ ph−1 · kp, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h

– pour p = 2 et h ≥ 2

B(n+ 3.2h, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h où (2)R = P

e

– pour p = 2 et h = 1

B(n+ 3, λ, ω) = B(n, λ, ω) mod P où (2)R = P
e

(2) Si |bλ,ω| = 1 et |bλ,ω − 1| = 1 et si trFq|Fpω = 0, alors :
– pour p premier impair et h ≥ 1

B(n+ [pfλ·fω − 1] · kp · ph−1, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h
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– p = 2 et h ≥ 2

B(n+ 3(2fλ·fω − 1) 2h, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h où (2)R = P

e

– pour p = 2 et h = 1

B(n+ 3(2fλ·fω − 1), λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P où (2)R = P
e

(3) Si |bλ,ω| = 1 et si trFq|Fpω 6= 0, alors :
– pour p premier et h = 1

B(n+ (pfλ·fω − 1), λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P

– pour p premier et h ≥ 2

B(n+ (pfλ·fω − 1) · ph, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h

(4) Si |bλ,ω| < 1, alors :
– pour p premier et h = 1

B(n+ (p− 1), λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P

– pour p premier impair, h ≥ 2 et n ≥ ph(1 + p−1 + h)

B(n+ (p− 1) p2h, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h

– pour p = 2 ; h ≥ 2 et n ≥ 2h(h+ 2−1)

B(n+ 22h+1, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h où P

e = (2)R.

4 Transformation de Laplace formelle

Définition 4.1 Soit F (x) =
∑
n≥0

an
xn

n!
∈ K[[x]] où K est un corps de caractéristique

zéro. On pose : L(F (x)) =
∑
n≥0

anx
n. L’application linéaire L sur K[[x]] ainsi définie

est appelée la transformation de Laplace formelle, cf. [B].

Lemme 4.2 Si L(F (x)) = F (x), alors :

L(eλx · F (x)) =
1

1− λx · F
(

x

1− λx

)
[B]

Lemme 4.3 Soit G(x) =
∑
n≥0 B(n, λ, ω)xn, alors par la transformation de Laplace

formelle, on a :

G(x) =
∑
n≥0

B(n, λ, ω)xn =
∑
n≥0

ωn · xn
(1− λx) . . . (1− (λ+ n)x)

Preuve : Par définition :
∑
n≥0B(n, λ, ω)x

n

n!
= eλx+ω(ex−1). D’après le lemme

précédent, on a l’égalité énoncée dans le lemme �
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5 Etude de la fonction g énératrice

Lemme 5.1 La série génératrice G(x) =
∑
n≥0 B(n, λ, ω)xn est congrue

modulo phOp[[x]] à la fraction rationnelle Gh,p(x) où :

Gh,p(x) =

∑ph−1
j=0 ωjxj(1− (λ+ j)x) . . . (1− (λ+ ph − 1)x)

(1− λx) . . . (1− (λ + ph − 1)x)− (ωx)ph

Preuve : Posons n = k ph + j où 0 ≤ j ≤ ph − 1,
On a donc la congruence suivante mod phOp[[x]] :

G(x) ≡
ph−1∑
j=0

(ωx)j

(1− λx) . . . (1− (λ + j)x)
·
∑
k≥0

(ωx)kp
h

[(1− λx) . . . (1− (λ + ph − 1)x]k

G(x) ≡
ph−1∑
j=0

(ωx)j

(1− λx) . . . (1− (λ + j)x)
·
∑
k≥0

(ωx)kp
h

[(1− λx) . . . (1− (λ + ph − 1)x]k

G(x) ≡
∑ph−1
j=0 ωjxj(1− (λ + j)x) . . . (1− (λ+ ph − 1)x)

(1− λx) . . . (1− (λ + ph − 1)x)− (ωx)ph
mod phOp[[x]]

Si on noteGh,p(x) le second membre de la congruence précédente. D’où la congruence
énoncée dans le lemme �

Lemme 5.2 Soit Dh,p = (1− λx) . . . (1− (λ+ ph − 1)x)− (ωx)p
h
, alors :

Dh,p ≡ [1− xp−1 − bλ,ωxp]p
h−1

mod pR[x].

où bλ,ω = λp − λ + ωp.

Preuve :

Dh,p(x) = (1− λx) . . . (1− (λ + ph − 1)x)− (ωx)p
h

Dh,p(x) ≡ [(1− λx) . . . (1− (λ+ p− 1)x]p
h−1 − (ωx)p

h

mod pR[x]

≡ [1− xp−1 − (λp − λ)xp]p
h−1 − (ωpxp)p

h−1

mod pR[x]

≡ [1− xp−1 − (λp − λ + ωp)xp]p
h−1

mod phR[x]

Posons bλ,ω = λp − λ + ωp. D’où

Dh,p(x) ≡ [1− xp−1 − bλ,ωxp]p
h−1

mod pR[x].

Ce qui achève la démonstration. �
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6 Congruence fondamentale mod P sur les nombres B(n, λ, ω)

Théorème 6.1 Soit Ep(x) = xp − x− (λ
p − λ + ωp) ∈ Fq[x]. Posons kp =

pp − 1

p− 1
et bλ,ω = λp − λ + ωp.

1. Soit bλ,ω tel que |bλ,ω| = 1 et |bλ,ω − 1| < 1 et trFq|Fpω 6= 0, alors :

B(n+ kp, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P

2. Soit bλ,ω tel que |bλ,ω| = 1 et |bλ,ω − 1| = 1 et trFq|Fpω 6= 0, alors :

B(n+ (pfλ·fω − 1) · kp, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P

3. Soit bλ,ω tel que |bλ,ω| = 1 et trFq|Fpω = 0, alors :

B(n+ (pfλ·fω − 1), λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P

4. Si |bλ,ω| < 1, alors :

B(n+ (p− 1), λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P

Preuve :
1. Si bλ,ω tel que |bλ,ω| = 1 et |bλ,ω − 1| < 1 et trFq|Fpω 6= 0.
Montrons d’abord que le polynôme Ep(x) = xp − x − bλ,ω à coefficients dans

Fq ne possède aucune racine dans Fq. Supposons que x ∈ Fq soit racine de Ep(x) ;
donc xp − x − λp + λ− ωp = 0 ce qui équivaut à (x − λ)p − (x − λ) − ωp = 0. On
en déduit que x − λ est racine du polynôme xp − x − ωp. Posons t = x − λ donc
t ∈ Fq, d’où tp

fω·fλ = t. Or tp = t + ωp donc tp
fλ·fω = t + trFq|Fpω. Par conséquent

trFq|Fpω = 0 mod p ce qui est contraire à l’hypothèse. Donc Ep(x) ne possède aucune
racine dans Fq.

Si x est racine de Ep(x) dans Fq alors x+ 1, x+ 2, . . ., x+ p− 1 sont racines de
Ep(x), donc Fq(x) est une extension galoisienne de Fq.

Le groupe de Galois Fq(x)/Fq est engendré par le Frobenius :

σ : Fq(x) → Fq(x)

t → tp
fλ·fω

σi : t → t(p
fλ·fω )i, 1 ≤ i ≤ p− 1

Notons x̄j, 0 ≤ j ≤ p− 1, les racines de Ep(x).

Posons Fn(λ, ω) =
p−1∑
j=0

αj x̄
n
j où les αj sont choisis dans Fq de telle sorte que

Fn(λ, ω) = B(n, λ, ω). Il vient : B(n+ kp, λ, ω) ≡ ∑p−1
j=0 αjx

n+kp
j

Puisque trFq|Fpω 6= 0, on a

x̄
kp
j = x̄j

(pfλ·fω)p − 1

pfλ·fω − 1
=

∏
0≤i≤p−1

σi(x̄j) = bλ,ω
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Par conséquent :
B(n+ kp, λ, ω) ≡ bλ,ωB(n, λ, ω) mod P

Comme bλ,ω ≡ 1 mod P, on a :

B(n+ kp, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P

2. Si bλ,ω tel que |bλ,ω| = 1 et |bλ,ω − 1| = 1 et trFq|Fpω̄ 6= 0.

D’après 1, on a B(n + kp, λ, ω) ≡ bλ,ωB(n, λ, ω) mod P. Puisque bp
fλ·fω

λ,ω ≡
1 mod P,on obtient la congruence suivante :

B(n+ (pfλ·fω − 1) · kp, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P

3. Si bλ,ω tel que |bλ,ω| = 1 et trFq |Fpω = 0.

Notons x̄j 0 ≤ j ≤ p− 1 les racines de Ep(x) on a x̄p
fλ·fω
j = x̄j + trFq |Fpω, comme

trFq|Fpω̄ = 0 donc x̄fλ·fωj = x̄j. A l’aide de cette égalité, en appliquant un argument
analogue à celui exposé dans 1, on déduit que :

B(n+ (pfλ·fω − 1), λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P.

4. Si |bλ,ω| < 1.
Soit x racine de Ep(x) donc xp−1 = 1. De la même manière que dans (1) et (2)

on montre que
B(n+ (p− 1), λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P.

�

7 Préliminaire aux congruences entre les nombres B(n, λ, ω)

Nous allons étudier maintenant un peu plus finement Gh,p(x) et sa convergence
p-adique vers G(x). Pour cela on localisera les pôles de Gh,p. Quatre cas sont à
envisager :

1er cas : Si bλ,ω tel que |bλ,ω| = 1 et |bλ,ω − 1| < 1 et trFq|Fpω 6= 0.

Soit αi,1 (1 ≤ i ≤ p) les racines de D1,p(x). D’après le Théorème 5.1 on a α−1
i,1

kp
=

b̄λ,ω d’où |bλ,ω αkpi,1 − 1| ≤ p−1/e. Comme |bλ,ω − 1| < 1 on aura |αkpi,1 − 1| ≤ p−1/e.
Soit θi le représentant de Teichmüller de αi,1 (c’est-à-dire que θi est une racine

primitive de l’unité d’ordre premier à p contenue dans Cp telle que |θi−αi,1| ≤ p−
1
e ,

car l’extension Qp(λ, ω) (αi,1) est non ramifiée sur Qp(λ, ω)).
Notons αi,j (1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ ph−1) les racines de Dh,p(x) dans Cp. Le lemme

de Hensel montre que ces racines se groupent en p classes contenant chacune ph−1

racines. A chaque classe correspond une racine αi,1 (1 ≤ i ≤ p) de D1,p(x). Deux
racines de la même classe vérifient |αi,j −αi,j′ | < 1. En utilisant le lemme de Hensel
[A] et le lien qui existe entre le degré résiduel, l’indice de ramification et le degré de
l’extension finie de Qp(λ, ω) il vient :

|θi − αi,j| ≤
(
p−1/ph−1

)1/e

.
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On déduit immédiatement de cette étude que Gh,p(x) est une fraction rationnelle

nulle à l’infini sans pôle sur le quasi-connexe Wh,p = Cp −
⋃p
i=1B

(
θi, (V

1/e
h−1)+

)
où

Vh = p−m(h) avec m(h) = p−h.

Proposition 7.1 Soit bλ,ω tel que |bλ,ω| = 1 et |bλ,ω−1| < 1. Soit ω tel que trFq|Fpω 6=
0. Alors G(x) est la restriction à B(0, 1−) ⊂ Cp d’un élément analytique nul à l’infini

sur le quasi-connexe Cp −
p⋃
i=1

B(θi, 1
−).

Preuve : D’après le lemme 5.1

G(x) ≡ Gh,p(x) mod ph Øp[[x]].

D’où
||Gh,p −Gh−1,p||B(0,1−) ≤ p−h.

D’après [A,F] on a :

||Gh,p −Gh−1,p||Cp−⋃p

i=1
B(θi,1−) ≤ p−h.

Il est immédiat que la suite h→ Gh,p(x) est une suite de Cauchy, pour la norme de

la convergence uniforme sur Cp −
p⋃
i=1

B(θi, 1
−).

Donc G(x) peut être prolongé de manière unique [Ro] en un élément analytique

nul à l’infini, sur le quasi-connexe Cp −
p⋃
i=1

B(θi, 1
−). �

D’après [A,F] la proposition entrâıne les corollaires suivants.

Corollaire 7.2 Soit bλ,ω tel que |bλ,ω| = 1 et |bλ,ω − 1| < 1. La suite B(n, λ, ω)n≥0

est purement périodique. C’est-à-dire ∀h ≥ 0, ∃ q(h) ∈ N tel que ∀n ∈ N

B(n+ pq(h) · kp, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h

Corollaire 7.3 Soit bλ,ω tel que |bλ,ω| = 1 et |bλ,ω−1| = 1 et soit ω tel que trFq|Fpω 6=
0 alors Gh,p(x)est une fraction rationnelle nulle à l’infini sans pôle sur le quasi-
connexe

Wh,p = Cp −
p⋃
i=1

B
(
θi, (V

1/e
h−1)+

)
où θ

[pfλ·fω−1]·kp
i = 1.

La suite B(n, λ, ω) est purement périodique, c’est à dire : ∀h ≥ 0 ∃ q(h) ∈ N tel que
∀n ∈ N

B(n+ [pfλ·fω − 1] · kp · pq(h), λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h.

Corollaire 7.4 Soit bλ,ω tel que |bλ,ω| = 1 et soit ω tel que trFq|Fp ω̄ = 0, alors
Gh,p(x) est une fraction rationnelle nulle à l’infini sans pôle sur le quasi-connexe

Wh,p = Cp −
p⋃
i=1

B
(
θi, (V

1
e
h )+

)
où θp

fλ·fω−1
i
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On a de plus la propriété suivante : la suite B(n, λ, ω) est purement périodique :
∀h ≥ 0 ∃ q(h) ∈ N tel que ∀n ∈ N

B(n+ (pfλ·fω − 1)pq(h), λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h

Corollaire 7.5 Si |bλ,ω| < 1, alors Gh,p(x) est une fraction rationnelle nulle à
l’infini sans pôle sur le quasi-connexe

Wh,p = Cp −
p⋃
i=1

B
(
θi, (V

1
e
h )+

)
∩B

(
0,
(

(
1

Vh
)

1
e

)−)

où θp−1
i = 1 et θi 6= 1. La suite B(n, λ, ω) est presque périodique, c’est à dire :
∀h ≥ 0 ∃ q(h) et α(h) tels que pour n ≥ α(h) on a

B(n+ (p− 1) pq(h), λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h

8 Congruences sur les B(n, λ, ω), pour |bλ,ω| = 1,

|bλ,ω − 1| < 1 et trFq|Fpω̄ 6= 0

Lemme 8.1 Soit (λ, ω) ∈ [B(0, 1+)]2. Si Gh,p(x) =
∑
n≥0

B(n, λ, ω, h)xn, on a, pour

j ≥ 1 et h ≥ 1 :
– B(n, λ, ω, h) ≡ B(n+ pj−1 · kp, λ, ω, h) mod P

j si p > 2
– B(n, λ, ω, h) ≡ B(n+ 3 · 2j, λ, ω, h) mod P

j si p = 2 où (2)R = P
e.

Preuve : On va procéder par récurrence sur h pour j fixé.
Le lemme est vrai pour h = 1 (il suffit d’appliquer le théorème de Mittag-Leffler

p-adique [A] ou [RO]).
Supposons le lemme vrai pour 2, 3, . . . , h− 1. On a

Gh,p(x) = Gh,p(x)−Gh−1,p(x) +Gh−1,p(x)

avec ‖Gh,p−Gh−1,p‖Wh,p
≤ p−

h+2+p−1

e , car ‖Dh,p·Dh−1,p‖
B(θi,1−)−B(θi,(V

1
e
h−1)+)

> p−
1−p−1

e

et ‖Gh,p −Gh−1,p‖Cp−⋃p

i=1
B(θi,1−) ≤ p

1−h
e .

Posons Fh,p = Gh,p −Gh−1,p, Fh,p ∈ H0(Wh,p). D’après le Théorème de Mittag-

Leffler p-adique : Fh,p =
∑p
i=1 Fi,h où Fi,h ∈ H0(Cp −B

(
θi, (V

1
e
h−1)+

)
et

‖Fh,p‖Wh,p
= sup1≤i≤p‖Fi,h‖

Cp−B

(
θi(V

1
e
h−1)+

). Posons Fi,h(x) =
∑
k≥1

ai,h,k(1− x θ−1
i )−k.

Pour |x| < 1 on a : (1−x θ−1
i )−k =

∑
h≥0

(
n+k−1
k−1

)
θ−ni xn. Donc Fi,h(x) =

∑
n≥0 fi,h,nx

n

avec fi,h,n =
∑
k≥1 ai,h,kθ

−n
i

(
n+k−1
k−1

)
.

D’autre part on a :∣∣∣∣∣
(
n+ pj−1 · kp + k − 1

k − 1

)
−
(
n+ k − 1

k − 1

)∣∣∣∣∣ ≤ inf(1, p−j+1+`(k−1))
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où `(k) ∈ N et p`(k) ≤ k < p`(k)+1.
Deux cas sont à envisager : k − 1 < pj et k − 1 ≥ pj

Si k − 1 < pj , alors :

|ai,h,k|
∣∣∣∣∣
(
n+ pj−1 · kp + k − 1

k − 1

)
−
(
n+ k − 1

k − 1

)∣∣∣∣∣ ≤ p
−S(k)
e

où S(k) = h− 3− p−1 + km(h− 1) + j − `(k − 1)

S(k) ≥ h− 3− p−1 + km(h− 1) + j − log(k − 1)

log p
·

Le minimum du dernier membre est atteint pour x− 1 =
ph−1

log p
·

Comme `(k − 1) garde la même valeur pour pm ≤ k − 1 < pm+1, on en déduit
que le minimum de S(k) est atteint pour k − 1 = ph−2 si p > 2 et h ≥ 2 (resp. pour
k − 1 = 2h−1 si p = 2).

– Si p > 2 et h ≥ 2 alors, S(k) ≥ S(1 + ph−2) > j − 1
– Si p = 2 et h ≥ 2 alors, S(k) ≥ S(1 + 2h−1) > j − 2.

Si k − 1 ≥ pj, on tire facilement des inégalités de Cauchy

|ai,h,k|
∣∣∣∣∣
(
n+ pj−1 · kp + k − 1

k − 1

)
−
(
n+ k − 1

k − 1

)∣∣∣∣∣ ≤ p
−j+1
e

On a donc montré que :

|fi,h,n+pj−1·kp − fi,h,n| < p
−j+1
e si p > 2 et h ≥ 2

respectivement

|fi,h,n+3.2j−1·kp − fi,h,n| < 2
−j+2
e si p = 2 et h ≥ 2.

Or B(n, λ, ω, h) ∈ R, les inégalités précédentes entrâınent alors :

|fi,h,n+pj−1·kp − fi,h,n| ≤ p
−j
e si p > 2

respectivement :

|fi,h,n+3.2j − fi,h,n| ≤ 2
−j
e si p = 2 et h ≥ 2

Comme B(n, λ, ω, h) =
p∑
i=1

fi,h,n+B(n, λ, ω, h−1), il vient en appliquant l’hypothèse

de récurrence à B(n, λ, ω, h− 1) et les inégalités précédentes :

|B(n+ kp · pj−1, λ, ω, h)− B(n, λ, ω, h)| ≤ p
−j
e si p > 2

respectivement

|B(n+ 3.2j , λ, ω, h)− B(n, λ, ω, h)| ≤ 2
−j
e si p = 2.

Le Lemme 8.1 est démontré. �
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Théorème 8.2 Soit (λ, ω) ∈ B[(0, 1+)]2. Soit bλ,ω tel que |bλ,ω| = 1 et |bλ,ω−1| < 1.
Soit ω tel que trFq|Fpω 6= 0 où bλ,ω = λp − λ+ ωp. On pose

kp =
pp − 1

p− 1
·

Les nombres B(n, λ, ω) vérifient les congruences suivantes :
• Si p premier impair et h ≥ 1

B(n+ ph−1 · kp, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h

• Si p = 2 et h ≥ 2

B(n+ 3.2h, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h où (2)R = P

e

• Si p = 2 et h ≥ 1

B(n+ 3, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P où (2)R = P
e

Preuve : On a vu que :

||G−Gh,p||B(0,1−) ≤ p
−h
e

D’après l’inégalité de Cauchy, on déduit que

B(n, λ, ω, h) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h

En appliquant le Lemme 8.1 on obtient le Théorème 8.2 �

9 Congruences sur les nombres B(n, λ, ω) si |bλ,ω| = 1 et

|bλ,ω − 1| < 1 et trFq|Fpω 6= 0

Théorème 9.1 Soit (λ, ω) ∈ B(0, 1+)2. On pose bλ,ω = λp−λ+ωp et kp =
pp − 1

p− 1
·

Soit bλ,ω tel que |bλ,ω| = 1 et |bλ,ω − 1| < 1 et soit ω tel que trFq|Fpω̄ 6= 0.
Les nombres B(n, λ, ω) vérifient les congruences suivantes :
• Si p premier impair et h ≥ 1

B(n+ [pfλ·fω − 1] · kp · ph−1, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod) P
h

• Si p = 2 et h ≥ 2

B(n+ 3(2fλ ·fω − 1) 2h, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h où P

e = (2)R.

• Si p = 2 et h = 1

B(n+ 3(2fλ·fω − 1), λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P où P
e = (2)R.

Preuve : En utilisant la même démarche que dans le Lemme 8.1 et le Théorème 8.2
(en remplaçant kp par [pfλ·fω − 1] · kp) on en déduit les congruences énoncées dans
le Théorème 9.1. �
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10 Congruences sur les nombres B(n, λ, ω), pour

|bλ,ω| = 1 et trFq |Fpω = 0.

En appliquant un argument analogue à celui exposé dans le Lemme 8.1 et le
Théorème 8.2, on déduit le théorème suivant :

Théorème 10.1 Soit (λ, ω) ∈ [B(0, 1+)]2. On pose bλ,ω = λp−λ+ωp et kp =
pp − 1

p− 1
·

Soit ω tel que trFq|Fpω = 0.
Les nombres B(n, λ, ω) vérifient les congruences suivantes :
• Si p premier et h = 1

B(n+ (pfλ·fω − 1), λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P

• Si p premier et h ≥ 2

B(n+ (pfλ·fω − 1) ph, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h

11 Congruences sur les B(n, λ, ω), pour |bλ,ω| < 1.

Lemme 11.1 Soit Gh,p(x) =
∑
n≥0

B(n, λ, ω, h)xn. Soit (λ, ω) ∈ [B(0, 1+)]2 tel que

|bλ,ω| < 1. On a pour j ≥ 1 et h ≥ 2 :
• Si p > 2 et n ≥ ph(1 + j + p−1)

B(n+ (p− 1) pj+h, λ, ω, h) ≡ B(n, λ, ω, h) mod P
j

• Si p = 2 et n ≥ 2h(j + 2−1).

B(n+ 2j+h+1, λ, ω, h) ≡ B(n, λ, ω, h) mod P
j où P

e = (2)R.

Preuve : Gh,p est un élément analytique sur Wh,p. D’après le théorème de Mittag-
Leffler p-adique, on a :

Gh,p =
p−1∑
i=0

Gi,h où Gi,h ∈ H0

(
Cp − B

(
θi, (V

1
e
h )+

))
pour 1 ≤ i ≤ p− 1 et

G0,h ∈ H0

(
B
(

0,
(

(
1

Vh
)

1
e

)−))
.

Pour 1 ≤ i ≤ p− 1, on a : Gi,h(x) =
∑
k≥1

ai,h,k(1−X θ−1
i )−k avec

‖Gi,h‖
Cp−B(θi,(V

1
e
h

)+)
= supk |ai,h,k|(V −kh )

1
e . D’autre part, on a

(1) ‖Gh,p‖Wh,p
<
p2−p−1−p−h

e

En effet si Gh,p(x) =
Nh,p(x)

Dh,p(x)
, on a : ‖Dh,p‖Wh,p

≥ V
(p−1)ph−1

e
h et ‖Nh,p‖Wh,p

<

V
−(ph−1)

e
h .
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D’après le théorème Mittag-Leffler et les inégalités de Cauchy on tire de (1) :

|ai,h,k| ≤ p
2−p−1−p−h−km(h)

e

Posons Gi,h(x) =
∑
n≥0

gi,h,nx
n, alors : gi,h,n =

∑
k≥1 bi,h,kθ

−n
i

(
n+k−1
k−1

)
. On a donc,

d’après l’inégalité ultramétrique

|gi,h,n+(p−1)pj+h − gi,h,n| ≤

sup
k
|ai,h,k|

∣∣∣∣∣θ−n−(p−1)pj+h

i

(
n+ (p− 1)pj+h + k − 1

k − 1

)
− θ−ni

(
n + k − 1

k − 1

)∣∣∣∣∣
Comme θp−1

i = 1 et∣∣∣∣∣
(
n+ (p− 1)pj+h + k − 1

k − 1

)
−
(
n + k − 1

k − 1

)∣∣∣∣∣ ≤ inf(1, p−j−h+`(k−1))

on en déduit :

|gi,h,n+(p−1)pj+h − gi,h,n| ≤ p
−E(k)
e · inf(1, p−j−h+`(k−1))

où E(k) = −2 + p−1 + p−h + km(h).
En appliquant un argument analogue à celui exposé dans le Lemme 8.1, on

obtient les estimations suivantes :

(2) |gi,h,n+(p−1)pj+h − gi,h,n| < p
1−j
e si p > 2 pour 1 ≤ i ≤ p− 1

respectivement

(3) |gi,h,n+2j+h − gi,h,n| < 2
−j+2
e si p = 2 et h ≥ 2 pour 1 ≤ i ≤ p− 1

Pour i = 0,G0,h ∈ H0

(
B
(

0,
(

( 1
Vh

)
1
e

)−))
, donc G0,h(x) =

∑
n≥0 g0,h,nx

n avec

||G0,h||B(0,(( 1
Vh

)
1
e )−)

= sup
n
|g0,h,n|

(
1

Vh

)n
e

D’après (1) on a :

(4) |g0,h,n| ≤ p−(n+1)p−h+2−p−1

D’autre part, pour établir des congruences entre les B(n, λ, ω, h), deux cas sont à
envi-sager, p > 2 et p = 2.

– Si p > 2, on deduit de (2) et (4) on déduit que pour p > 2 et n ≥ ph(1+j−p−1),
on a :

|B(n+ (p− 1)pj+h, λ, ω, h) − B(n, λ, ω, h)| ≤ p
−j
e

– Si p = 2, on déduit de (3) et (4) que pour h ≥ 2 ; p = 2 et n ≥ 2h(j + 2−1) on
a :

|B(n+ 2j+h+1, λ, ω, h)− B(n, λ, ω, h)| ≤ 2
−j
e

Ainsi le Lemme 11.1 est démontré. �
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Théorème 11.2 Soit (λ, ω) ∈ [B(0, 1+)]2. On pose bλ,ω = λp− λ+ωp et kp = pp−1
p−1

Soit bλ,ω tel que |bλ,ω| < 1.
Les nombres B(n, λ, ω) vérifient les congruences suivantes :
• Si p premier et h = 1

B(n+ (p− 1), λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P

• Si p premier impair, h ≥ 2 et n ≥ ph(1 + h+ p−1)

B(n+ (p− 1)p2h, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h

• Si p = 2 ; h ≥ 2 et n ≥ 2h(h+ 2−1)

B(n+ 22h+1, λ, ω) ≡ B(n, λ, ω) mod P
h où P

e = (2)R.

Preuve : En utilisant la même démarche que le Théorème 8.2, on déduit des congruences
énoncées. �
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