Non-résonance entre les deux premieres
valeurs propres d’un probleme quasi-linéaire

A.R.El Amrouss M.Moussaoui

Abstract

We consider the quasilinear Dirichlet boundary value problem

~(dp()) = F(u) + h(), u(a) = u(b) =0,

where (¢p(u’))" is the one dimentional p-Laplacien, and prove its solvability
for any given h, under new assumptions on the asymptotic behaviour of the
potential of the nonlinearity f, with respect to two first eigenvalues of the
associated quasilinear problem.

1 Introduction

Dans cet article on s’intéresse a 'existence des solutions du probleme suivant :

—(pp(v)) = f(u)+ h(x) dans ]a,b[
(7’>{ (@) —ub) = 0

ou f: R — R est une fonction continue, h : [a,b] — R est Lebesgue intégrable et
¢p : R — R définie par ¢,(s) = |s|[P~2s, p > 1.
Notons par \x(p), la k™ valeur propre du probléme :

{ —(¢p(u))” = Adp(u)  dansJab]
u(a) =u(b) = 0
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EIL, \? (p—1)!/7 d
I1 est bien connu que \z(p) = ( P ) avec II, = 2/ i
0

b—a (1= =p)vr
Posons
+(p) = lim jnf gp((?)’ (p) = limsup qi((ss))
et
Lelp) = timint 2500, K ) = i 26
ol F(s) = /Sf(t) dt.
On SupposeO
M(2) < 14(2) < EkL(2) < Xa2(2) (1.1)

I1 est bien connu que, voir par exemple [D] et [M-W], dans ces conditions et si
M(2) <14(2) et ki (2) ou k_(2) < Xa(2)

alors pour tout h, (P) est solvable pour p = 2.
Récemment, certains auteurs ont établi divers résultats d’existence sous les
conditions (1.1) et si,

A1 (2) < K4 (2) et L+ (2) ou L_ (2) < )\2(2)

Citons par exemple : Mawhin, Ward et Willem [M-W-W], Costa-Olivera [C-O],
Omari-Zanolin [O-Z] et Del Santo-Omari [D-O].
Dans [N-Z], Njoku et Zanolin ont prouvé un résultat d’existence en supposant :
1) A1(2) < 14(2) < Li(2) < Xa(2) (1.2)
iii) sign(s)f(s) — +oo, quand |s| — +oo.
Le but de ce papier est de présenter un ensemble de résultats d’existence, permet-
tant de se passer de 'inégalité gauche dans (1.1) et (1.2) c’est a dire nous pouvons
avoir la situation suivante (cf exemple 5.1) :

- o 1)
) = M = IR S

Théoreme 1.1 Supposons que sign(s)f(s) — 400, quand |s| — +o0

Mi(p) < limsup P|FS |(pS> im sup ;; ((Ss)) < a(p) et limsup Qi((sg))

Alors (P) admet au moins une solution pour tout h € L*(a,b).

< )\2(p)

Ensuite, nous nous limitons a des conditions portant uniquement sur le rapport
pF(s)
|s[?

. Notons par :

u(p_l)l/p dS
Hp(u) = 2/0 (1—])@’ pour u € [—1, 1], p 2 1.

A={((5.0), (2.0) € () )PP ] s 4, 0 Sy et L) e
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1 x
mﬂp(g)l/p =b—a
B = {((u,v), (w,2)) € R* x R* | 3((s, 1), (z,y)) € A avec (u,v) €]s,t[* et

(w, 2) €]z, y[*}-
Théoreme 1.2 Supposons que ((Ly(p), K+ (p)), (L-(p), K_(p))) € B et que
sign(s) f(s) — 400, quand |s| — +o0. Alors (P) admet au moins une solution pour
tout h € L*(a,b).

Dans le cas p = 2, I'ensemble A est :

2 . T b—a
A= {((s,t), (,9)) € ([A1, Ao]?)? | mArcsm(—)l/? = et
Y
2 h—
1—/2147*05-’2'71(5)1/2 — Ta}
z Y
on a la représentation suivante :
y=x
Ao o,
Y= e
201
A
)\1 )\2

Donc si sign(s) f(s) — +oo et (Ly(2), K+(2)), (L-(2), K_(2)) € By, alors pour tout
h € L', (P) est solvable.

La preuve de ces résultats utilise la méthode de Leray- Schauder et certaines
propriétés des oscillations de la solution d’une équation différentielle ordinaire.

2 Lemmes techniques

Considérons la famille de problemes suivants :

—(pp(u) = f(A\u)+ Ah(x) dans la, b (2.1)
(P’)\>{ u u() = 0

ou f(A,.) est une fonction continue quelconque pour A € [0.1]. Posons
y(t) = ¢p(u) + AH(1) (2.2)
avec H(t) = / h(s)ds et par suite

y'(t) = —f(\u(t)) (2.3)
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Nous observons que toute solution u(.) du probleme (P, \) est de classe C! avec ¢, (u)
absolument continue. Notons par v* = u(z*) = maxu(.) et u, = minu(.) = u(z,),
avec x* ( resp x,) est le premier point de [a, b] (resp. le dernier point ) ot le maximum
(resp. le minimum) de u(.) est atteint.

Le lemme suivant généralise un lemme donné par Njoku et Zanolin dans [N-Z].

Lemme 2.1 Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que
f(A\,s)>0 pour tout s > ¢ et A € [0.1]. (2.4)

1. Alors pour tout d > 0 il existe Ry > ¢ tel que pour chaque solution u(.) de
(P, \) avec u* > Ry on a les propriétés suivantes :

(a) il existe des paramétres at, BT, v, vi avec :
at <A <ot <y < gt
tels que u(a™) = u(f*) = c et u(.) > ¢ sur Ja™, B, y(") = 2M et
y(v) = —2M avec M = |H|w.

(b) il existe une constante L > 0, dépendant uniquement de i et 5 , telle
que :u* — L < u(y), ulyy) < u*, u(.) est croissante sur [at, ] et
décroissante sur [y, 5]

2. Siu. > —Ry alors :

*lirfrl t—at=b—-a uniformément en \ (2.5)

Preuve :

1. Prenons o™ = max {z € [a,2*] : u(x) = c} et 7 = min{z € [z*,0] : u(x) = ¢}
alors u(.) > csur Ja™, B7[. De (2.2), y est strictement décroissante sur o™, 5], alors
pour tout ¢ € [, v :

Gp(u') = y(t) = AH(t) > y(1/) = M =M (2.6)

donc u'(.) > 0 sur [a™, ], par suite u(.) est strictement croissante sur [a*t, ;] et
de méme on montre que u(.) est strictement décroissante sur [v5, 37]. Pour un ¢, €
], z*[ tel que y(to) = 3M, on montre de méme que dans (2.5) u(.) est strictement
croissante sur [a™, to]. D’ott u(y7") < u(ty) < u* et de la méme maniére nous prouvons
que u(v5) < u* et d’apres (2.6) on montre I'existence d'un L > 0 tel que :

w =L <u(y) uly).

2. En intégrant (2.2) sur [t,a™] pour tout ¢ € [a, o] alors :

at at

y(a+) + \ f()‘au(S»X[U(S)Sc] ds + f f()‘au(5>>X[U(s)>c] ds = y(t>

De (2.4) il vient :

at

@)+ [ fOuls))Xius<a ds < y(t)

donc il existe une constante K (c) dépendante de c telle que :
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y(@®) = K(c) <y(t)  Vtela,a’]
D’autre part, pour tout ¢ € [a, z*] nous avons :
/()P < Jy(t)| + M

et comme y est décroissante alors y(x*) < y(t) < y(a™), d'ou
@l < lyla™)]+ ly(z")|
< ylaD)+ M Vie ot 2]
Or y(7{") < y(a™) et par suite y(at) > M .
En combinant (2.8) et (2.9) il vient :

/()] < (y(a™) + M)V~

Puis, en intégrant sur [a™, z*] il résulte :

(5) — =t

b—a

et en vertu de (2.7) il suit que pour tout ¢ € [a,a™] :

(£ o - k(o) < WP

Pour u* satisfaisant )

u* —c\?
2M+ K
(b—a> - + K(c)

On a u/(t) > 0, donc

*

u —c

(5—

)P = (2M + K ()] < (1),

D’oll, en intégrant cette derniére sur [a, @] nous avons :

c
at —a<

= (=)=t — (2M + K(c))]H/r1

et par suite, *liril a’ —a = 0 uniformément en A € [0, 1].
uU"—T00

De méme on montre que

Jim b — Bt =0  uniformément en A\ € [0, 1]
d’ou
Jim pt—at=b—a  uniformément en X € [0, 1]

REMARQUE 1:

321

(2.7)

(2.8)

(2.9)

i) Une version "duale” du lemme 2.1 peut étre obtenue en remplagant (2.4) par
f(A,s) < 0 pour tout s < —cet A € [0.1]. Dans cette situation on change le symbole

29

” +7 des parametres aT, 3, 4, 75 par le symbole 7 —
ii) Considérons
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A ={u € Cla,b] | u(.) solution de (P, \) avec A € [0.1]}

Si A est uniformément borné alors il existe S, T" deux constantes telles que max u(.) #
S et minwu(.) # —T pour toute solution u(.) de (P, ) avec A € [0, 1].
Dans tout ce qui suit on va supposer que A est non uniformément borné.

Lemme 2.2 Supposons qu’il existe ki, ks > 0 tels que :

ki< lim BT—at <b—a uniformément en \
u*——400
et
ko < lim 7 —a <b—a uniformément en \
Ux—>—0O0

avec b —a < ki + ko, alors (P) admet au moins une solution pour tout h € L*.

Preuve La preuve de ce lemme se fait en deux étapes :
1€7¢ étape Nous montrons l'existence de deux constantes S,T > 0 telles que :

maxu(.) # S et minu(.) # —T pour toute solution u(.) de (P.\) avec A € [0, 1].

Affirmation : il existe une constante K > 0 indépendante de u(.) et A
telle que maxu(.) < K ou —K < minu(.) pour toute u(.) solution de
(P.A).
En effet, Supposons par 'absurde qu’il existe une suite w,(.) : solution de (P, )
pour A = A, telle que maxu,(.) — +00 et minu,(.) — —oo, quand n — +o0.
Puisque
b—a <k + ks §Lig£1)£1)£ﬁ+ —at +Lirgi_1£ﬁ‘ —a,

alors on peut passer a une sous-suite notée aussi u,(.) telle que :
. + + — —
b—a<nl_1)rjpooﬁn —ay + 8, —a,

et comme
lim BF —ab + 6, —a, <b—a,

n—-+o00

il résulte :
b—a<b—a

Ce qui est absurde.

Pour achever la premiere étape, nous allons traiter deux cas :

1¢" cas : Supposons minu(.) > —K.

Il existe S > 0 tel que maxu(.) # S pour toute solution u(.) de (P, A) avec A € [0.1];
car sinon, nous aurions pour tout S > 0 l'existence d’une solution ug(.) de (P, \)
telle que max ug(.) = S, et comme liminf,« o 07 —a™ < b—a, alors il existera une
suite u,(.) solution de (P, A) telle que lim,,+ o 57— < b—a et maxu,(.) — +oo.
D’autre part, minw,(.) > —K , alors d’apres le lemme 2.1 il vient

lim B —af =b—a
n—>+ooﬁn n

Ce qui est absurde.
En prenant T'= K + 1, alors la conclusion de la premiere étape est satisfaite.
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2€ME g5 Supposons maxu(.) < K.

De la méme maniere que dans le 1°" cas, on montre I'existence de deux constantes
S, T > 0 telles que maxu(.) # S et minu(.) # —1 pour toute solution u(.) de (P, \).
geme étape : Nous prouvons que (P) admet au moins une solution pour tout h € L,
pour ceci on va utiliser la théorie du degré de Leray-Schauder.

Considérons le probleme

ot e € L.

Dans [D-E-M], il est prouvé que (2.10) admet une solution unique. Soit H 1’opérateur
qui envoie e € L' en I'unique solution u(.) du probléme (2.10). Notons que H est
un opétateur borné et considérons l'opérateur K défini comme suit :

K : C(a,b) — C([a,b])
ul-) = H(f(u() +h(.))

Nous vérifions facilement que K est un opérateur compact.
Soit u(.) € C([a, b)) telle que :

u(.) = AK(u(.))  pour X\ €]0,1] (E, )\

alors (E, \) correspond au probleme (P.\) pour tout A €]0, 1].
Considérons 'ouvert :

O =1{u() e C([a,b]) | =T < u(t) < S Vt€ |a,b]}

D’apres la premiere étape, 0 ¢ (I —AK)(0O) et ainsi (E, \) admet une solution pour
A = 0. De I'invariance par 'homotopie de la théorie du degré de Leray-Schauder, on
tire que (P) admet au moins une solution. ]

3 Preuve des th éoremes

Dans tout ce qui suit nous allons supposer que f(A,s) = (1 — A)vs + Af(s) avec

pF (s

A € [0,1] et v est fixé tel que A\ < v < limsup,_, 4 —Q. Puisque sign(s)f(s) —

+00, quand |s| — oo, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que : sign(s) f(\,s) > 0
pour tout |s| > c.

3.1 Preuve duth éoreme 1.1

Pour la preuve du théoreme 1.1 nous avons besoin du lemme suivant :
b—a
2

Lemme 3.1 i) < liminf 00 BT — ™ < b — a uniformément en X € [0, 1]
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b—a
i) 5 <liminf,, .« 6~ +a < b—a uniformément en X € [0, 1]
Preuve :
Montrons i), puis i) découle d’une maniére similaire.
. F(s
1°"¢tape : nous allons montrer que si v < limsup,_,, p| |(p alors
s
IT
e gt - P
Bminf 57 —a” < o5
F(s
En effet, de I'inégalité v < limsup,_, , p|_|(p) nous avons :
s
) v
limsup(F'(s) — —s”) = 400 (3.1)
s——+00 p

D’ou 'existence d’une suite (s,,),, croissante qui tend vers +oo telle que :

(F(s)— %sp) < (F(sn) — %sﬁ) pour tout s € [0, s,]

ou encore
v

2_9(817'; — sP) < F(s,) — F(s) pour tout s € [0, s,] (3.2)

Multiplions I’équation (2.1) par u/(.) et intégrons sur [¢,z*] avec t € [aT,z*], il
résulte :

[ o) srds = (=X [ oputsul(s)ds + 3 [ Flus)ul(s) ds
+ /tm h(s)u'(s)ds

§(|U'(t)|p) = (1=Nr” —u®)”) + AF(u") — F(u(t))
A /t " (sl (s)ds (3.3)

En utilisant le fait que y(.) est décroissante sur [t, 2%, ¢, est un homéomorphisme
croissant et u(.) est croissante sur [t,~;], alors il existe deux constantes c;, ¢z > 0
telles que :

|/t71 h(S)u/(S)dS| < clu’(t) + ¢y

D’autre part, on a y(z*) < y(t) < y(77") pour tout ¢t € [yi", z*] et de (2.2) nous
avons 'existence d’une constante ¢, telle que :

| / ~ h(s)(s)ds| < ¢
A

1
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D’ou il vient : .
| / h(s)u' (s)ds| < e/ (t) + 7 (3.4)
t

En tenant compte de (3.2), (3.4) et en posant u* = s, dans (3.3) alors aprés un
calcul simple il vient :

D Py p U/ m)P
v (s —u®)) < (w(t) +m)

ou m est une constante qui dépend seulement de h, ou encore

(I/E((Sp — w(t)P))YP <4/ (t) +m pour tout t € [+, ;] (3.5)

n

D’ot, en intégrant (3.5) sur [at, 1] :

+ +
Pijpr+ o+ /u(% )/sn ds /71 m dt
o =< [ T T e @ 3O

On peut vérifier aisément que :

¢/sn ds
/ m—)(], quandn—>+oo
0 _

D’autre part, comme u(v;") < s, nous avons :

/WT mdt < (4F —at) m
ot (sh—u(tp)yr =1 (sh — u(y7)P) /P

quand n — oo

Faisons tendre n vers +oo dans (3.6), nous obtenons :

1 (p—1)'/7 ds 1 II
ntoe 11T =) o (1--2)  ()/r2
De méme on montre que :
1 II
: +_ A< P
LT < TR

Maintenant nous allons montrer que :

lim 75" =7 =0

n—-+o00

En effet, pour tout ¢ € [vi", 73] nous avons :
ut — L < u(t)
Intégrons (2.5) sur [y;", 745 | il vient :
inf {f(\, 5)/s € [sn — L,sul} (73 =) Sy(0") —y(13) = 4M
et puisque lims_, 1 f(\, s) = +00 uniformément en A, il suit :

lim 75" =7 =0

n—-+00
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Finalement il résulte :

li*minfﬁ+ —at <b—a
f(s)
‘bp(s)

geme =1/ alors

¢tape : Nous allons montrer que si limsup,_,,

II
(1/’)];/1’ < li*mJirnf BT —at

1
Prenons n = v/ +¢ avec € > 0, on vérifie facilement que la fonction s — —nsP — F'(s)

est croissante et non bornée pour s positif assez grand, plus précisément pour |s| > ¢
( ou ¢ donné plus haut).
Utilisons ceci dans (3.3) et en vertu de (3,4) nous avons pour tout ¢ € [at, 7] :

*

(u'(t))P < %max(z/, ) (WP — u(t)?) + cru'(t) + o

Puis, en utilisant I’'inégalité de Young, nous obtenons :

(W'(t) —e)P < ‘%max(z/, n)(uw? —u(t)?) +b

ou b est une constante qui dépend de € et de h, ou encore

*

() < <% max (v, ) (u? — u(t)?) " +m

et par le méme argument que précédemment nous obtenons que :

( /)Ii/p < liminf Bt —at pour tout € > 0
v u*——400

Alors il suit :

IT
( >f/p < limJirnf Bt —a™  uniformément en A\ € [0, 1]
n u* —400

Comme v/ < A\y(p), il résulte :

b—a

< liminf 81 — o™

u* —-+00
Ce qui acheve la preuve. [ |

Finalement, des lemmes 2.2 et 3.1 nous avons l’existence d’une solution du
probléme (P) .

3.2 Preuve duth éoreme 1.2

Pour la preuve de ce théoreme nous avons besoin du lemme suivant :
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Lemme 3.2 Pour  tout (LT, K € (A1, V[X] K4 (p), A2 et

F
(L, K7) € [M,V[x]K_(p), A2] avec limiinfp| |(;) > U Nous avons :
s—too S

1 LT
g (Lf)l/PHp(K}L) < LHEH;E Bt —at <b—a uniformément en A\
.. 1 Ly ) | /
) (Lf)l/pnp([(l—) < LHEHC%B —a” <b—a uniformément en A

Preuve
Nous allons montrer le premier point et le deuxieme point s’obtient de la méme
maniere

1
En notant g(A, s) = AF(s) + —(1 — A\)wsP, avec A € [0, 1] et v est fixé, (3.3)devient :
p

ﬁW@ﬂzMﬂ%W%FUW®D+mlﬂMWﬂWB (3.7)

pour tout t € [a*,~;], et nous avons

Lf < lim inf === Py s) < limsup pg(A. s) < K{

5400 sP s——+00 sP

D’ott pour un § > 0 et pour s > ¢ on peut supposer

L o< A s
sP
Ensuite il vient :
]%[u'(t)p] < (KFu'™ — (LT + 8)u(t)?) + Ap / (3.8)

Par le méme argument utilisé dans la preuve du lemme 3.1 il vient :
W/(t) SE(EFw? = (Lf + 0)u(t)’) /7 +m
P*

En suivant les mémes lignes que dans la preuve du lemme 3.1 il suit :

1 (L{ +9) +_ ot
T rorr e g ) < lminfsT -

Puisque = +— —L-II,(x) est croissante alors nous avons l'inégalité gauche de i).
x

pF(s)

et en utilisant le résultat du lemme 3.1

D’autre part, puisque v < limsup,_,
nous avons

liminf 37 —at <b—a

Ce qui acheve la preuve. [ |
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Puisque ((L+(p),K+(p))a(L—(p)aK—(p))) € B, il existe ((s,1),(z,y)) € A tel
que (Ly(p), K- (p)) €5t et (L(p), K_(p)) €l y[>. Nous choisissons (L}, K7)
et (L7, Ky) de telle sorte que L = s, L] =z, K{" € [s,t] et K| € [x,y]. D’olt nous
obtenons :

(L;)l/p p([L(}L) + (L1—1)1/pﬂp([L(1—) >b—a (3-9)

Or d’apres les lemmes 2.2 et 3.2 on conclut que le probleme (P) est solvable pour
tout h € L'(a, ). m
4 Remarques

REMARQUE 2: Nous pouvons établir d’'une maniere "duale” a Celle du théoreme
1.1 le résultat suivant :

Théoreme 4.1 Supposons que sign(s)f(s) — 400, quand |s| — +00

F
A1(p) < lim supp (5)
s—Fo0 |S|p

S5 0

et

f(s)
tmsup & s

Alors (P) admet au moins une solution pour tout h € L'(a,b).

< A2(p)

REMARQUE 3: Considérons le probleme suivant :

—(pp(u)) = flx,u) + h(x) dans |a, b[
(4.1) { w(@) = u(b) =0

ou f : [a,b] x R — R satisfait a la condition de Carathéodory (c’est a dire f(x,.) est
continue pour p.p. dans [a,b], f(., s) est mesurable pour tout s € R) et pour chaque
k > 0 il existe ¢, dans L'(a, b) telle que :

|f(z,s)] < ¢p(x) pour p.p. dans [a,b] et pour tout |s| < k.
En suivant les mémes lignes que dans la preuve du théoreme 1.1 nous pouvons établir

le résultat suivant :

Théoreme 4.2 Supposons qu’il existe deuzr fonctions continues fy : R — R telles
que lims_ 100 = fi(s) = 400, f(x,s) < f_(s) pour tout s < —cqy et p.p. dans [a,b],
pF(s)

Kl

f(z,s) < fi(s) pour tout s > ¢o et p.p. dans [a,b] et \(p) < limsup,_,,

ou l'une des deux conditions :

f(z,s)
p(s)

f(z,s)
p(s)

1. limsup,_, | < Aa(p) et limsup,_, < Xa(p) uniformément en

x € [a,b].
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f(z,s)
bp(s)

2. limsup,_,_ < Xao(p) et limsup,_, < Aa(p) uniformément en
s 00 s§—-+00

x € [a,b].

Alors le probléme (4.1) est solvable pour tout h € L*(a,b).

5 Exemples

Nous allons donner deux exemples d’application des théorémes précédents dans
le cas p = 2.

EXEMPLE 1:
soit f: R — R une fonction définie par

25(1 +sin(s)) +1Ins sios>1
f(s)=¢ as+a si —1<s<1
ssin(In(1 —s)) — % cos(In(l —s))7= +2s si s<—1

avec a = ((1 +sinl) — 1sin(In2) — 1 cos(In2)
Par un calcul simple nous avons :

s? —2scoss+sins+ [yIntdt si s>1

82

F(S): a;—kas si —1<s<1
s?sin(In(1 — s)) + s? sios< -1

Nous vérifions facilement que

2F
lim infS—"f’OO & = 07 lims—>+oo # = 27 lim SUPs 400 & =4
s s s
2F 2F
liminf, . fs) = 2, liminf, . o §S> = 1, limsup,,_ . # = 3,
s s s
limsup, , s) = — et sign(s)f(s) — 400, quand |s|] — +o0. Donc d’apres

S 2
le théoreéme 1.1, pour tout h € L*(0,7), le probleme

—u" = f(u)+ h(z)
u(0) = u(mr)=0

admet au moins une solution. Notons que cet exemple ne peut étre traité ni par le

résultat de [D-O], ni par celui de [N-Z].

EXEMPLE 2: Soient a, = 0,a,, = 2",b, = 2" — 5zbg, b, = 2" + gmr,n > 1,7 €
])\17 )\2 [
soit f : R — R une fonction impaire définie par

S st S€E [O, 31/16] U [b2n+17 bgn+2] U [bgn+2, bgn+3] etn>0
f(s) =< Inag,t1 si s=agms1 et n>0
(agns2)® st = ag,4zetn >0
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et en connectant les valeurs aux points by, a,, b, d'une maniere linéaire comme le
décrit la figure suivante :

)\28
Ys

)\18

‘Ins

/ /
bont1 bhnyr bonso G2n+2 Do yp
A2n+1

Nous avons : o
lim infs_’ioo & = 07 lims—d:oo # =7 lim SUPs—+o00 f(S) =
s s
et sign(s)f(s) — +oo, quand |s| — +oc.
Donc d’apres le théoreme 1.2, le probleme (P) admet au moins une solution.

Nous remercions Mr J.P.GOSSEZ pour diverses remarques liées a notre étude.
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