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Abstract. The invariance of a closed and convex set under a semigroup
S(t) associated with a nonlinear form is investigated. Other properties of
increase and domination of the semigroup S(t) are also derived. Examples
are also given to demonstrate the power of the theoretical results.

0. Introduction

Soit H un espace de Hilbert sur K = R ou C. Etant donnés V un autre
espace de Hilbert sur K s’injectant continûment dans H avec image dense,
et a(u, v) une forme sesquilinéaire sur V × V continue, positive et elliptique
(c’est-à-dire Re a(u, u) ≥ 0, et Re a(u, u) + ‖u‖2H ≥ c‖u‖2V pour u ∈ V ,
avec c > 0), on associe à (V, a) un semi-groupe S(t) continu (en fait analy-
tique), de contractions (linéaires) sur H dont le générateur infinitésimal est
la restriction à H de u→ a(u, ·).

Récemment E. M. Ouhabaz dans [8] a caractérisé à l’aide de a(u, v)
l’invariance par S(t) d’un convexe fermé C de H et, dans le cas où H est
réticulé il caractérise la positivité de S(t), la domination de S(t) par un autre
semi-groupe T (t) associé à un couple (W, b), et il applique, entre autres, ses
résultats à des formes différentielles du type,

a(u, v) =
∑
i,j

∫
Ω
aijDiuDjvdx+

∑
i

∫
Ω
(aiuDiv + bivDiu)dx+

∫
Ω
buvdx

sur V × V , avec V un sous espace fermé de H1(Ω), Ω un ouvert de RN,
H = L2(Ω), aij , ai, bi, b ∈ L∞(Ω) avec∑

i,j

aijξiξj ≥ c | ξ |2 p.p. pour tout ξ ∈ RN où c > 0.
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Dans cet article on étend ses résultats au cas non linéaire. Pour cela on
se donne V un espace de Banach réel tel que V s’injecte continûment dans
H, a(u, v) une forme sur V × V hémicontinue en u, linéaire continue en
v, monotone dans le sens a(u, u − û) ≥ a(û, u − û) et Φ : V →] − ∞,∞]
convexe semi-continue inférieurement telle que le domaine effectif D(Φ) =
{v ∈ V ; Φ(v) <∞} est non vide. Moyennant une hypothèse de coercivité (cf.
(1.6)) on peut associer à (V, a,Φ) un semi-groupe continu de contractions
(non linéaires) sur D(Φ) (adhérence de D(Φ) dans H). On note S(t) la
composition de ce semi-groupe avec la projection sur le convexe D(Φ). Par
abus de langage on dira encore que S(t) est le semi-groupe sur H associé à
(V, a,Φ) (on a S(t + s) = S(t) ◦ S(s), t → S(t)u est continue, S(t) est une
contraction de H, mais S(0) 
= IdH si D(Φ) n’est pas dense dans H).

Dans une première partie on montre que si C est un convexe fermé de H
et si PC est la projection sur C alors,
S(t)C ⊂ C si et seulement si pour tout u ∈ D(Φ), PCu ∈ D(Φ) et

Φ(PCu) ≤ Φ(u) + a(u, u− PCu).

Dans la deuxième partie on prend H = L2(Ω,B, µ;R) où (Ω,B, µ) est
un espace mesuré, on caractérise la croissance de S(t) sur H, ainsi que la
comparaison de S(t) avec T (t) semi-groupe sur H associé à un autre triplet
(W, b,Ψ). Plus précisément si S(t) et T (t) laissent invariant un convexe
fermé Γ et si S(t) ou T (t) est croissant sur Γ, on caractérise

S(t)u ≤ T (t)u pour tout u ∈ Γ et tout t ≥ 0.

Dans la troisième partie on prend H = L2(Ω,B, µ;K) avec K = R ou C

et étant donnés S(t) et T (t) des semi-groupes sur H associés à des triplets
(V, a,Φ) et (W, b,Ψ) respectivement, si l’on suppose T (t) ≥ 0 et croissant sur
H+

R
= L2(Ω,B, µ;R+) on caractérise la domination de S(t) par T (t) c’est-à-

dire
|S(t)u| ≤ T (t) | u | pour tout u ∈ H et tout t ≥ 0.

Dans les sections 4 et 5 on traite deux exemples d’applications à des formes
différentielles concrètes.

Dans la partie 4, H = L2(]0, 1[), V =W 1,p(]0, 1[), < p <∞,

a(u, v) =
∫ 1

0
[a0(·, u, u′)v + a1(·, u, u′)v′]dx,

Φ(u) = ϕ(u(0), u(1));
et l’on caractérise la croissante de S(t) à l’aide de ϕ.

Dans la partie 5, H = L2(Ω) où Ω est un ouvert borné régulier de RN,
V =W 1,p(Ω) ∩ L2(Ω), 1 < p <∞,

a(u, v) =
∫
Ω
a0(·, Du) ·Dv dx,

Φ(u) =
∫
Ω̄
ϕ(·, u)dµ où µ est une mesure de Radon positive sur Ω̄

d’énergie finie relativement à V et ϕ une intégrande convexe normale sur
Ω̄× R;
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l’on donne des conditions nécessaires et des conditions suffisantes de com-
paraison et de domination de S(t) et de T (t) (semi-groupe associé à un autre
triplet V, b,Ψ) du même type que (V, a,Φ).

L’étude du cas non linéaire apporte un éclaircissement nouveau sur le cas
linéaire.

1. Résultats généraux d’invariance

Soit H est un espace de Hilbert réel de produit scalaire (·, ·) et de norme
‖ · ‖. Pour tout sous-ensemble E de H on notera E la fermeture de E dans
H et, pour tout convexe fermé C de H, PC désignera la projection de H sur
C.

On se donne V un sous-espace vectoriel de H, a une application de V ×V
dans R et Φ une application de V dans ]−∞,+∞] vérifiant les hypothèses
suivantes:
(1.1) V est un espace de Banach réflexif de norme ‖ · ‖V ≥ ‖ · ‖, de dual V ′;
(1.2) a(u, .) ∈ V ′ pour tout u ∈ V ;
(1.3) a(u, û− u) ≤ a(û, û− u) pour tout u, û ∈ V (monotonie);
(1.4) lim

t↓0
a(u+ tv, w) = a(u,w) pour tout u, v, w ∈ V (hémicontinuité);

(1.5) Φ est convexe, semi-continue inférieurement (s.c.i) de domaine effectif
D(Φ) = {u ∈ V ; Φ(u) < +∞} non vide;

(1.6) pour tout u0 ∈ D(Φ), lim
‖u‖V →+∞

a(u, u− u0) + Φ(u) + ‖u‖2
‖u‖V

= +∞
(coercivité).

On note Aa,Φ l’opérateur de H associé à a et Φ défini par,

(1.7) v ∈ Aa,Φ(u) ⇐⇒
{
u ∈ D(Φ), v ∈ H et, pour tout w ∈ V
Φ(u) + (v, w − u) ≤ Φ(w) + a(u,w − u)

Aa,Φ est un opérateur maximal monotone de H (cf. Remarque 1.6), −Aa,Φ

engendre donc un semi-groupe continu de contractions sur D(Aa,Φ) convexe
fermé de H, noté e−tAa,Φ pour t ≥ 0 (cf. [2]).

Rappelons que pour u0 ∈ D(Aa,Φ) u(t) = e−tAa,Φu0 est l’unique fonction
de [0,∞[→ H localement absolument continue vérifiant u′(t) + Aa,Φu(t) �
0 pp t ≥ 0 , u(0) = u0.

Notons alors pour tout t ≥ 0

(1.8) Sa,Φ(t) = e−tAa,Φ ◦ P
D(Aa,Φ)

Par abus de langage, on dira que Sa,Φ(t) est le semi-groupe sur H 1 associé
à (V, a,Φ).

Enfin si C est un convexe fermé de H on notera IC : V → [0,∞],
l’application convexe s.c.i définie par IC(u) = 0 si u ∈ C ∩V et IC(u) = +∞
sinon. On peut alors énoncer le résultat principal de ce papier,

1on a: pour tout t ≥ 0 Sa,Φ(t) est une contraction de H dans H, Sa,Φ(t + s) =
Sa,Φ(t) ◦ Sa,Φ(s) pour tout t, s ∈ [0, ∞], t → Sa,Φ(t)u est continu sur [0, ∞[ pour tout
u ∈ H, mais Sa,Φ(0) �= IdH si D(Aa,Φ) n’est pas dense dans H.
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Théorème 1.1. Soit C un convexe fermé de H. On note S(t) = Sa,Φ(t) et
SC(t) = Sa,Φ+IC

(t).
Les assertions suivantes sont équivalentes:

i) Pour tout u ∈ C et tout t ≥ 0, S(t)u ∈ C;
ii) Pour tout u ∈ D(Φ), PCu ∈ D(Φ) et

(1.9) Φ(PCu) ≤ Φ(u) + a(PCu, u− PCu);

iii) Pour tout u ∈ D(Φ), PCu ∈ D(Φ) et

(1.10) Φ(PCu) ≤ Φ(u) + a(u, u− PCu);

iv) Pour tout u ∈ C et tout t ≥ 0

(1.11) S(t)u = SC(t)u.

Exemple 1.2. Si Φ = 0 et C est un sous-espace vectoriel fermé de H, alors,
S(t)u ∈ C pour tout u ∈ C et tout t ≥ 0, si et seulement si PCu ∈ V pour
tout u ∈ V et a(u, v) = 0 pour tout u ∈ V ∩ C et tout v ∈ V ∩ C⊥.
Exemple 1.3. Soit H = L2(Ω,B, µ;R) où (Ω,B, µ) est un espace mesuré ;

H est muni du produit scalaire usuel (u, v) =
∫
uvdµ.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(1.12)

i) Pour tout u ≥ 0 et tout t ≥ 0, S(t)u ≥ 0;

ii) Pour tout u ∈ D(Φ), u+ ∈ D(Φ) et Φ(u+) + a(u+, u−) ≤ Φ(u);

iii) Pour tout u ∈ D(Φ), u+ ∈ D(Φ) et Φ(u+) + a(u, u−) ≤ Φ(u).

Lorsque ces propriétés sont vérifiées on dit que S(t) est positif.
Exemple 1.4. Dans cet exemple on montre comment le théorème 1.1 étend
les résultats de E. M. Ouhabaz ([7], [8]).
HC est un espace de Hilbert complexe de produit scalaire (·, ·)C et de norme
‖.‖, aC : D(aC) × D(aC) → C est une forme sesquilinéaire de domaine
D(aC) ,C-sous-espace vectoriel de HC. On suppose que aC est positive, con-
tinue et fermée c’est-à-dire, vérifie,

(1.13)




i) Re aC(u, u) ≥ 0 pour tout u ∈ D(aC);

ii) aC est continue pour la norme‖.‖aC
de D(aC) définie par

‖u‖2aC
= Re aC(u, u) + ‖u‖2;

iii) (D(aC), ‖.‖aC
) est un espace de Hilbert.

Soit A l’opérateur C-linéaire (multivoque) de HC défini par

v ∈ Au⇐⇒ u ∈ D(aC), v ∈ HC et (v, w)C = aC(u,w) pour tout w ∈ D(aC).

Si D(aC) est dense dans HC A est univoque et il est connu (cf. par exemple
[6]) que −A engendre un semi-groupe holomorphe e−tA sur HC.
D’autre part si l’on prend pour H,HC muni du produit scalaire réel (·, ·) =
Re(·, ·)C, il est clair que le triplet (V = D(aC), a = Re aC,Φ = 0) vérifie
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les hypothèses (1.1) à (1.6). Alors l’opérateur AaC
défini par (1.7) avec

a = Re aC et Φ = 0 cöıncide avec A. En effet,

v ∈ AaC
⇐⇒ u ∈ D(aC), v ∈ HC et Re(v, w)C = Re(aC(u,w))

pour tout w ∈ D(aC), et l’on remarque que:
Re(v, w)C = ReaC(u,w) pour tout w ∈ D(aC) =⇒ Im(v, w)C = Re(v, iw)C
= Re aC(u, iw) = Im aC(u,w) pour tout w ∈ D(aC).
Donc, si D(aC) est dense dans HC, SaC

(t) défini par (1.8) associé à AaC

cöıncide avec e−tA. Dans le cas où D(aC) n’est pas dense, SaC
(t) cöıncide

avec le semi-groupe considéré par E. M. Oubahaz dans [8].
Supposons de plus que HC = HR⊕iHR où HR est un R-sous-espace vectoriel
fermé de HC vérifiant

(1.14) (u, v)C ∈ R pour tout u, v ∈ HR.

Pour u ∈ HC on note Re u (resp. Imu) la projection de u (resp. −iu) sur
HR parallèlement à iHR, on a alors u = Re u + iIm u. L’hypothèse (1.14)
implique que Re u = PHR

u. Alors d’après l’exemple 1.2. on peut affirmer
que les assertions suivantes sont équivalentes:

(1.15)




i) Pour tout u ∈ HR et tout t ≥ 0, SaC
(t)u ∈ HR;

ii) Pour tout u ∈ D(aC), Re u ∈ D(aC) et

pour tout u, v ∈ D(aC) ∩HR, aC(u, v) ∈ R.

Lorsque ces propriétés sont vérifiées on dit que SaC
(t) est réel.

Si HC = L2(Ω,B, µ;C) muni du produit scalaire (u, v)C =
∫
uv̄dµ, HR =

L2(Ω,B, µ;R), H+
R
= L2(Ω,B, µ;R+) avec (Ω,B, µ) un espace mesuré, alors

la linéarité de SaC
(t), (1.12) et (1.15) nous permettent d’affirmer que:

1) SaC
(t)H+

R
⊂ H+

R
pour tout t ≥ 0 =⇒ SaC

(t)HR ⊂ HR pour tout t ≥ 0;

2) Si SaC
(t)HR ⊂ HR pour tout t ≥ 0, alors les propriétés suivantes sont

équivalentes:

i) Pour tout u ∈ H+
R

et tout t ≥ 0, SaC
(t)u ∈ H+

R
;

ii) Pour tout u ∈ D(aC) ∩HR, u
+ ∈ D(aC) et aC(u+, u−) ≤ 0;

iii) Pour tout u ∈ D(aC) ∩HR, u
+ ∈ D(aC)et aC(u, u−) ≤ 0.

Exemple 1.5. a) Soit H = L2(Ω,B, µ;K) où (Ω,B, µ) est un espace mesuré,

K = R ou C, H est muni du produit scalaire réel (u, v) = Re
∫
uv̄dµ. Pour

u ∈ H on note: ‖u‖∞ = sup
x∈Ω

ess|u(x)|, sign u défini pour presque tout

x ∈ Ω par sign u(x) =
u(x)
|u(x)| si u(x) 
= 0, sign u(x) = 0 si u(x) = 0, et si

c ∈ R |u| ∧ c = inf(|u|, c). (V, a,Φ) vérifie les hypothèses (1.1) à (1.6). On
pose S(t) = Sa,Φ(t). Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) Pour tout u ∈ H et tout t ≥ 0, ‖S(t)u‖∞ ≤ ‖u‖∞;



242 LOUISE BARTHÉLEMY

ii) Pour tout c ∈ ]0,∞[ et tout u ∈ D(Φ), (|u| ∧ c)sign u ∈ D(Φ) et

Φ(|u| ∧ c)sign u) ≤ Φ(u) + a
(
|u| ∧ c)sign u, (|u| − c)+sign u

)
;

iii) Pour tout c ∈]0,∞[ et tout u ∈ D(Φ), (|u| ∧ c)sign u ∈ D(Φ) et

Φ((|u| ∧ c)signu) ≤ Φ(u) + a
(
u, (|u| − c)+signu

)
.

En effet, si pour c ∈]0,∞[ l’on désigne par Bc le convexe fermé de H défini
par

Bc := {u ∈ H; |u| ≤ c}
alors
i)⇐⇒ pour tout c ∈]0,∞[, pour tout u ∈ Bc et tout t ≥ 0, S(t)u ∈ Bc.
Il suffit donc d’appliquer le théorème 1.1 en remarquant que,

PBcu = (|u| ∧ c)sign u et u− PBcu = (|u| − c)+signu.
b) Reprenons l’exemple linéaire 1.4 avec HC = L2(Ω,B, µ;C). SaC

(t) étant
linéaire, la propriété i) précédente est équivalente à , pour tout u ∈ B1 et
t ≥ 0 SaC

(t)u ∈ B1. Alors en traduisant le résultat de a) on retrouve la
caractérisation de E. M. Ouhabaz de la L∞ contractivité:
les assertions suivantes sont équivalentes:

i) Pour tout u ∈ H et tout t ≥ 0, ‖SaC
(t)u‖∞ ≤ ‖u‖∞;

ii) Pour tout u ∈ D(aC), (|u| − 1)+signu ∈ D(aC) et ReaC((|u| ∧ 1)signu,
(|u| − 1)+signu) ≥ 0;

iii) Pour tout u ∈ D(aC), (|u| − 1)+sign u ∈ D(aC) et ReaC(u, (|u| −
1)+sign u) ≥ 0.

Avant de démontrer le théorème faisons quelques remarques concernant
l’opérateur A = Aa,Φ.

Remarque 1.6. Il est classique que lorsque V est dense dans H,A est
maximal monotone dans H (cf. [3]). Or nous ne faisons pas cette hypothèse;
voyons comment s’y ramener. Notons H0 = V espace de Hilbert s’injectant
continûment dans V ′ et H⊥

0 son orthogonal dans H.
Alors, comme on vient de le rappeler, l’opérateur A0 de H0 défini par

v ∈ A0u⇐⇒
{
u ∈ D(Φ), v ∈ H0 et pour tout w ∈ V
Φ(u) + (v, w − u) ≤ Φ(w) + a(u,w − u)

est maximal monotone dans H0. On en déduit la maximale monotonie de A
en remarquant que D(A) = D(A0) et pour u ∈ D(A) Au = A0u+H⊥

0 .

Remarque 1.7. Si A est un opérateur maximal monotone de H et si C
est un convexe fermé de H on sait (cf. [2], Proposition 4.5) que

S(t)C ⊂ C pour tout t ≥ 0 ⇐⇒ (I + λA)−1C ⊂ C pour tout λ > 0,

où S(t) = e−tAoP
D(A) et I est l’identité de H.

Le lemme suivant est fondamental pour démontrer le théorème 1.1.
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Lemme 1.8. Soit A = Aa,Φ et pour λ > 0 Jλ = (I + λA)−1 sont les
résolvantes de A. Alors,
1) D(A) = D(Φ) = D(∂Φ);
2) Si u ∈ D(Φ) alors lorsque λ ↓ 0, Jλu → u dans H, Jλu ⇀ u

pour σ(V, V ′), a(Jλu,w) → a(u,w) pour tout w ∈ V, a(Jλu, Jλu) →
a(u, u) et Φ(Jλu) → Φ(u).

Preuve du lemme. 1) Comme D(A) ⊂ D(∂Φ) ⊂ D(Φ), D(A) = D(Φ) =
D(∂Φ) ⇐⇒ D(Φ) ⊂ D(A).

Soit u ∈ D(Φ) ; notons uλ = Jλu = (I + λA)−1u. Comme
u− uλ

λ
∈ Auλ on

a d’après (1.7) et (1.3), pour tout w ∈ D(Φ),

(1.16)
Φ(uλ) +

1
λ
(u− uλ, w − uλ) ≤ Φ(w) + a(uλ, w − uλ)

≤ Φ(w) + a(w,w − uλ).

Appliquons (1.16) avec w = u, il vient,

(1.17)
a(u, uλ − u) + Φ(uλ) ≤ a(uλ, uλ − u) + Φ(uλ)

≤ −1
λ

‖u− uλ‖2 +Φ(u) ≤ Φ(u),

d’où
a(uλ, uλ − u) + Φ(uλ) + ‖uλ‖2

‖uλ‖V
≤ Φ(u) + ‖uλ‖2

‖uλ‖V
≤ Φ(u)

‖uλ‖V
+ ‖uλ‖.

Or on sait que uλ → u = P
D(A)u dans H (cf. [2]), on en déduit d’après (1.6)

que (uλ)λ>0 est bornée dans V .
Maintenant on montre que u = u ce qui implique u ∈ D(A).
On sait (cf. [9] théorème 3.18) que D(∂Φ) est dense dans D(Φ) pour la
topologie de V , donc il existe (αn, βn) ∈ ∂Φ telle que αn → u dans V .
Utilisant (1.16) avec w = αn il vient que,

(u− uλ, αn − uλ) ≤ λ (Φ(αn)− Φ(uλ) + a(αn, αn − uλ))

≤ λ (< βn, αn − uλ >V ′,V +a(αn, αn − uλ)
)
.

(uλ)λ>0 étant bornée dans V et uλ → u dans H, lorsque λ ↓ 0, on a (u −
u, αn − u) ≤ 0, puis faisant n→ ∞ il vient que ‖u− u‖2 ≤ 0 d’où u = u.

2) On a donc uλ → u dans H et (uλ)λ>0 bornée dans V , on en déduit que
uλ ⇀ u pour σ(V, V ′). Φ étant s.c.i. on tire alors de (1.17) que Φ(uλ) → Φ(u)
et a(uλ, uλ − u) → 0 lorsque λ ↓ 0.
Enfin utilisant (1.3) il est aisé de vérifier que pour tout t > 0 et tout w ∈ V

lim
λ↓0

inf a(uλ, w) ≥ a(u− tw,w),

puis utilisant (1.4), il vient que a(uλ, w) → a(u,w) et a(uλ, uλ) → a(u, u)
lorsque λ ↓ 0.
Preuve du théorème 1.1. On note A = Aa,Φ, S(t) = Sa,Φ(t) et pour λ >
0 Jλ = (I + λA)−1.
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1) On montre que i) =⇒ ii): en faisant t = 0 dans i) on a d’après le lemme
1.8

P
D(Φ)u = P

D(A)u ∈ C pour tout u ∈ C

ce qui est équivalent à,

PCu ∈ D(Φ) pour tout u ∈ D(Φ). 2

Maintenant soient u ∈ D(Φ) et v = PCu ∈ D(Φ). Pour λ > 0, on a d’après
(1.16) avec v, Jλv, u au lieu de u, uλ, w respectivement,

(1.18)

a(Jλv, Jλv − u) + Φ(Jλv) ≤ Φ(u) +
1
λ
(v − Jλv, Jλv − u)

= Φ(u)− 1
λ
‖v − Jλv‖2 + 1

λ
(v − Jλv, v − u)

≤ Φ(u)

car v = PCu et Jλv ∈ C d’après la remarque 1.7 ; on a donc

a(Jλv, Jλv − u) + Φ(Jλv) + ‖Jλv‖2
‖Jλv‖V

≤ Φ(u)
‖Jλv‖V

+ ‖Jλv‖.

(Jλv)λ>0 étant bornée dans H, d’après (1.6) on en déduit que (Jλv)λ>0 est
bornée dans V . Comme v ∈ D(A) = D(Φ), Jλv → v dans H et Jλv ⇀ v
pour σ(V, V ′) lorsque λ ↓ 0. D’après (1.18) et (1.3) on a alors Φ(v) ≤
lim inf Φ(Jλv) ≤ Φ(u) + a(u, u− v) donc v ∈ D(Φ). D’après le lemme 1.8 et
(1.18) on en déduit la relation (1.9) du théorème.

2) Montrons iii) ⇒ iv): Tout d’abord il est clair que Φ + IC est convexe
s.c.i sur V et que Φ + IC ≥ Φ entraine que (a,Φ + IC) vérifie l’hypothèse
de coercivité (1.6) donc SC(t) = Sa,Φ+IC

(t) est défini. Soit u ∈ C. Utilisons
(1.10) avec uλ = Jλu ∈ D(Φ) et (1.16) avec u, uλ et w = PCuλ ∈ D(Φ), il
vient que,

0 ≤ Φ(uλ)− Φ(PCuλ) + a(uλ, uλ − PCuλ)

≤ 1
λ
(u− uλ, uλ − PCuλ)

=
1
λ
(u− PCuλ, uλ − PCuλ)− 1

λ
‖uλ − PCuλ‖2

≤ −1
λ

‖uλ − PCuλ‖2

2Si C1 et C2 sont des convexes fermés de H on a : PC1C2 ⊂ C2 ⇐⇒ PC2C1 ⊂ C1 ⇐⇒
PC1C2 = PC2C1 ⇐⇒ PC1C2 = C1 ∩ C2.
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on en déduit que uλ ∈ C. On a alors

uλ = (I + λA)−1u⇐⇒ Φ(uλ) +
1
λ
(u− uλ, w − uλ)

≤ Φ(w) + a(uλ, w − uλ) ∀w ∈ D(Φ)

=⇒ (Φ + IC)(uλ) +
1
λ
(u− uλ, w − uλ)

≤ (Φ + IC)(w) + a(uλ, w − uλ) ∀w ∈ D(Φ) ∩ C
⇐⇒ uλ = (I + λAC)−1u

où AC = Aa,Φ+IC
. On a donc, pour tout u ∈ C et tout λ > 0, (I +

λA)−1u = (I + λAC)−1u, alors d’après la formule exponentielle S(t)u =

lim
n→∞(I +

t

n
A)−nu pour tout u ∈ H (cf. [2, Coroll. 4.4]) on en déduit (1.11).

3) iv) ⇒ i) est immédiat car SC(t) est à valeurs dans D(Φ) ∩ C ⊂ C, et ii)
⇒ iii) d’après (1.3).

On termine cette section par un théorème équivalent au théorème 1.1, d’un
énoncé plus lourd mais qui nous sera très utile dans les sections suivantes.

Théorème 1.9. H,V, a,Φ sont comme au début de la section, (V, a,Φ)véri-
fiant les hypothèses (1.1) à (1.6); S(t) = Sa,Φ(t), SΓ(t) = Sa,Φ+IΓ(t) pour
tout convexe fermé Γ de H. Soient C0 et C deux convexes fermés de H
vérifiant,

(1.19) pour tout u ∈ C0, PCu ∈ C0.
On suppose C0 invariant par S(t) c’est-à-dire,

(1.20) pour tout u ∈ C0 et tout t ≥ 0, S(t)u ∈ C0.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes,

i) Pour tout u ∈ C ∩ C0, et tout t ≥ 0, S(t)u ∈ C;
ii) Pour tout u ∈ D(Φ)∩C0, PCu ∈ D(Φ) et Φ(PCu) ≤ Φ(u)+a(PCu, u−
PCu);

iii) Pour tout u ∈ D(Φ)∩C0, PCu ∈ D(Φ) et Φ(PCu) ≤ Φ(u)+a(u, u−
PCu);

iv) Pour tout u ∈ C ∩ C0 et tout t ≥ 0, S(t)u = SC∩C0(t)u.
Preuve. Il est clair que le théorème 1.1 est un cas particulier du théorème
1.9 en prenant C0 = H. Le théorème 1.9 est une conséquence immédiate
du théorème 1.1 en remarquant d’une part que (1.20) implique que i) est
équivalent à, SC0(t)u ∈ C ∩ C0 pour tout u ∈ C ∩ C0, et tout t ≥ 0, d’autre
part (1.19) implique que,

PC∩C0u = PCu pour u ∈ C0.

2. Application à la comparaison de semi-groupes

Dans cette section H = L2(Ω,B, µ;R) muni du produit scalaire (u, v) =∫
uvdµ, (Ω,B, µ) étant un espace mesuré.
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On se donne V et W des sous-espaces vectoriels de H, a : V × V → R, b :
W ×W → R, Φ : V →]−∞,+∞], Ψ :W →]−∞,+∞] et l’on suppose que
(V, a,Φ) et (W, b,Ψ) vérifient les hypothèses (1.1) à (1.6). Les notations sont
celles de I.

1) Résultats.

On a le critère de comparaison suivant:

Théorème 2.1. Les notations et hypothèses sont celles qui précèdent. On
note S(t) = Sa,Φ(t) et T (t) = Sb,Ψ(t). On se donne Γ un convexe fermé de
H vérifiant

(2.1) pour tout v, w ∈ Γ, v ∧ w ∈ Γ et v ∨ w ∈ Γ.

On suppose que Γ est invariant par S(t) et T (t) c’est-à-dire

(2.2) pour tout u ∈ Γ et tout t ≥ 0 S(t)u ∈ Γ et T (t)u ∈ Γ.

Les assertions suivantes sont équivalentes,
i) Pour tout v, w dans Γ tels que v ≤ w et pour tout t ≥ 0, S(t)v ≤ T (t)w;
ii) Pour tout v ∈ D(Φ)∩Γ et w ∈ D(Ψ)∩Γ, v∧w ∈ D(Φ), v∨w ∈ D(Ψ)

et

(2.3) Φ(v ∧w)+Ψ(v ∨w) ≤ Φ(v)+Ψ(w)+ a(v, (v−w)+)− b(w, (v−w)+.
En remplaçant T (t) par S(t), on a le corollaire immédiat suivant,

Corollaire 2.2. Soit S(t) = Sa,Φ(t) et soit Γ un convexe fermé de H.
On dit que S(t) est croissant sur Γ si pour tout v, v̂ ∈ Γ tels que v ≤ v̂ et
tout t ≥ 0, S(t)v ≤ S(t)v̂.
On suppose que Γ vérifie (2.1) et est invariant par S(t). Alors, S(t) est
croissant sur Γ si et seulement si, pour tout v, v̂ ∈ D(Φ) ∩ Γ, v ∧ v̂, v ∨ v̂ ∈
D(Φ) et

(2.4) Φ(v ∧ v̂) + Φ(v ∨ v̂) ≤ Φ(v) + Φ(v̂) + a(v, (v − v̂)+)− a(v̂, (v − v̂)+).
Remarque 2.3. Le théorème 2.1 nous permet de comparer S(t) et T (t)
sur Γ en remarquant que,
1) La propriété i) implique que pour tout t ≥ 0, S(t) ≤ T (t) sur Γ dans

le sens S(t)u ≤ T (t)u pour tout u dans Γ.
2) Si l’on suppose S(t) ou T (t) croissant sur Γ alors la réciproque est vraie,

plus précisément, S(t) ≤ T (t) sur Γ pour tout t ≥ 0 si et seulement si
i) ou ii) du théorème 2.1 est vérifiée.

Corollaire 2.4. On suppose Φ = 0 et Ψ = 0 et l’on note S(t) = Sa,0(t), T (t)
= Sb,0(t). On suppose de plus que S(t) est croissant sur H ou T (t) est crois-
sant sur H. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) Pour tout u ∈ H et tout t ≥ 0, S(t)u ≤ T (t)u;
ii) V =W , pour tout v ∈ V on a v+ ∈ V et

(2.5) b(v, w) ≤ a(v, w) pour tout v ∈ V,w ∈ V ∩H+.
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Preuve du corollaire 2.4. D’après la remarque 2.3. i) du corollaire 2.4. est
équivalent à ii) du théorème 2.1 avec Γ = H, qui se traduit ici par: V =W ,
pour tout v ∈ V on a v+ ∈ V et

(2.6) b(v̂, (v − v̂)+) ≤ a(v, (v − v̂)+) pour tout v, v̂ ∈ V
Pour v ∈ V et w ∈ V ∩H+ on prend v̂ = v− tw avec t > 0; en utilisant (1.2)
et l’hémicontinuité (1.4), en faisant t → 0+ on obtient que (2.6) implique
(2.5). On suppose (2.5) ; on prend v, v̂ ∈ V et w = (v − v̂)+ on obtient
d’après (2.4),

b(v̂, (v− v̂)+) ≤ b(v, (v− v̂)+) ≤ a(v, (v− v̂)+) si T (t) est croissant pour
tout t ≥ 0,
b(v̂, (v− v̂)+) ≤ a(v̂, (v− v̂)+) ≤ a(v, (v− v̂)+) si S(t) est croissant pour
tout t ≥ 0.

2) Démonstrations.

Pour démontrer le théorème 2.1 on se ramène à un résultat plus général
qui sera en partie une conséquence immédiate du thèorème 1.9. et qui nous
servira dans la section suivante sur la domination.
Dans la proposition suivante H est un espace de Hilbert quelconque, V,W
des sous-espaces vectoriels de H, a : V × V → R, b : W ×W → R, Φ :
V →]−∞,+∞], Ψ :W →]−∞,+∞]; on suppose que (V, a, φ) et (W, b, ψ)
vérifient les hypothèses (1.1) à (1.6).
On se place dans l’espace de Hilbert H = H ×H muni du produit scalaire(
(v, w), (v̂, ŵ)

)
H = (v, v̂)H + (w, ŵ)H . On note

V = V ×W muni de la norme ‖(v, w)‖V = (‖v‖2V + ‖w‖2W )
1
2 ,

Q : V →] − ∞,+∞] définie par Q(v, w) = Φ(v) + Ψ(w) avec D(Q) =
D(Φ)×D(Ψ),

A : V × V → R définie par A((v, w), (v̂, ŵ)) = a(v, v̂) + b(w, ŵ).
Il est clair que (V,A,Q) vérifie les hypothèses (1.1) à (1.6).
Si S(t) est le semi-groupe sur H associé à (V,A,Q) défini par (1.8) on a

(2.7) S(t)(v, w) =
(
Sa,Φ(t)v, Sb,Ψ(t)w

)
pour tout (v, w) ∈ H.

Proposition 2.5. Les hypothèses et notations sont celles qui précèdent. On
se donne C0 et C deux convexes fermés de H et deux applications α et β de
C0 dans H vérifiant,

(2.8)




pour tout t, s ∈ [0, 1] avec t+ s ≤ 1 et tout (v, w) ∈ C0,

(vt, ws) :=
(
(1− t)v + tα(v, w), (1− s)w + sβ(v, w)

)
∈ C0 et

α(vt, ws) = v1−s, β(vt, ws) = w1−t;

(2.9) pour tout (v, w) ∈ C0, PC(v, w) = (v 1
2
, w 1

2
).

On suppose C0 invariant par S(t) c’est-à-dire pour tout (v, w) ∈ C0 et tout
t ≥ 0 S(t)(v, w) ∈ C0. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes,
i) Pour tout (v, w) ∈ C0 ∩ C et tout t ≥ 0, S(t)(v, w) ∈ C;
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ii) Pour tout (v, w) ∈ D(Φ)×D(Ψ)∩C0, α(v, w) ∈ D(Φ), β(v, w) ∈ D(Ψ)
et

(2.10)
Φ (α(v, w)) + Ψ (β(v, w))

≤ Φ(v) + Ψ(w) + a (v, v − α(v, w)) + b (w,w − β(v, w)) .
Preuve du théorème 2.1. On applique la proposition 2.5 avec C0 = Γ×Γ, C =
{(v, w) ∈ H; v ≤ w}, α(v, w) = v ∧ w, β(v, w) = v ∨ w en remarquant que
pour tout (v, w) ∈ H,
PC(v, w) = (

1
2
v+

1
2
v∧w, 1

2
w+

1
2
v∨w) , v−α(v, w) = −(w−β(v, w)) = (v−w)+.

Il reste à montrer (2.8): soient v, w ∈ Γ, t ∈ [0, 1] ; l’hypothèse (2.1) et la
convexité de Γ impliquent que

vt = (1− t)v + t(v ∧ w) ∈ Γ wt = (1− t)w + t(v ∨ w) ∈ Γ.
Soient t, s ∈ [0, 1] avec t+ s ≤ 1,
vt − ws = v − w − (t+ s)(v − w)+ = (1− (t+ s))(v − w)+ − (v − w)−

⇒ (vt − ws)+ = (1− (t+ s))(v − w)+
d’où
α(vt, ws) = vt ∧ ws = vt − (vt − ws)+ = v − (1− s)(v − w)+ = v1−s,

β(vt, ws) = vt ∨ ws = ws + (vt − ws)+ = w + (1− t)(v − w)+ = w1−t

Preuve de la proposition 2.5. On applique le théorème 1.9. avec H, V,
A, Q, C0, C.

Alors i) de la proposition 2.5 est équivalente à

(2.11)




pour tout(v, w) ∈ D(Φ)×D(Ψ) ∩ C0, α(v, w) ∈ V, β(v, w) ∈W,
Φ(

1
2
v +

1
2
α(v, w)) + Ψ(

1
2
w +

1
2
β(v, w)) ≤ Φ(v) + Ψ(w)+

+a
(
v,
v − α(v, w)

2

)
+ b

(
w,
w − β(v, w)

2

)
.

L’équivalence de (2.11) et (2.10) résulte du lemme suivant:

Lemme 2.6. H,V,W, a, b,Φ,Ψ, C0 sont comme dans la proposition 2.5
avec (2.8) vérifiée. Pour t ∈ [0, 1] on considère,

(Pt)




Pour tout (v, w) ∈ D(Φ)×D(Ψ) ∩ C0, α(v, w) ∈ V, β(v, w) ∈W et

Φ(vt) + Ψ(wt) ≤ Φ(v) + Ψ(w)

+t
[
a(v, v − α(v, w)) + b(w,w − β(v, w))

]

avec vt = (1− t)v + tα(v, w), wt = (1− t)w + tβ(v, w)

alors (P1), (P 1
2
) et (Pt) pour tout t ∈ [0, 1[ sont équivalents.

Remarque 2.7. A part l’implication: (Pt) pour tout t ∈ [0, 1[⇒ (P1), qui
résulte de Φ et Ψ s.c.i. ce lemme est un résultat de convexité dans lequel les
propriétés topologiques des données n’interviennent pas ; on pourrait aussi
remplacer H ×H par E × F où E et F sont des espaces vectoriels.
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Preuve du lemme 2.6. On vient de remarquer que (Pt) pour tout t ∈ [0, 1[⇒
(P1). (P1) ⇒ (Pt) pour tout t ∈ [0, 1[ résulte de la convexité de

t→ Φ(vt) + Ψ(wt)− t
[
a(v, v − α(v, w)) + b(w,w − β(v, w))

]
.

Montrons que (P 1
2
) ⇒ (Pt) pour tout t ∈ [0, 1[.

On suppose donc pour tout (v, w) ∈ D(Φ)×D(Ψ)∩C0, α(v, w) ∈ V, β(v, w) ∈
W et (2.11).
Fixons (v, w) ∈ D(Φ)×D(Ψ) ∩ C0 ; on a donc α(v, w) ∈ V et β(v, w) ∈ W .
Posons

ϕ(t) = Φ(vt) + Ψ(wt)− t
[
a(v, v − α(v, w)) + b(w,w − β(v, w))

]
,

ϕ est convexe sur [0, 1].
On veut montrer que ϕ(t) ≤ ϕ(0) ∀t ∈ [0, 1[. Soient t, s ∈ [0, 1] avec
t+ s ≤ 1. On a d’après (2.8),

(vt, ws) ∈ C0 et α(vt, ws) = v1−s ∈ V, β(vt, ws) = w1−t ∈W
donc (vt, ws) vérifie (2.11) avec

1
2
vt +

1
2
α(vt, ws) = v 1+t−s

2
,

1
2
ws +

1
2
β(vt, ws) = w 1+s−t

2
,

vt−α(vt, ws) = (1−t−s)(v−α(v, w)), ws−β(vt, ws) = (1−t−s)(w−β(v, w)),
v − vt = t(v − α(v, w)) ⇒ a(vt, v − α(v, w)) ≤ a(v, v − α(v, w)),

w − ws = s(w − β(v, w)) ⇒ b(ws, w − β(v, w)) ≤ b(w,w − β(v, w)),
d’où

Φ
(
v 1+t−s

2

)
+Ψ

(
w 1+s−t

2

)
− 1− t− s

2

[
a(v, v − α(v, w)) + b(w,w − β(v, w))

]

≤ Φ(vt) + Ψ(ws).

En inversant le rôle de t et s et en additionnant on obtient

ϕ

(
1 + t− s

2

)
+ ϕ

(
1 + s− t

2

)
≤ ϕ(t) + ϕ(s).

On en conclut que ϕ(t) ≤ ϕ(0) par application du lemme suivant:

Lemme 2.8. Soit ϕ : [0, 1[→]−∞,+∞] convexe, alors

(2.12) ϕ
(1 + t− s

2
)
+ϕ

(1 + s− t
2

) ≤ ϕ(t)+ϕ(s) ∀t, s ∈ [0, 1[ avec t+s ≤ 1

⇒ ϕ(t) ≤ ϕ(0) pour tout t ∈ [0, 1[.

Preuve du lemme 2.8. Le lemme étant trivial si ϕ(0) = +∞ on suppose
ϕ(0) <∞.

1) Faisant s = t = 0 dans (2.12) on a ϕ
(
1
2

)
≤ ϕ(0), et par convexité

ϕ(t) ≤ ϕ(0) pour tout t ∈
[
0,
1
2

]
.
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2) s = 0 dans (2.12) implique

ϕ

(
1 + t
2

)
+ ϕ

(
1− t
2

)
≤ ϕ(t) + ϕ(0) ∀t ∈ [0, 1] avec ϕ

(
1− t
2

)
<∞

car
1− t
2

≤ 1
2
. On en déduit que si (tn) est définie par t0 ∈

[
0,
1
2

]
, tn =

1 + tn−1
2

alors ϕ(tn) < ∞ pour tout n; comme tn → 1 on en conclut que

ϕ(t) <∞ pour tout t ∈ [0, 1[.
3) Après changement de variables (2.12) devient

(2.13)
ϕ
(1
2
+ h

)
+ϕ
(1
2
− h) ≤ ϕ(k + h) + ϕ(k − h)

pour tout h, k tels que 0 ≤ h ≤ k ≤ 1
2
, k + h < 1.

Pour h fixé dans
[
0,
1
2

[
, αh : k ∈

[
h,

1
2

[
→ ϕ(k + h) + ϕ(k − h) ∈ R est

convexe. D’après (2.13) on a αh

(
1
2

)
≤ αh(k) ∀k ∈

[
h,

1
2

[
, par convexité on

en déduit que αh est décroissante sur
[
h,

1
2

[
d’où ϕ′

d(k+ h) +ϕ
′
d(k− h) ≤ 0

pour tout k ∈
[
h,

1
2

[
et h ∈

[
0,
1
2

[
.

Pour k fixé dans
[
0,
1
2

[
on en déduit que h ∈ [0, k] → ϕ(k+ h)−ϕ(k− h)

est décroissante, en particulier ϕ(2k) ≤ ϕ(0).
3) Comparaison sur H+ = L2(Ω,B, µ;R+).
On termine cette section en montrant comment le théorème 2.1 étend un
résultat de E. M. Ouhabaz sur la “domination positive” ou “comparaison
sur les positifs” ([8]). On rappelle (cf. Exemple 1.3) que S(t) est positif si
pour tout u ∈ H+ et tout t ≥ 0, S(t)u ∈ H+. V est un idéal positif de W si

1) V ⊂W
2) Pour tout v ∈ V ∩H+, w ∈W ∩H+ tels que w ≤ v, w ∈ V .

Corollaire 2.9. On suppose Φ = 0 et Ψ = 0 et l’on pose S(t) = Sa,0(t), T (t)
= Sb,0(t). On suppose de plus que S(t) et T (t) sont positifs et T (t) est crois-
sant sur H+. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) Pour tout u ∈ H+ et tout t ≥ 0, S(t)u ≤ T (t)u;
ii) V est un idéal positif de W et

(2.14) b(v, v̂) ≤ a(v, v̂) pour tout v, v̂ ∈ V ∩H+;

iii) V est un idéal positif de W et

(2.15) b(v, w) ≤ a(v, w) pour tout v ∈ V ∩H+, w ∈W ∩H+ avec w ≤ v.
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Preuve. Compte tenu de la croissance de T (t) sur H+, i) du corollaire (2.9)
est équivalente à ii) du théorème 2.1 avec Γ = H+, qui se traduit par V est
un idéal positif de W et

(2.16) b(w, (v − w)+) ≤ a(v, (v − w)+) pour v ∈ V ∩H+ et w ∈W ∩H+.

On suppose que V est un idéal positif de W . Soient v, v̂ ∈ V ∩ H+, pour
t > 0, vt = v+ tv̂ ∈ V ∩H+. Si (2.16) est vérifiée alors b(v, v̂) ≤ a(v+ tv̂, v̂);
on fait t → 0+ en utilisant l’hémicontinuité (1.4) on obtient (2.14). Soient
v ∈ V ∩H+, w ∈ W ∩H+, (v − w)+ ∈ W ∩H+ et (v − w)+ ≤ v, donc si
(2.15) est vérifiée alors on a

(2.17) b(v, (v − w)+) ≤ a(v, (v − w)+).
Maintenant T (t) étant croissant sur H+, toujours d’après le théorème 2.1
avec Γ = H+, S(t) = T (t), on a pour tout v, w ∈W ∩H+

(2.18) b(w, (v − w)+) ≤ b(v, (v − w)+).
(2.17) et (2.18) impliquent (2.16).

3. Application à la domination de semi-groupes

Soit H = L2(Ω,B, µ;K) où (Ω,B, µ) est un espace mesuré σ-fini, K = R

ou C;H est muni du produit scalaire réel (u, v)H = Re
∫
uvdµ.

On notera HR = L2(Ω,B, µ;R) et H+
R
le cône convexe fermé de H formé des

éléments positifs de HR.
Pour u ∈ H, sign u est défini comme dans l’exemple 1.5.
On se donne V et W des sous-espaces vectoriels de H, a : V × V → R, b :
W ×W → R, Φ : V →] − ∞,∞], Ψ : W →] − ∞,∞] et l’on suppose que
(V, a,Φ) et (W, b,Ψ) vérifient les hypothèses (1.1) à (1.6).
On note S(t) = Sa,Φ(t) et T (t) = Sb,Ψ(t) les semi-groupes sur H associés
à (V, a,Φ) et (W, b,Ψ) respectivement, définis par (1.8). On s’intéresse à la
domination de S(t) par T (t) avec

Définitions 3.1 On dit que T (t) est positif si pour tout u ∈ H+
R

et tout
t ≥ 0, T (t)u ∈ H+

R
. On dit que S(t) est dominé par T (t) si T (t) est positif

et
|S(t)u| ≤ T (t)|u| pour tout u ∈ H et tout t ≥ 0.

Remarque 3.2. Pour u ∈ H PH+
R

u = (Re u)+, donc d’après le théorème
1.1 si T (t) est positif, pour tout w ∈ D(Ψ), (Rew)+ ∈ D(Ψ).

Théorème 3.3. Soient S(t) = Sa,Φ(t), T (t) = Sb,Ψ(t). On suppose T (t)
positif et croissant sur H+

R
, alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) S(t) est dominé par T (t);
ii) Pour tout v ∈ D(Φ) et w ∈ D(Ψ)∩H+

R
, (|v|∧w)sign v ∈ D(Φ), |v|∨w ∈

D(Ψ) et

Φ((|v| ∧ w)sign v) + Ψ(|v| ∨ w) ≤ Φ(v) + Ψ(w)

+ a
(
v, (|v| − w)+sign v)− b (w, (|v| − w)+) .
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Comme pour la comparaison on se ramène à un résultat plus général de
domination en faisant les remarques suivantes qui justifieront l’hypothèse de
croissance faite sur T (t).

Remarque 3.4.
1) Si pour tout (v, w) ∈ H ×H+

R
tels que |v| ≤ w et tout t ≥ 0, |S(t)v| ≤

T (t)w alors S(t) est dominé par T (t);
2) Si T (t) est croissant sur H+

R
la réciproque est vraie.

Donc il suffit de montrer la

Proposition 3.5. S(t) = Sa,Φ(t), T (t) = Sb,Ψ(t). On suppose T (t) positif
alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) Pour tout (v, w) ∈ H × H+
R

tels que |v| ≤ w et tout t ≥ 0, |S(t)v| ≤
T (t)w;

ii) Pour tout v ∈ D(Φ) et w ∈ D(Ψ)∩H+
R
, (|v|∧w)sign v ∈ D(Φ), |v|∨w ∈

D(Ψ) et Φ((|v|∧w)sign v)+Ψ(|v|∨w) ≤ Φ(v)+Ψ(w)+a(v, (|v|−w)+
sign v)− b (w, (|v| − w)+) .

Preuve. On applique la proposition 2.5 avec C0 = H × H+
R
, C = {(v, w) ∈

H×H+
R
; |v| ≤ w}, α(v, w) = (|v|∧w)sign v, β(v, w) = |v|∨w en remarquant

que pour (v, w) ∈ H ×H+
R

PC(v, w) =
(
1
2
v +

1
2
(|v| ∧ w)sign v , 1

2
w +

1
2
(|v| ∨ w)

)
.

Il reste à montrer (2.8). Soient (v, w) ∈ H ×H+
R
, t ∈ [0, 1] ; il est clair que,

vt = (1− t)v + t(|v| ∧ w)sign v ∈ H, wt = (1− t)w + t(|v| ∨ w) ∈ H+
R

ensuite si t, s ∈ [0, 1] avec t+ s ≤ 1,

|vt| −ws = |v| −w− (t+ s)(|v| −w)+ = (1− (t+ s))(|v| −w)+ − (|v| −w)−
ce qui implique

(|vt| − ws)+ = (1− (t+ s))(|v| − w)+.
Alors un calcul simple montre que α(vt, ws) = v1−s et β(vt, ws) = w1−t.

Montrons comment le théorème 3.3 étend le résultat de E. M. Ouhabaz sur
la domination ([8]).
On dit de V est un idéal de W si
1) pour tout v ∈ V, |v| ∈W ;
2) pour tout v ∈ V et w ∈W ∩H+

R
tels que w ≤ |v| , wsign v ∈ V.

Corollaire 3.6. On suppose Φ = 0 et Ψ = 0 et l’on pose S(t) = Sa,0(t),
T (t) = Sb,0(t). On suppose T (t) positif, réel et croissant sur H+

R

3 . Alors
les assertions suivantes sont équivalentes:

i) S(t) est dominé par T (t);

3T (t) est réel si pour tout w ∈ HR et tout t ≥ 0, T (t)w ∈ HR T (t) est croissant sur H+
R

si pour tout w, ŵ ∈ H+
R
tels que w ≤ ŵ et pour tout t ≥ 0, T (t)w ≤ T (t)ŵ.

Si T (t) est linéaire T (t) positif implique T (t) réel et T (t) croissant.
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ii) V est un idéal de W et

(3.1) b(|v|, w) ≤ a(v, wsign v) pour tout v ∈ V, w ∈W ∩H+
R

avec w ≤ |v|.
Preuve. Tout d’abord il est facile de vérifier que

(|v| ∧ w)sign v ∈ V et |v| ∨ w ∈W pour tout v ∈ V et w ∈W ∩H+
R

est équivalent à V est un idéal de W . Donc d’après le théorème (3.3), S(t)
est dominé par T (t) si et seulement si V est un idéal de W et

(3.2)
b(w, (|v| − w)+) ≤ a(v, (|v| − w)+sign v)

pour tout v ∈ V et w ∈W ∩H+
R
.

Supposons que V soit un idéal de W . Soit v ∈ V et w ∈ W ∩ H+
R

avec
w ≤ |v| alors pour tout t ∈]0, 1], |v| − tw ∈ W ∩ H+

R
. Si (3.2) est vérifiée

alors on a
b(|v| − tw,w) ≤ a(v, wsignv).

On fait t→ 0+ en utilisant l’hémicontinuité (1.4), on obtient (3.1).
Soient v ∈ V et w ∈W ∩H+

R
alors (|v| −w)+ ∈W ∩H+

R
et (|v| −w)+ ≤ |v|.

Donc si (3.1) est vérifiée, on obtient

(3.3) b(|v|, (|v| − w)+) ≤ a(v, (|v| − w)+sign v).
T (t) étant réel et positif on peut utiliser la proposition 2.5. avec Γ = H+

R

pour affirmer que T (t) est croissant sur HR si et seulement si pour tout
w, ŵ ∈W ∩H+

R
, w ∧ ŵ, w ∨ ŵ ∈W ∩H+

R
et

(3.4) b(w, (ŵ − w)+) ≤ b(ŵ, (ŵ − w)+).
(3.2) se déduit de (3.3) et (3.4).

4. Exemple 1

Soient H = L2(]0, 1[) et V =W 1,p(]0, 1[) avec 1 < p <∞. On se donne,
• (a0, a1) :]0, 1[×R2 −→ R2 une application des variables (x, k, ξ) que l’on
suppose de Carathéodory et monotone en (k, ξ) c’est-à- dire vérifiant,

(4.1)
(a0(·, k, ξ), a1(·, k, ξ)) est mesurable pour tout (k, ξ) ∈ R2

(a0(x, ·, ·), a1(x, ·, ·)) est continue sur R2 p.p. x ∈]0, 1[,

(4.2)

a0(x, k, ξ)(k − k̂) + a1(x, k, ξ)(ξ − ξ̂)
≥ a0(x, k̂, ξ̂)(k − k̂) + a1(x, k̂, ξ̂)(ξ − ξ̂)
p.p. x ∈]0, 1[, pour tout (k, ξ) , (k̂, ξ̂) ∈ R2

on suppose de plus

(4.3)
| a0(x, k, ξ) | + | a1(x, k, ξ) |p′ ≤ c0(k)(c1(x)+ | ξ |p)

p.p. x ∈]0, 1[, pour tout (k, ξ),∈ R2

où c0 ∈ C(R), c1 ∈ L1(]0, 1[) et p′ est le conjugué de p.

• ϕ : R2 −→]−∞,∞] une application convexe, s.c.i de domaine D(ϕ) 
= ∅.
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On définit alors, a : V × V −→ R et Φ : V −→]−∞,∞] par

a(u, v) =
∫ 1

0
(a0(x, u(x), u′(x))v(x) + a1(x, u(x), u′(x))v′(x))dx,(4.4)

Φ(u) = ϕ(u(0), u(1)).(4.5)

Il est clair alors que (V, a,Φ) vérifie les hypothèses (1.1) à (1.5).
Remarquons que a est T-monotone c’est-à-dire

(4.6) a(u, (u− û)+) ≥ a(û, (u− û)+) pour tout u, û ∈ V.
En effet d’après (4.2) on a

a(u, (u− û)+)− a(û, (u− û)+) =
∫

u>û
[(a0(·, u, u′)− a0(·, û, û′))(u− û)

+ (a1(·, u, u′)− a1(·, û, û′))(u′ − û′)] ≥ 0.

On suppose de plus que (a,Φ) vérifie l’hypothèse de coercivité (1.6). On note
S(t) = Sa,Φ(t) le semi-groupe associé à (V, a,Φ) définie par (1.8). On a alors
la

Proposition 4.1. S(t) est croissant sur H si et seulement si
ou bien il existe (e0, e1) ∈ [0,∞[2, (u0, u1) ∈ R2 tels que

D(ϕ) ⊂ {(u0, u1) + t(e0, e1), t ∈ R}

ou bien intD(ϕ) 
= ∅, ∂2ϕ

∂x0∂x1
≤ 0 dans D′(intD(ϕ)), et pour tout (x0, x1),

(y0, y1) ∈ D(ϕ) tels que (x0 − y0)(x1 − y1) < 0, (x0, y1), (y0, x1) ∈ D(ϕ).

Preuve. D’après le corollaire 2.2, S(t) est croissant si et seulement si pour
tout (x0, x1) ∈ R2, (y0, y1) ∈ R2, v, w ∈ V avec (v(0), v(1)) = (y0, y1),
(w(0), w(1)) = (x0, x1) on a

(4.7)
ϕ(x0 ∧ y0, x1 ∧ y1) + ϕ(x0 ∨ y0, x1 ∨ y1)
≤ ϕ(x0, x1) + ϕ(y0, y1) + a(v, (v − w)+)− a(w, (v − w)+)

or d’après (4.6) si (x0, x1) et (y0, y1) sont comparables (4.7) est vérifiée.
D’autre part si intD(ϕ) est vide et si S(t) est croissant alors, d’après (4.7),
tous les éléments de D(ϕ) sont comparables et donc

D(ϕ) ⊂ {(u0, u1) + t(e0, e1); t ∈ R} avec (e0, e1) ∈ [0,∞[2.

On suppose désormais U := intD(ϕ) 
= ∅. D’après les remarques précédentes
on a, S(t) est croissant si et seulement si pour tout (x0, x1), (y0, y1) ∈ R2 avec
(x0−y0)(x1−y1) < 0, tout v, w ∈ V avec (v(0), v(1)) = (y0, y1), (w(0), w(1))
= (x0, x1) ,

(4.8)
ϕ(x0, y1) + ϕ(y0, x1) ≤ ϕ(x0, x1) + ϕ(y0, y1)

+ a(v, (v − w)+)− a(w, (v − w)+).
Supposons (4.8). Soient (h, k) ∈]0,∞[2 et ζ ∈ D(R2) avec ζ ≥ 0 et supp ζ ⊂
U . On utilise (4.8) avec (x0, x1) ∈ R2, (y0, y1) = (x0 − th, x1 + tk) t > 0,

w(x) = x0(1− x) + x1x pour x ∈ [0, 1]
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v(x) =

{
(x0 − th)(1− x) + (x1 + th)x si 0 ≤ x ≤ 1

2 ,

(x0 − tk)(1− x) + (x1 + tk)x si 12 ≤ x ≤ 1,

on obtient,

(4.9)
ϕ(x0, x1 + tk) + ϕ(x0 − th, x1) ≤ ϕ(x0, x1) + ϕ(x0 − th, x1 + tk)

+2tk(γ(x0 − tk, x1 + tk)− γ(x0, x1))
avec pour (z0, z1) ∈ R2

γ(z0, z1) =
∫ 1

1
2

[a0(x, z0(1− x) + z1x, z1 − z0)(x− 1
2
)

+ a1(x, z0(1− x) + z1x, z1 − z0)]dx,
γ est continue sur R2 et ϕ est continue sur U , de plus si (x0, x1) ∈ supp ζ
et si

0 < t <
dist(supp ζ, ∂U)

2‖(h, k)‖
alors (x0 − th, x1 + tk) ∈ U , donc en multipliant (4.9) par ζ(x0, x1) et en
intégrant en (x0, x1) sur R2 on obtient après des changements de variables
convenables,∫

Ω
ϕ(x0, x1)[ζ(x0, x1 − tk) + ζ(x0 + th, x1)

− ζ(x0, x1)− ζ(x0 + th, x1 − tk)]dx0dx1
≤ 2tk

∫
R2
γ(x0, x1)[ζ(x0 + tk, x1 − tk)− ζ(x0, x1)]dx0dx1

on divise par t2 et l’on fait t→ 0+, il vient que,∫
Ω
ϕ(x0, x1)

∂2ζ

∂x0∂x1
(x0, x1)dx0dx1

≤ 2k
h

∫
R2
γ(x0, x1)

(
∂ζ

∂x0
(x0, x1)− ∂ζ

∂x1
(x0, x1)

)
dx0dx1

en faisant k → 0 on obtient que
∂2ϕ

∂x0∂x1
≤ 0 dans D′(U).

Pour la réciproque il suffit, d’après (4.6), d’appliquer le lemme suivant,

Lemme 4.2. Soit ϕ : R2 −→]−∞,∞] convexe s.c.i telle que U = intD(ϕ)

= ∅; alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) pour tout (x0, x1), (y0, y1) ∈ R2 avec (x0 − y0)(x1 − y1) < 0

(4.10) ϕ(x0, y1) + ϕ(y0, x1) ≤ ϕ(x0, x1) + ϕ(y0, y1);

ii)
∂2ϕ

∂x0∂x1
≤ 0 dans D′(U) et

(4.11)
pour tout(x0, x1), (y0, y1) ∈ D(ϕ) avec (x0 − y0)(x1 − y1) < 0,

(x0, y1), (y0, y1) ∈ D(ϕ).
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Preuve: i) ⇒ ii) vient d’etre démontré en prenant a0 = 0 et a1 = 0.
Pour montrer ii) ⇒ i) on se ramène par des techniques de régularisation
habituelles à ϕ de classe C1 sur U d’où l’on déduit (4.10) pour (x0, x1), (y0, y1)
∈ U avec (x0 − y0)(x1 − y1) < 0.
Maintenant si (x0, x1), (y0, y1) ∈ D(ϕ) alors par convexité de D(ϕ) et (4.11)
on a pour t ∈]0, 1[

(t(y0 − x0) + x0, t(y1 − x1) + x1), (t(x0 − y0) + y0, t(x1 − y1) + y1) ∈ U
et donc
ϕ(t(y0 − x0) + x0, t(x1 − y1) + y1) + ϕ(t(x0 − y0) + y0, t(y1 − x1) + x1)
≤ ϕ(t(y0 − x0) + x0, t(y1 − x1) + x1) + ϕ(t(x0 − y0) + y0, t(x1 − y1) + y1)

comme ces fonctions de t sont convexes s.c.i et finies sur [0, 1], elles sont
continues sur [0, 1], donc lorsque t→ 0+ on obtient (4.10).

5. Exemple 2

Soient H = L2(Ω) où Ω est un ouvert borné de RN à frontière lips-
chitzienne, V = W 1,p(Ω) ∩ L2(Ω) avec 1 < p < ∞, muni de la norme
‖u‖V = ‖u‖L2 + ‖Du‖Lp où Du est le gradient de u (cette norme est
équivalente à celle de W 1,p(Ω) pour p ≥ 2).
On se donne,
• µ une mesure de Radon positive sur Ω̄, d’énergie finie relativement à

V (c’est-à-dire, il existe C tel que
∫
Ω̄

| u | dµ ≤ C‖u‖V pour tout u ∈
W 1,p(Ω) ∩ C(Ω̄) ce qui est équivalent à µ ne charge pas les ensembles de
V -capacité nulle (cf. [1]).

• ϕ : Ω̄× R −→ [0,∞] vérifiant,

(5.1) ϕ(·, h) est µ-mesurable pour tout h ∈ R

(5.2) ϕ(x, ·) est convexe s.c.i pour µ p.p. x ∈ Ω̄

(5.3) ϕ(·, 0) = 0

on définit alors pour tout u ∈ V
(5.4) Φ(u) =

∫
Ω̄
ϕ(x, ũ(x))dµ(x)

où ũ est un représentant quasi-continu de u (défini quasi partout donc
µ p.p.). Φ est alors convexe s.c.i de V dans [0,∞] avec Φ(0) = 0 (cf [5]).

• On se donne aussi, a0 : Ω×RN −→ RN une application de variables (x, ξ)
que l’on suppose de Carathéodory et monotone en ξ, c’est-à-dire vérifiant

(5.5)
a0(·, ξ) est mesurable pour tout ξ ∈ RN , a0(x, ·) est continue
sur RN p.p. x ∈ Ω,

(5.6) [a0(x, ξ)− a0(x, ξ̂)].(ξ − ξ̂) ≥ 0 p.p. x ∈ Ω, pour tout ξ, ξ̂ ∈ RN .
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On suppose de plus qu’il existe des constantes c, c′ > 0, c0 ∈ L1(Ω) et c1 ∈
Lp′

(Ω) avec p′ conjugué de p, tel que,

(5.7) a0(x, ξ).ξ ≥ c | ξ |p −c0(x) p.p. x ∈ Ω, pour tout ξ ∈ RN ,

(5.8) | a0(x, ξ) |≤ c1(x) + c′ | ξ |p−1 p.p.x ∈ Ω, pour tout ξ ∈ RN

où | · | est la norme euclidienne de RN .
On définit alors pour tout u, v ∈ V ,
(5.9) a(u, v) =

∫
Ω
a0(x,Du(x)).Dv(x)dx

a vérifie les hypothèses (1.2),(1.3) et (1.4) grâce à (5.5),(5.6) et (5.8), et
(a,Φ) vérifie l’hypothèse de coercivité (1.6) grâce à la positivité de Φ et
(5.7). Ainsi (V, a,Φ) vérifie les hypothèses (1.1) à (1.6).
Nous noterons S(t) = Sa,Φ(t) le semi-groupe associé à (V, a,Φ) défini par
(1.8).

Remarque 5.1. i) S(t) est croissant sur H. Cela provient de la car-
actérisation donnée au corollaire 2.2, en remarquant que l’on a,

(5.10) Φ(u ∧ û) + Φ(u ∨ û) = Φ(u) + Φ(û),

(5.11) a(u, (u− û)+) ≥ a(û, (u− û)+).
En effet (5.10) est due à

ϕ(x, ũ ∧ û(x)) + ϕ(x, ũ ∨ û(x)) = ϕ(x, ũ(x) ∧ ˜̂u(x)) + ϕ(x, ũ(x) ∨ ˜̂u(x))

= ϕ(x, ũ(x)) + ϕ(x, ˜̂u(x)) µp.p. x ∈ Ω̄

et (5.11) traduit la T-monotonie de a due à (5.6) et∫
Ω
a0(·, Du).D((u− û)+)dx =

∫
u>û

a0(·, Du).(Du−Dû)dx
ii) a0(·, 0) = 0 est une condition suffisante pour que S(t) soit positif. En
effet, il suffit d’utiliser la caractérisation donnée dans l’exemple 1.3 et (5.3).

Enfin l’on se donne deux autres applications,
ψ : Ω̄× R → [0,∞] vérifiant (5.1), (5.2), (5.3)
b0 : Ω× RN → RN vérifiant (5.5), (5.6), (5.7), (5.8).
On note pour u, v ∈ V ,

Ψ(u) =
∫
Ω̄
ψ(x, ũ(x))dµ(x), b(u, v) =

∫
Ω
b0(x,Du(x)) ·Dv(x)dx.

T (t) = Sb,Ψ(t) est le semi-groupe associé à (V, b,Ψ).

Rappels et Remarques 5.2.
Rappelons (cf. Remarque 2.3, Théorème 2.1 et Remarque 5.1) que, S(t) ≤
T (t) pour tout t ≥ 0 si et seulement si pour tout v, w ∈ V

(5.12)

∫
Ω̄
ϕ(·, ṽ ∧ w̃)dµ+

∫
Ω̄
ψ(·, ṽ ∨ w̃)dµ ≤

∫
Ω̄
ϕ(·, ṽ)dµ+

∫
Ω̄
ψ(·, w̃)dµ

+
∫

v>w
(a0(·, Dv)− b0(·, Dw)).(Dv −Dw)dx.
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Il est clair que (5.12) est vérifiée si a0 = b0 et ∂ψ ≤ ∂ϕ au sens suivant (cf.
[4]),

(5.13) ∂ψ0(x, h) ≤ ∂ϕ0(x, h) 4 µ p.p. x ∈ Ω̄, ∀h ∈ R.

en notant (cf. [4] preuve du lemme 2.1) que (5.13) est équivalent à

(5.14) ϕ(x, k) + ψ(x, h) ≤ ϕ(x, h) + ψ(x, k) µ p.p. x ∈ Ω̄, ∀k ≤ h.
De même, rappelons (cf. définition 3.1, théorème 3.3, et remarque 5.1) que
S(t) est dominé par T (t) si et seulement si T (t) ≥ 0 pour tout t ≥ 0 et, pour
tout v ∈ V et tout w ∈ V + on a,

(5.15)

∫
Ω̄
ϕ(·, (| ṽ | ∧w̃)sign ṽ)dµ+

∫
Ω̄
ψ(·, | ṽ | ∨w̃)dµ

≤
∫
Ω̄
ϕ(·, ṽ)dµ+

∫
Ω̄
ψ(·, w̃)dµ

+
∫

|v|>w
(sign va0(·, Dv)− b0(·, Dw)) · (D | v | −Dw)dx.

Il est clair que (5.15) est vérifiée si a0 = b0 avec a0(x, ·) impaire pour p.p. x ∈
Ω et ∂ψ(| h |) ≤| ∂ϕ(h) | au sens suivant,

(5.16) ∂ψ0(x, | h |) ≤| ∂ϕ0(x, h) | µ.p.p. x ∈ Ω̄, ∀ h ∈ R

en notant que (5.16) est équivalent à,

(5.17)
ϕ(x, ksign h) + ψ(x, | h |) ≤ ϕ(x, h) + ψ(x, k)

µ.p.p. x ∈ Ω̄, ∀ 0 ≤ k ≤| h | .
Nous venons de donner des conditions suffisantes naturelles et pratiquement
immédiates de comparaison et de domination. Mais nous ne savons pas
donner des conditions nécessaires et suffisantes. Nous pouvons cependant
sous certaines hypothèses techniques donner des conditions nécessaires.

Proposition 5.3. Outre les hypothèses faites sur ϕ,ψ, a0, b0, l’on suppose
de plus que

(5.18) ϕ(·, h), ψ(·, h) ∈ L1(Ω̄, µ) pour tout h ∈ R,

(5.19) ∂ϕ(x, 0) = {0} µ.p.p. x ∈ Ω̄.

i) Si S(t) ≤ T (t) pour tout t ≥ 0 alors ∂ψ ≤ ∂ϕ;
ii) Si S(t) est dominé par T (t) alors ∂ψ(| h |) ≤| ∂ϕ(h) | .

Proposition 5.4. On suppose a0 − b0 continue sur (Ω\supp µ)× RN

4Pour µ p.p. x ∈ Ω̄,

∂ϕ0(x, .) : h ∈ R →
{

inf ∂ϕ(x, h) ∈ [0,+∞] si h > 0,
0 si h = 0,
sup ∂ϕ(x, h) ∈ [0,+∞] si h < 0

avec la convention inf ∅ = +∞, sup ∅ = −∞ et pour h ∈ R, � ∈ ∂ϕ(x, h) ⇔ � ∈ R et
�(ĥ − h) + ϕ(x, h) ≤ ϕ(x, ĥ), ∀ĥ ∈ R.
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1) Si S(t) ≤ T (t) pour tout t ≥ 0 (resp. S(t) est dominé par T (t)) alors
a0(x, ·) − b0(x, ·) est affine antisymétrique pour tout x ∈ Ω\supp µ et
Divxa0(·, ξ) ≤ Divxb0(·, ξ) dans D′(Ω\supp µ) pour tout ξ ∈ RN ;

2) On suppose de plus (x, ξ) → a0(x, ξ)+a0(x,−ξ) continue sur (Ω\supp µ)
×RN , si S(t) est dominé par T (t) alors a0(x, ·)− a0(x, 0) et b0(x, ·)−
b0(x, 0) sont impaires pour tout x ∈ Ω\supp µ.

Corollaire 5.5. On suppose que,
• la mesure de Lebesque de supp µ est nulle,
• ϕ(·, h), ψ(·, h) ∈ L1(Ω̄, µ) pour tout h ∈ R et ∂ϕ(x, 0) = {0} µ.p.p. x ∈ Ω̄
• a0 et b0 sont continues sur Ω × RN , a0(x, ·) − b0(x, ·) est un gradient
p.p. x ∈ Ω et a0(·, 0) = b0(·, 0) = 0.
Alors

1) S(t) ≤ T (t) pour tout t ≥ 0 ⇔ a0 = b0 et ∂ψ ≤ ∂ϕ;
2) S(t) est dominé par T (t) ⇔ a0 = b0, a0(x, ·) est impaire pour tout
x ∈ Ω et

∂ψ | h |≤| ∂ϕ(h) | .
Preuve de la proposition 5.3. Remarquons tout d’abord que (5.18) implique

(5.20) ϕ(·, h) < +∞, ψ(·, h) < +∞, µ.p.p. x ∈ Ω̄, ∀h ∈ R.

Montrons i). On suppose donc (5.12) que l’on utilise avec w = u ∈ W 1,p ∩
C(Ω̄) et v = u+ k avec k constante > 0, on obtient

(5.21)
∫
Ω̄
ϕ(·, u)dµ+

∫
Ω̄
ψ(·, u+k)dµ ≤

∫
Ω̄
ϕ(·, u+k)dµ+

∫
Ω̄
ψ(·, u)dµ <∞,

W 1,p(Ω) ∩ C(Ω̄) étant dense dans L1(Ω̄, µ), (5.21) est encore vraie pour u =
hχA avec h une constante et A ⊂ Ω̄ µ-mesurable; on a donc

(5.22)

∫
A

ψ(·, h+ k)− ψ(·, h)
k

dµ+
∫

Ac

ψ(·, k)
k

dµ

≤
∫

A

ϕ(·, h+ k)− ϕ(·, h)
k

dµ+
∫

Ac

ϕ(·, k)
k

dµ

par (5.20) on a

lim
k↓0+

ϕ(x, h+ k)− ϕ(x, h)
k

=
∂+ϕ

∂h
(x, h) µ.p.p. x ∈ Ω̄. 5

Utilisant la positivité de ψ, ϕ(·, 0) = 0 et (5.19) 6 on obtient après passage
à la limite lorsque k ↓ 0+ dans (5.22),∫

A

∂+ψ

∂h
(·, h) ≤

∫
A

∂+ϕ

∂h
(·, h) pour tout A µ-mesurable et tout h ∈ R

d’où

(5.23)
∂+ψ

∂h
(x, h) ≤ ∂+ϕ

∂h
(x, h) µ.p.p. x ∈ Ω̄ ∀h ∈ R.

5 ∂+ϕ
∂h

est la dérivée à droite par rapport à h de ϕ; on a ∂+ϕ
∂h
(x, h) = max ∂ϕ(x, h).

6ici il suffirait d’avoir max ∂ϕ(x, 0) = 0 µ p.p. x ∈ Ω̄.
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d’après (5.20), (5.23) est équivalente à la croissance de ϕ(x, ·)−ψ(x, ·) µ.p.p x
∈ Ω̄ donc équivalente à (5.14) et à (5.13).

Montrons ii). On suppose donc (5.15) et l’on procède comme dans la preuve
de i) en prenant w = u ∈ W 1,p ∩ C(Ω̄)+, v = ε(u + k) avec k constante > 0
et ε = ±1 puis u = hχA avec h constante ≥ 0 et A ⊂ Ω̄ µ-mesurable. On
obtient

∂+ψ

∂h
(x, h) ≤ ∂+ϕ

∂h
(x, h) µ.p.p. x ∈ Ω̄ ∀h ∈ R+

∂ψ0(x, |h|) ≤ ∂+ψ

∂h
(x, h) ≤ −∂

−ϕ
∂h

(x, h) = |∂ϕ0(x, h)| µ.p.p.x ∈ Ω̄, ∀h ∈ R−,

sous l’hypothèse (5.20), la première inégalité est équivalente à

∂ψ0(x, h) ≤ ∂ϕ0(x, h) µ.p.p. x ∈ Ω̄ , ∀h ∈ R+

donc (5.16) est vérifiée.

Preuve de la proposition 5.4. Pour simplifier l’on note Ω′ = Ω\supp µ qui
est un ouvert de Ω que l’on suppose non vide, et

(5.24) f(x, ξ) = a0(x, ξ)− b0(x, ξ) pour (x, ξ) ∈ Ω× RN .

On suppose donc que f est continue sur Ω′ × RN .

a) On suppose S(t) ≤ T (t) pour tout t ≥ 0. On utilise (5.12) avec v, w ∈
D(Ω′), on obtient grâce à (5.3),∫

v>w
(a0(·, Dv)− b0(·, Dw)).(Dv −Dw) dx ≥ 0

puis l’on prend v = w + tζ avec t > 0 et ζ ∈ D(Ω′)+ et l’on fait t → 0+, il
vient, ∫

Ω
(a0(·, Dw)− b0(·, Dw)).Dζ dx ≥ 0.

Cette inégalité reste vraie si l’on prend w ∈ C∞(RN ); en effet si ρ ∈ D(Ω′)
avec ρ = 1 sur supp ζ alors wρ ∈ D(Ω′) et D(wρ) = Dw sur supp ζ. Donc
par (5.24) on a

(5.25)
∫

RN
f(·, Dw).Dζ dx ≥ 0 pour tout ζ ∈ D(Ω′)+, w ∈ C∞(RN ).

Alors si pour ξ ∈ RN on prend w(x) = ξ.x on obtient

(5.26) Divxf(·, ξ) ≤ 0 dans D′(Ω′).

Ensuite on fixe x0 ∈ Ω′, ζ ∈ D(RN )+, w ∈ C∞(RN ), et l’on utilise (5.25) avec
ζn et wn définis par,

ζn(x) = ζ(n(x− x0)), wn(x) =
1
n
w(n(x− x0))

en remarquant que pour n assez grand ζn ∈ D(Ω′)+; il vient après change-
ment de variables, ∫

RN

f(x0 +
x

n
,Dw(x)).Dζ(x) dx ≥ 0
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puis faisant n→ +∞ en utilisant la continuité de f sur Ω′ ×RN , on obtient

(5.27)
∫

RN

f(x0, Dw(x)).Dζ(x) dx ≥ 0.

Supposons ξ → f(x0, ξ) de classe C1; il vient en intégrant (5.27) par parties,
∑
i,j

∫
RN

∂fi
∂ξj

(x0, Dw(x))
∂2w

∂xj∂xi
(x)ζ(x) ≤ 0 pour tout ζ ∈ D(RN )+

où f1, ..., fn sont les composantes de f ; d’où,
∑
i,j

∂fi
∂ξj

(x0, Dw(x))
∂2w

∂xi∂xj
(x) ≤ 0 pour tout x ∈ RN et tout w ∈ C∞(RN )

prenons w(x) = ξ0 ·x+ λ2 (ξ ·x)
2 où ξ0, ξ ∈ RN et λ ∈ R, puis x = 0 il vient,

∑
i,j

∂fi
∂ξj

(x0, ξ0) ξiξj = 0 pour tout ξ ∈ RN

d’où
∂fi
∂ξj

(x0, ξ0) +
∂fj
∂ξi

(x0, ξ0) = 0 pour tout i, j ∈ {1, ..·, N} et tout ξ0 ∈ RN .

Si ξ → f(x0, ξ) n’est pas de classe C1, par une méthode classique de régulari-
sation on obtient,

(5.28)
∂fi
∂ξj

(x0, ·) + ∂fj
∂ξi

(x0, ·) = 0 dans D′(RN ),

pour tout i, j ∈ {1, .·, N} et tout x0 ∈ Ω′. Les solutions de (5.28) sont
classiques et données par,

fi(x0, ξ) = f0i (x0) +
∑
j �=i

f j
i (x0)ξj pour tout i ∈ {1, ..·, N} et tout ξ ∈ RN

avec f j
i (x0) + f

i
j(x0) = 0

Cela prouve que f(x0, ·) est affine antisymétrique pour tout x0 ∈ Ω′.

b) On suppose S(t) dominé par T (t). On utilise (5.15) avec w ∈ D(Ω′)+, v =
ε(w + tζ) où ε = ±1, t > 0 et ζ ∈ D(Ω′)+ on obtient grâce à (5.3)∫

Ω
(εa0(·, εDw + tεDζ)− b0(., Dw)).Dζ ≥ 0

et l’on fait t→ 0+ pour obtenir∫
Ω
(εa0(·, εDw)− b0(·, Dw)).Dζ ≥ 0.

Cette inégalité reste vraie si l’on prend w ∈ C∞(RN ); en effet si ρ ∈ D(Ω′)
avec ρ = 1 sur supp ζ et si m = infρw, alors ρ(wρ − m) ∈ D(Ω′)+ et
D(ρ(wρ−m)) = Dw sur supp ζ, d’où

(5.29)
∫

RN
(εa0(·, εDw)− b0(·, Dw)) ·Dζ ≥ 0
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pour tout ζ ∈ D(Ω′)+ et tout w ∈ C∞(RN ).
En prenant ε = 1 on obtient (5.25) et (5.26), et donc f(x, ·) est affine anti-
symétrique pour tout x ∈ Ω′.
En prenant ε = −1 on obtient en posant g(x, ξ) = −a0(x,−ξ)− b0(x, ξ)∫

RN
g(·, Dw) ·Dζ ≥ 0 pour tout ζ ∈ D(Ω′)+, w ∈ C∞(RN ).

Si l’on suppose de plus que (x, ξ) → a0(x, ξ) + a0(x,−ξ) est continue sur
Ω′ × RN alors g est continue sur Ω′ × RN et l’on déduit comme pour f , que
g est affine antisymétrique.
Un argument simple de parité montre alors que

f(x, ·)− f(x, 0) = g(x, ·)− g(x, 0) pour x ∈ Ω′

d’où l’on déduit que a0(x, ·)− a0(x, 0) et b0(x, ·)− b0(x, 0) sont impairs pour
tout x ∈ Ω′.

Preuve du corollaire 5.5. C’est une conséquence facile des propositions 5.3
et 5.4 et des remarques 5.1 et 5.2 en remarquant que si a0(x, ·)− b0(x, ·) est
linéaire et est un gradient alors elle est symétrique.
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