INVARIANCE D’UN CONVEXE FERME PAR UN
SEMI-GROUPE ASSOCIE A UNE FORME NON-LINEAIRE

LOUISE BARTHELEMY

ABSTRACT. The invariance of a closed and convex set under a semigroup
S(t) associated with a nonlinear form is investigated. Other properties of
increase and domination of the semigroup S(t) are also derived. Examples
are also given to demonstrate the power of the theoretical results.

0. INTRODUCTION

Soit H un espace de Hilbert sur K = R ou C. Etant donnés V un autre
espace de Hilbert sur K s’injectant continiment dans H avec image dense,
et a(u,v) une forme sesquilinéaire sur V' x V' continue, positive et elliptique
(cest-a-dire Re a(u,u) > 0, et Re a(u,u) + |lul|?, > c|lul? pour u € V,
avec ¢ > 0), on associe a (V,a) un semi-groupe S(¢) continu (en fait analy-
tique), de contractions (linéaires) sur H dont le générateur infinitésimal est
la restriction & H de u — a(u,-).

Récemment E. M. Ouhabaz dans [8] a caractérisé a l'aide de a(u,v)
I'invariance par S(t) d'un convexe fermé C de H et, dans le cas ou H est
réticulé il caractérise la positivité de S(¢), la domination de S(¢) par un autre
semi-groupe 7'(t) associé a un couple (W, b), et il applique, entre autres, ses
résultats a des formes différentielles du type,

a(u,v) = Z/ a;jDyuDjvdx + Z/ (a;uD;v 4+ bjvDsu)dz +/ buvdx
i, )
sur V x V, avec V un sous espace fermé de H'(Q2), Q un ouvert de RY,
H = L*(), a;ij, a;, bi, b € L=(Q) avec
Zai]@fj >c|&? p.p. pour tout £ € RY ot ¢ > 0.
i7j
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Dans cet article on étend ses résultats au cas non linéaire. Pour cela on
se donne V' un espace de Banach réel tel que V s’injecte contintiment dans
H, a(u,v) une forme sur V x V hémicontinue en u, linéaire continue en
v, monotone dans le sens a(u,u — @) > a(t,u — @) et ¢ : V —] — 0o, 0]
convexe semi-continue inférieurement telle que le domaine effectif D(®) =
{v € V;®(v) < oo} est non vide. Moyennant une hypothese de coercivité (cf.
(1.6)) on peut associer a (V,a,®) un semi-groupe continu de contractions
(non linéaires) sur D(®) (adhérence de D(®) dans H). On note S(t) la
composition de ce semi-groupe avec la projection sur le convexe D(®). Par
abus de langage on dira encore que S(t) est le semi-groupe sur H associé a
(Vya,®) (on a S(t+s) = S(t) o S(s),t — S(t)u est continue, S(t) est une
contraction de H, mais S(0) # Idy si D(®) n’est pas dense dans H).

Dans une premiere partie on montre que si C' est un convexe fermé de H
et si Po est la projection sur C alors,

S(t)C C C si et seulement si pour tout u € D(®), Pou € D(P) et
O(Pou) < ®(u) + a(u,u — Pou).
Dans la deuxiéme partie on prend H = L*(Q, B, u;R) ot (9, B, 1) est
un espace mesuré, on caractérise la croissance de S(t) sur H, ainsi que la
comparaison de S(t) avec T'(t) semi-groupe sur H associé a un autre triplet

(W,b,¥). Plus précisément si S(t) et T'(t) laissent invariant un convexe
fermé I' et si S(t) ou T'(t) est croissant sur I', on caractérise

S(t)u <T(t)u pour tout u € I' et tout ¢ > 0.

Dans la troisieme partie on prend H = L?(Q, B, u; K) avec K = R ou C
et étant donnés S(t) et T'(t) des semi-groupes sur H associés a des triplets
(V,a,®) et (W, b, ¥) respectivement, si I’on suppose T'(t) > 0 et croissant sur
Hy = L*(Q, B, 13 RT) on caractérise la domination de S(t) par T'(t) c’est-a-
dire

|S(t)u| <T(t)|u| pourtout u € H et tout t > 0.
Dans les sections 4 et 5 on traite deux exemples d’applications a des formes

différentielles concretes.
Dans la partie 4, H = L?(]0,1[),V = W2(]0,1[), < p < o0,

1
a(u,v) :/ [ao(+, u, u')v + ay (-, u, u')v'|dx,
0
®(u) = p(u(0), u(1));
et 'on caractérise la croissante de S(t) a l'aide de .

Dans la partie 5, H = L?(Q2) ot1 § est un ouvert borné régulier de RN,
V=WwQ)NL*(Q), 1 <p< oo,

a(u,v) = / ap(+, Du) - Dv dz,

Q
®(u) = [ ¢(-,u)du ol u est une mesure de Radon positive sur Q
Q
d’énergie finie relativement a V' et ¢ une intégrande convexe normale sur

Q x R;
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I’on donne des conditions nécessaires et des conditions suffisantes de com-
paraison et de domination de S(t) et de T'(¢) (semi-groupe associé & un autre
triplet V,b, ¥) du méme type que (V,a, P).

L’étude du cas non linéaire apporte un éclaircissement nouveau sur le cas
linéaire.

1. RESULTATS GENERAUX D’INVARIANCE

Soit H est un espace de Hilbert réel de produit scalaire (-, -) et de norme
| - |. Pour tout sous-ensemble E de H on notera F la fermeture de E dans
H et, pour tout convexe fermé C de H, P désignera la projection de H sur
C.

On se donne V' un sous-espace vectoriel de H, a une application de V' x V'
dans R et ® une application de V' dans | — 0o, +o0] vérifiant les hypotheses
suivantes:

1.1) V est un espace de Banach réflexif de norme ||- |y > |- ||, de dual V’;
) a(u,.) € V' pour tout u € V;

1.3) a(u, @ —u) < a(t, % — u) pour tout u, % € V (monotonie);

1.4) lt%l a(u + tv,w) = a(u,w) pour tout u,v,w € V (hémicontinuité);

1.5)

® est convexe, semi-continue inférieurement (s.c.i) de domaine effectif
D(®) = {u € V;®(u) < +oo} non vide;

— o 2
(1.6) pour tout ug € D(®), lim a(u,u —ug) + ®(u) + [Jull
[[uflv—+o0 l|lw|lv

—+00
(coercivité).

On note A, ¢ 'opérateur de H associé a a et ® défini par,

u € D(®),v € H et, pour tout w € V

(1.7) vE Ago(u) = {(I)(u)+(v,w—u) < ®(w) + a(u,w — u)

A,.o est un opérateur maximal monotone de H (cf. Remarque 1.6), —A, ¢
engendre donc un semi-groupe continu de contractions sur D(A, ) convexe
fermé de H, noté e~*4=® pour t > 0 (cf. [2]).

Rappelons que pour ug € D(Aq0) u(t) = e~ tAa.2q est 'unique fonction
de [0, 00[— H localement absolument continue vérifiant u'(t) + Aqou(t) >
0 ppt>0,u(0)=up.

Notons alors pour tout £ > 0

(18) Sa7<1>(t) = e_tA“’q> o Pm

Par abus de langage, on dira que S, o(t) est le semi-groupe sur H ' associé
a(V,a,®).

Enfin si C est un convexe fermé de H on notera I : V — [0,00],
Papplication convexe s.c.i définie par Io(u) =0siu € CNV et Io(u) = 400
sinon. On peut alors énoncer le résultat principal de ce papier,

ton a: pour tout t > 0 Sa,(t) est une contraction de H dans H, Sgao(t + s) =
Sa,a(t) © Sq,a(s) pour tout t,s € [0,00],t — Sa,a(t)u est continu sur [0,00[ pour tout
u € H, mais Sq,5(0) # Idy si D(Aq,¢) nest pas dense dans H.
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Théoréeme 1.1. Soit C un convezxe fermé de H. On note S(t) = S, a(t) et
Sc(t) = Sa,e410 (1)

Les assertions suivantes sont équivalentes:

i) Pour tout u € C et tout t >0, S(t )u e,
ii) Pour tout u € D(®), Pou € D(<I>)

(1.9) ®(Pou) < ®(u) + a(Pou, v — Pou);
iii) Pour tout u € D(®), Pou € D(®) et

(1.10) O (Pou) < ®(u) + a(u, u — Pou);
iv) Pour tout u € C et toutt >0

(1.11) S(t)u = Sc(t)u.

Exemple 1.2. Si ® = 0 et C' est un sous-espace vectoriel fermé de H, alors,
S(t)u € C pour tout u € C' et tout t > 0, si et seulement si Pcu € V' pour
tout u € V et a(u,v) = 0 pour tout u € VN C et tout v e VN O+,

Exemple 1.3. Soit H = L%(Q, B, u;R) o1 (Q, B, i) est un espace mesuré ;
H est muni du produit scalaire usuel (u,v) = / uvdj.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
i) Pour tout u >0 et tout t > 0, S(t)u > 0;
(1.12) i) Pour tout u € D(®), ut € D(®) et ®(u™) + a(u™,u”) < ®(u);
iii) Pour tout u € D(®), u™ € D(®) et ®(u') + a(u,u”) < ®(u).
Lorsque ces propriétés sont vérifiées on dit que S(t) est positif.
Exemple 1.4. Dans cet exemple on montre comment le théoreme 1.1 étend
les résultats de E. M. Ouhabaz ([7], [8]).
H¢ est un espace de Hilbert complexe de produit scalaire (-, )¢ et de norme
IIll, ac : D(ac) x D(ac) — C est une forme sesquilinéaire de domaine
D(ac) , C-sous-espace vectoriel de He. On suppose que ac est positive, con-
tinue et fermée c’est-a-dire, vérifie,

i) Reac(u,u) >0 pour tout u € D(ac);
ac est continue pour la norme]|.| 4. de D(ac) définie par

lullz. = Reac(u,u) + [lul®;
i1i) (D(ac),|-|lac) est un espace de Hilbert.

(11z) %

Soit A Popérateur C-linéaire (multivoque) de H¢ défini par
v € Au <= u € D(ac),v € Hc et (v,w)c = ac(u, w) pour tout w € D(ac).

Si D(ac) est dense dans Hc A est univoque et il est connu (cf. par exemple
[6]) que —A engendre un semi-groupe holomorphe e *4 sur Hc.

D’autre part si 'on prend pour H, He muni du produit scalaire réel (-,-) =
Re(-,)c, il est clair que le triplet (V' = D(ac),a = Reac,® = 0) vérifie
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les hypotheses (1.1) & (1.6). Alors l'opérateur A,. défini par (1.7) avec
a = Reac et ® =0 coincide avec A. En effet,

v € Ay <= u€ D(ac),v € Hc et Re(v,w)c = Re(ac(u,w))

pour tout w € D(ac), et 'on remarque que:

Re(v,w)c = Reac(u,w) pour tout w € D(ac) = Im(v,w)c = Re(v,iw)c
= Reac(u,iw) = Imac(u,w) pour tout w € D(ac).

Donc, si D(ac) est dense dans Hc, S,.(t) défini par (1.8) associé a Ag,.
coincide avec e~*4. Dans le cas olt D(ac) n’est pas dense, S,.(t) coincide
avec le semi-groupe considéré par E. M. Oubahaz dans [§].

Supposons de plus que He = Hr @ iHg ou Hp est un R-sous-espace vectoriel
fermé de H¢ vérifiant

(1.14) (u,v)c € R pour tout wu,v € Hpg.

Pour u € Hc on note Rew (resp. I'mwu) la projection de u (resp. —iu) sur
Hpy parallelement a iHg, on a alors u = Reu + iImu. L’hypothese (1.14)
implique que Reu = Pg,u. Alors d’apres 'exemple 1.2. on peut affirmer
que les assertions suivantes sont équivalentes:

i) Pour toutu € Hr et tout t >0, Sy.(t)u € Hg;
(1.15) i) Pour toutu € D(ac), Reu € D(ac) et

pour tout w,v € D(ac)N Hg, ac(u,v) € R.

Lorsque ces propriétés sont vérifiées on dit que S, (t) est réel.

Si Hc = L?(9, B, ;1;C) muni du produit scalaire (u,v)c = /uf)d,u, Hyr =

L*(Q, B, 1;R), Hﬂ‘{ = L?(Q, B, u;RT) avec (Q, B, it) un espace mesuré, alors
la linéarité de Sq. (%), (1.12) et (1.15) nous permettent d’affirmer que:

1) See(t)Hg C HE pour tout t > 0 = S,.(t)Hg C Hg pour tout t > 0;

2) Si Sa.(t)Hr C Hg pour tout t > 0, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes:

i) Pour tout u € Hg et toutt >0, Sa.(t)u € Hy;
ii) Pour tout u € D(ac) N Hg, ut € D(ac) et ac(u™,u™) < 0;
iii) Pour tout uw € D(ac) N Hg, u™ € D(ac)et ac(u,u™) < 0.

Exemple 1.5. a) Soit H = L?(2, B, u; K) ot1 (2, B, 1) est un espace mesuré,

K =R ou C, H est muni du produit scalaire réel (u,v) = Re [uvdu. Pour
u € H on note: |lullooc = supess|u(z)|, sign v défini pour presque tout
€N

u(z)

ju(2)|
ceR |ulAe=inf(Jul,c). (V,a,®) vérifie les hypotheses (1.1) a (1.6). On
pose S(t) = S,.a(t). Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) Pour tout uw € H et tout t > 0, [|[S(t)ulloo < [|tt]|oo;

x € Q par sign u(zr) = si u(z) # 0,signu(z) = 0 si u(z) = 0, et si
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ii) Pour tout ¢ € ]0,00] et tout u € D(®), (Ju| A c)signu € D(P) et
O(|ul A c)signu) < ®(u) + a<|u] A c)signu, (Ju| — ¢)sign u);
iii) Pour tout ¢ €]0,00] et tout u € D(®), (|u| A c)signu € D(®) et
O ((Ju| A ¢)signu) < ®(u) + a(u, (Ju] — c)+signu>.

En effet, si pour ¢ €]0, 0o 'on désigne par B, le convexe fermé de H défini
par
B, = f{ue H;Ju < c}
alors
i)<= pour tout ¢ €]0, oo[, pour tout u € B, et tout t >0, S(t)u € Be.
Il suffit donc d’appliquer le théoreme 1.1 en remarquant que,
Ppu= (lu| Ac)signu et u— Pgu=(|ul —c)"signu.
b) Reprenons I'exemple linéaire 1.4 avec He = L?(, B, 1;C). S, (t) étant
linéaire, la propriété i) précédente est équivalente & , pour tout u € Bj et
t >0 Sy (t)u € By. Alors en traduisant le résultat de a) on retrouve la
caractérisation de E. M. Ouhabaz de la L* contractivité:
les assertions suivantes sont équivalentes:
i) Pour tout u € H et tout t > 0, || Sac (t)t]loo < [|0]lo0;
ii) Pour tout u € D(ac), (|u] —1)Tsignu € D(ac) et Reac((|u] A 1)signu,
(Jul — 1)* signu) > 0
iii) Pour tout u € D(ac), (Ju| — 1)Tsign u € D(ac) et Reac(u, (|u| —
1)Tsign u) > 0.

Avant de démontrer le théoreme faisons quelques remarques concernant
l'opérateur A = A, .

Remarque 1.6. Il est classique que lorsque V est dense dans H, A est
maximal monotone dans H (cf. [3]). Or nous ne faisons pas cette hypothese;
voyons comment s’y ramener. Notons Hy = V espace de Hilbert s’injectant
contintiment dans V' et Hy son orthogonal dans H.

Alors, comme on vient de le rappeler, 'opérateur Ay de Hy défini par
u € D(®), ve Hy et pour tout w € V

v € Apu <=
D(u) + (v, w —u) < P(w) + alu,w — u)

est maximal monotone dans Hy. On en déduit la maximale monotonie de A
en remarquant que D(A) = D(Ag) et pour u € D(A) Au = Agu + Hy .

Remarque 1.7. Si A est un opérateur maximal monotone de H et si C
est un convexe fermé de H on sait (cf. [2], Proposition 4.5) que

S(t)C C C pour tout t > 0 <= (I +AA)~'C C C pour tout A > 0,

ou S(t) = e_tAoPD(A) et I est I'identité de H.

Le lemme suivant est fondamental pour démontrer le théoreme 1.1.
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Lemme 1.8. Soit A = Ay e et pour A >0 Jy = (I + AA)~! sont les
résolvantes de A. Alors,

1) D(A) = D(®) = D(0®);

2) Si uw € D(®) alors lorsque A | 0, Jyu — u dans H, Jyu — u
pour o(V,V"), a(Jyu,w) — a(u,w) pour tout w € V, a(Jyu, Jyu) —
a(u,u) et ®(Jyu) — P(u).

Preuve du lemme. 1) Comme D(A) C D(0®) C D(®), D(A) = D(®) =

D(0®) <= D(®) C D(A).
Soit u € D(®) ; notons uy = Jyu = (I + AA)~*u. Comme
a d’apres (1.7) et (1.3), pour tout w € D(®),

U — U

€ Auy on

a(uy,w — uy)

(1.16) D(uy) —I—%(u—uA,w—uA) < O(w)
D(

+
+

IN

w) + a(w,w — uy).

Appliquons (1.16) avec w = wu, il vient,

a(u,uy —u) + ®(uy) < aluy,uy —u) + @(uy)
(1.17) -1 )
< S sl + () < @),
d’ou

a(uy,ux —u) + (un) + [ual? _ () +[lual® _ 2(w)
l[uallv T v T flually
Or on sait que uy — u = Pprzyu dans H (cf. [2]), on en déduit d’apres (1.6)

que (uy)xr=o est bornée dans V.

Maintenant on montre que u = u ce qui implique u € D(A).

On sait (cf. [9] théoreme 3.18) que D(0P) est dense dans D(®) pour la
topologie de V', donc il existe (an,[,) € 0P telle que a, — u dans V.
Utilisant (1.16) avec w = ay, il vient que,

(u—ux,an —uy) <A (P(an) — P(uy) + alan, o, — uy))
<A (< Bnyan —uy >yry +alam, oy —uy)) .

(ux)r>0 étant bornée dans V' et uy — u dans H, lorsque A | 0, on a (u —
u, i, — u) < 0, puis faisant n — oo il vient que ||u — u||?> < 0 d’ott u = u.

2) On a donc uy — u dans H et (uy)x>o bornée dans V', on en déduit que
uy — upour o(V,V'). ® étant s.c.i. on tire alors de (1.17) que ®(uy) — P(u)
et a(uy,uy —u) — 0 lorsque A | 0.

Enfin utilisant (1.3) il est aisé de vérifier que pour tout ¢ > 0 et tout w € V'

lim inf > —t

ﬁr&m a(uy, w) > a(u — tw,w),
puis utilisant (1.4), il vient que a(uy,w) — a(u,w) et a(uy,uy) — a(u,u)
lorsque A L 0. =

Preuve du théoréme 1.1. On note A = Ay, S(t) = Sao(t) et pour A >
0 Jy=(T+2A)"L
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1) On montre que i) == ii): en faisant ¢t = 0 dans i) on a d’apres le lemme
1.8

P——u

DIOL PTA)U € C pour tout u e C

ce qui est équivalent a,

Pou € D(®) pour tout u € D(®). 2

Maintenant soient v € D(®) et v = Pou € D(®). Pour A > 0, on a d’apres
(1.16) avec v, Jyv,u au lieu de u, uy, w respectivement,

1
a(Jyv, Jyv —u) + ®(Jyv) < P(u) + X(’U — hw, Jyv —u)

1 1
(1.18) (U)—XHU_J)\U”Q_'—X(U_J)‘U’U_U)

car v = Pou et Jyv € C d’apres la remarque 1.7 ; on a donc

a(Jyv, Jyw —u) + @(Iyv) + [l _ 2(w)
[ Tavllv = [ Iwvllv

+ [[Ixv-

(Jav)a>0 étant bornée dans H, d’apres (1.6) on en déduit que (Jyv)y=o est
bornée dans V. Comme v € D(A) = D(®), Jyv — v dans H et Jyv — v
pour o(V,V’) lorsque A | 0. D’apres (1.18) et (1.3) on a alors ®(v) <
liminf ®(Jyv) < ®(u) + a(u,u —v) donc v € D(®). D’apres le lemme 1.8 et
(1.18) on en déduit la relation (1.9) du théoreme.

2) Montrons iii) = iv): Tout d’abord il est clair que ® + I est convexe
s.c.isur V et que ® + I > ® entraine que (a,® + I¢) vérifie I'hypothese
de coercivité (1.6) donc Sc(t) = Sq,e+1.(t) est défini. Soit u € C. Utilisons
(1.10) avec uy = Jyu € D(®) et (1.16) avec u,uy et w = Pouy € D(®), il
vient que,

0 < ®(uy) — P(Pouy) + aluy, uy — Pouy)
1
< X(U — uy, ux — Pouy)
1 1 ,
= X(u — Pouy,uy — Pouy) — X”U/\ — Pouy||
-1
< o llua - Pouy|

28i C4 et Co sont des convexes fermés de H on a : Pc,Cy C Cy <= Pc,Ch C Ch <=
P0102 = P(,'201 = P0102 =C1NCs.
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on en déduit que uy € C. On a alors
1
uy = (I +XA)"lu = d(uy) + X(u — U), W — Uy)
< P(w) + a(uy,w —uy) Yw € D(P)
1
= (24 Io)(un) + +(u—ur,w—uy)
< (®+Io)(w) + a(uy,w —uy) Ywe D(@)NC
— uy=(I+Mc) u
ot Ac = Aga+1,- On a donc, pour tout u € C et tout A > 0, (I +
M)ty = (I + MA¢g) tu, alors d’apres la formule exponentielle S(t)u =
t
lim (I +—A) "u pour tout u € H (cf. [2, Coroll. 4.4]) on en déduit (1.11).

n—00 n

3) iv) = i) est immédiat car Sc(t) est a valeurs dans D(®)NC C C, et i)
= 4ii) d’apres (1.3).

On termine cette section par un théoréeme équivalent au théoreme 1.1, d’un
énoncé plus lourd mais qui nous sera tres utile dans les sections suivantes.

Théoréme 1.9. H,V, a, ® sont comme au début de la section, (V, a, ®)véri-
fiant les hypothéses (1.1) a (1.6); S(t) = Sqa(t), Sr(t) = Sae+1.(t) pour
tout convexe fermé I' de H. Soient Cy et C deux convexes fermés de H
vérifiant,

(1.19) pour tout u € Cy, Peu € Cp.

On suppose Cy invariant par S(t) c’est-a-dire,

(1.20) pour tout u € Cy et tout t >0, S(t)u € Cp.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes,

i) Pour tout u € C' N Cy, et tout t >0, S(t)u e C,
ii) Pour toutu € D(®)NCy, Pou € D(®) et ®(Pou) < ®(u)+a(Pou,u—
P(;u);
iii) Pour toutuw € D(®)NCy, Pou € D(P) et ®(Pou) < ®(u)+al(u,u—
Pcu);
iv) Pour tout u € CNCy et tout t >0, S(t)u = Sonc, (t)u.
Preuve. Il est clair que le théoreme 1.1 est un cas particulier du théoreme
1.9 en prenant Cy = H. Le théoréme 1.9 est une conséquence immédiate
du théoreme 1.1 en remarquant d’une part que (1.20) implique que i) est
équivalent a, S¢, (t)u € C'N Cy pour tout u € C' N Cy, et tout t > 0, d’autre
part (1.19) implique que,

Percyu = Pcu pouru € Cp. =

2. APPLICATION A LA COMPARAISON DE SEMI-GROUPES

Dans cette section H = L?(€2, B, u; R) muni du produit scalaire (u,v) =
/uvd,u, (Q, B, u) étant un espace mesuré.
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On se donne V et W des sous-espaces vectoriels de H, a : V xV — R, b:
WxW =R, ®:V =] —o00,+00], ¥: W —] — 00, +0] et 'on suppose que
(V,a,®) et (W, b, V) vérifient les hypotheses (1.1) & (1.6). Les notations sont
celles de I.

1) Résultats.
On a le critere de comparaison suivant:

Théoreme 2.1. Les notations et hypothéses sont celles qui précédent. On
note S(t) = Sga(t) et T(t) = Spw(t). On se donne I' un convexe fermé de
H vérifiant

(2.1) pour tout v,w €T, vAweTD et vVweT.
On suppose que I' est invariant par S(t) et T(t) c’est-a-dire
(2.2) pour tout u € I" et tout t >0 S(t)uecl et T(t)uel.

Les assertions suivantes sont équivalentes,
i) Pour tout v,w dans T tels que v < w et pour tout t > 0, S(t)v < T'(t)w;

ii) Pour toutv € D(®)NT et w € D(V)NT, vAw € D(®), vVw € D(¥)
et

(2.3) ®(vAw)+¥(vVw) < OW)+¥(w)+alv, (v—w)")—blw, (v—w)".
En remplagant 7'(t) par S(¢), on a le corollaire immédiat suivant,

Corollaire 2.2. Soit S(t) = S,o(t) et soit I' un convexe fermé de H.
On dit que S(t) est croissant sur I' si pour tout v,0 € T tels que v < ¥ et
tout t >0, S(t)v < S(t)o.

On suppose que T' vérifie (2.1) et est invariant par S(t). Alors, S(t) est
croissant sur I' si et seulement si, pour tout v,0 € D(®)NT, v Ad, vV E
D(®) et

(2.4) ®(VAD)+ P(v VD) < P()+ P(D) + a(v, (v —0)") —a(d, (v—12)T).

Remarque 2.3. Le théoréme 2.1 nous permet de comparer S(t) et T(t)
sur I' en remarquant que,
1) La propriété i) implique que pour tout ¢ > 0, S(¢) < T'(t) sur I" dans
le sens S(t)u < T'(t)u pour tout u dans I
2) Sil’on suppose S(t) ou T'(t) croissant sur I" alors la réciproque est vraie,
plus précisément, S(t) < T'(t) sur I pour tout ¢t > 0 si et seulement si
i) ou ii) du théoreme 2.1 est vérifiée.

Corollaire 2.4. On suppose ® =0 et ¥ = 0 et ['on note S(t) = Squ0(t), T(t)
= Spo(t). On suppose de plus que S(t) est croissant sur H ou T(t) est crois-
sant sur H. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) Pour tout uw € H et tout t > 0, S(t)u < T(t)u;

iil) V=W, pour toutveV onavt eV et

(2.5) b(v,w) < a(v,w) pour tout veV,weVNHT.
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Preuve du corollaire 2.4. D’apres la remarque 2.3. 1) du corollaire 2.4. est
équivalent a ii) du théoreme 2.1 avec I' = H, qui se traduit ici par: V =W,
pour tout v € V ona vt €V et

(2.6) b(d, (v —2)") <alv,(v—0)T) pour tout v,0€V

Pourv € Vet w e VNHT on prend 9 = v—tw avec t > 0; en utilisant (1.2)
et ’hémicontinuité (1.4), en faisant ¢ — 0 on obtient que (2.6) implique
(2.5). On suppose (2.5) ; on prend v,o € V et w = (v — ©)" on obtient
d’apres (2.4),

b(0, (v

—0)") <b(v, (v—2)") < a(v,(v—"=0)") si T(t) est croissant pour
tout t >0,
)
0.

b(0, (v—10
tout >

) < a(d, (v—2)") <a(v,(v—">2)") si S(t) est croissant pour

2) Démonstrations.

Pour démontrer le théoreme 2.1 on se ramene a un résultat plus général
qui sera en partie une conséquence immédiate du theoreme 1.9. et qui nous
servira dans la section suivante sur la domination.

Dans la proposition suivante H est un espace de Hilbert quelconque, V,W
des sous-espaces vectoriels de H, a : VXV - R, b: W xW — R, &:
V =] — 00,400, ¥: W —] — oo, +00]; on suppose que (V,a, @) et (W, b, 1))
vérifient les hypotheses (1.1) & (1.6).

On se place dans l'espace de Hilbert H = H x H muni du produit scalaire
((v,w), (0, w)),, = (v,0)g + (w,®) . On note

V=V x W muni de la norme || (v, w)lly = (Jv[|3 + [[w]|)?,

Q : V —] — 00, +00] définie par Q(v,w) = ®(v) + V(w) avec D(Q) =
D(®) x D(V),

A:V xV — R définie par A((v,w), (0,w)) = a(v,d) + b(w, ).
Il est clair que (V,.A, Q) vérifie les hypotheses (1.1) a (1.6).
Si S(t) est le semi-groupe sur H associé a (V, A, Q) défini par (1.8) on a

27 SEt)(v,w) = <5a,¢(t)v,sb,w(t)w> pour tout (v, w) € H.

Proposition 2.5. Les hypothéses et notations sont celles qui précedent. On
se donne Cqy et C deux convexes fermés de H et deux applications « et 3 de
Co dans H vérifiant,

pour tout t,s € [0,1] avec t+s<1 ettout (v,w)é€ Cy,
(2.8) (v, wg) = ((1 —t)v + ta(v,w), (1 — s)w + sﬁ(v,w)> €Cy et
o(vn,ws) = v1_s,  B(vpsws) = w1_4:
(2.9) pour tout (v,w) € Cp, Pe(v,w) = (v%,w%).

On suppose Cy invariant par S(t) c’est-a-dire pour tout (v,w) € Cy et tout
t>0 S(t)(v,w) € Cy. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes,
i) Pour tout (v,w) € CoNC et tout t > 0, S(t)(v,w) € C;
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ii) Pour tout (v,w) € D(®) x D(¥)NCy, a(v,w) € D(®), B(v,w) € D(¥)
et

@ (a(v,w)) + ¥ (B(v,w))
< (D(U) + \Il(w) +a (va - O[(’U,U))) +b (’LU,’LU - B(an)) .

Preuve du théoréme 2.1. On applique la proposition 2.5 avec Co = I'xI', C =
{(v,w) € H; v < w}, a(v,w) =vAw, f(v,w) =vVw en remarquant que
pour tout (v,w) € H,

(2.10)

Pe(v,w) = (%v—}—%v/\w, %w—i—%v\/w) , v—a(v,w) = —(w—PBv,w)) = (v—w)".

Il reste & montrer (2.8): soient v,w € I', t € [0,1] ; ’'hypothese (2.1) et la
convexité de I' impliquent que
=(1—-thv+tlvAhw)el we=(1—tw+t(vVw)el.
Soient t,s € [0,1] avec t + s < 1,
v—ws=v—w—(t+s)v—w)T=1—{t+s))(v—w)" —(v—w)"
= (v —ws)" = (1= (t+3s))(v—w)"
d’ou
a(vi,ws) = v Aws = v — (v —wg) T =v— (1 —35)(v —w)" =01,
Blog,ws) = v Vws =ws + (v —ws) T =w+ (1 —t)(v—w)t =w;_; =
Preuve de la proposition 2.5. On applique le théoreme 1.9. avec H, V,
A, Q,C, C

Alors i) de la proposition 2.5 est équivalente &
pour tout(v, w) € D(®) x D(¥) N Coy, av,w) € V, B(v,w) € W,

@(%v + %a(v, w)) + \I/(%w + %ﬁ(% w)) < (v) + ¥(w)+

+a (v, 1)—042(1),111)) +b (w, ()>

L’équivalence de (2.11) et (2.10) résulte du lemme suivant:

(2.11)

Lemme 2.6. H, V. W,a,b,®,V,Cy sont comme dans la proposition 2.5
avec (2.8) vérifiée. Pourt € [0,1] on considére,

Pour tout (v,w) € D(®) x D(¥)NCy, a(v,w) €V, B(v,w) € Wet
D(vy) + U(wy) < P(v) + ¥(w)

() +t{a(v,v —a(v,w)) + b(w,w — B(v,w))

avec vy = (1 —t)v +ta(v,w), w=(1—1t)w+t6(v,w)
alors (Py), (P%) et (P;) pour tout t € [0, 1] sont équivalents.

Remarque 2.7. A part U'implication: (P;) pour tout ¢ € [0, 1[= (P), qui
résulte de ® et ¥ s.c.i. ce lemme est un résultat de convexité dans lequel les
propriétés topologiques des données n’interviennent pas ; on pourrait aussi
remplacer H x H par £ x F' ou F et F sont des espaces vectoriels.
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Preuve du lemme 2.6. On vient de remarquer que (P;) pour tout ¢ € [0, 1[=
(P1). (P1) = (P;) pour tout ¢ € [0, 1] résulte de la convexité de

t— D(vy) + U(wy) — t]a(v,v — a(v,w)) + b(w,w — B(v,w))|.

Montrons que (P%) = (P;) pour tout ¢ € [0, 1].

On suppose donc pour tout (v, w) € D(®)xD(V)NCoh, a(v,w) € V, B(v,w) €
W et (2.11).

Fixons (v,w) € D(®) x D(¥)NCp ; on a donc a(v,w) € V et B(v,w) € W.
Posons

o(t) = D(vg) + U(wy) — tla(v,v — a(v,w)) + b(w,w — B(v,w))|,

¢ est convexe sur [0, 1].
On veut montrer que p(t) < ¢(0) V¢t € [0,1]. Soient ¢,s € [0,1] avec
t+ s <1. On a d’apres (2.8),
(v, ws) € Co et a(vy,ws) =vi—s €V, B(v,ws) = w1 € W
donc (v, wg) vérifie (2.11) avec
1 1 1
QU + ia(vt, ws) = Ulttms,  5Ws + §ﬂ(vt,ws) = Witet,
vi—a(vg, ws) = (1—t—s)(v—a(v,w)), ws—LB (v, ws) = (1—t—s)(w—L(v,w)),
v—v =t(v—a(v,w)) = a(v, v — a(v,w)) < alv,v — a(v,w)),
w —ws = s(w — B(v,w)) = b(ws, w — Bv,w)) < bw,w - B(v,w)),
d’ou
1—-t—s
<I>(v1+t_s) + \If(w1+s_t> == {a(v,v —a(v,w)) + b(w,w — B(v,w))
2 2
< D(vp) + ¥ (ws).

En inversant le role de ¢ et s et en additionnant on obtient
1+t—s 1+s—t
(M) +e(F) < et + elo)

On en conclut que ¢(t) < ¢(0) par application du lemme suivant:

Lemme 2.8.  Soit ¢ : [0,1[—] — 00, +0o0] convexe, alors

1+t—s 1+s—t
(2.12) p(—5—) +o(

= () <p(0) pourtout te|0,1].

) < @(t)+¢(s) Vt,s € [0,1] avec t+s <1

Prewve du lemme 2.8. Le lemme étant trivial si ¢(0) = 400 on suppose
©(0) < oo.

1
1) Faisant s = ¢t = 0 dans (2.12) on a @(2) < (0), et par convexité

1
©(t) < ¢(0) pour tout t € [0, 2].
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2) s = 0 dans (2.12) implique

gp(l;’_t> + @(12_75) < () + ¢(0) Vt e [0,1] avec cp(12_t> < 0

1-—1¢ 1 1
car — < 7 On en déduit que si (¢,) est définie par ty € [O, 2],tn =

L+tp—

2
©(t) < oo pour tout t € [0,1].

alors ¢(t,) < oo pour tout n; comme ¢, — 1 on en conclut que

3) Apres changement de variables (2.12) devient

Pl + M) +o(5 = ) < ol 1) + (k= D)
(2.13) )

pour tout h,k telsque 0 < h< k< -, k+h<1.

[\)

1 1
Pour h fixé dans {0,2[, ap k€ [h,2[—> ok +h)+ ¢k —h) € R est
1 1
convexe. D’apres (2.13) on a ah(2> < ap(k) Vk € {h, 5 {, par convexité on
1
en déduit que oy, est décroissante sur {h, 3 { d’ou @ly(k+h)+¢l(k—h) <0

pour tout k € [h,;[ et h € [O,;[.

1
Pour k fixé dans [0, 5 { on en déduit que h € [0,k] = p(k+h) —p(k—h)
est décroissante, en particulier ¢(2k) < ¢(0). =
3) Comparaison sur H+ = L?(Q, B, u; RT).

On termine cette section en montrant comment le théoreme 2.1 étend un
résultat de E. M. Ouhabaz sur la “domination positive” ou “comparaison
sur les positifs” ([8]). On rappelle (cf. Exemple 1.3) que S(t) est positif si
pour tout u € HT et tout ¢t > 0, S(t)u € HT. V est un idéal positif de W si

HvVvcw

2) Pour tout v e VN H T, w e WNHT tels que w < v,w e V.
Corollaire 2.9. On suppose ® =0 et W = 0 et l'on pose S(t) = Sq0(t), T'(t)
= Sp0(t). On suppose de plus que S(t) et T'(t) sont positifs et T'(t) est crois-
sant sur HT. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) Pour tout uw € H* et tout t >0, S(t)u < T(t)u;
i) V est un idéal positif de W et

(2.14) b(v,9) < a(v,d) pour toutv, © € VNHT;
iii) V est un idéal positif de W et
(2.15) b(v,w) < a(v,w) pour toutv € VNHT, we WNH' avec w < v.
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Preuve. Compte tenu de la croissance de T'(t) sur HT, i) du corollaire (2.9)
est équivalente & ii) du théoreme 2.1 avec I' = H', qui se traduit par V est
un idéal positif de W et

(2.16) b(w, (v —w)") <a(v,(v —w)") pourv e VNH et we WNHT.
On suppose que V est un idéal positif de W. Soient v,o € V. N HT, pour
t>0, ve=v+td € VNHT. Si(2.16) est vérifiée alors b(v,d) < a(v+t0,0);
on fait ¢ — 0% en utilisant I’hémicontinuité (1.4) on obtient (2.14). Soient
veVNHY, we WNH", (v—w)teWnH" et (v—w)" < v, donc si
(2.15) est vérifiée alors on a

(2.17) b(v, (v —w)") <alv, (v —w)").

Maintenant T'(t) étant croissant sur HT, toujours d’apres le théoréme 2.1
avec ' = H*, S(t) =T(t), on a pour tout v,w € WNHT

(2.18) b(w, (v—w)") < bv, (v—w)").
(2.17) et (2.18) impliquent (2.16). =

3. APPLICATION A LA DOMINATION DE SEMI-GROUPES

Soit H = L*(Q, B, 11;K) ou (2, B, 1) est un espace mesuré o-fini, K = R
ou C; H est muni du produit scalaire réel (u,v)y = Re [ uvdpu.
On notera Hg = L?(Q, B, u; R) et Hﬁ le cone convexe fermé de H formé des
éléments positifs de Hp.
Pour u € H, signu est défini comme dans ’exemple 1.5.
On se donne V et W des sous-espaces vectoriels de H, a : V xV — R, b:
WxW SR, &:V =] —o00,00], ¥: W —] — 00,00 et 'on suppose que
(V,a,®) et (W,b, V) vérifient les hypotheses (1.1) & (1.6).
On note S(t) = Sya(t) et T(t) = Spw(t) les semi-groupes sur H associés
a (V,a,®) et (W,b, V) respectivement, définis par (1.8). On s’intéresse a la
domination de S(t) par T'(t) avec
Définitions 3.1 On dit que T(t) est positif si pour tout u € Hg et tout
t >0, T(tyu € Hy . On dit que S(t) est dominé par T(t) si T(t) est positif
et

|S(t)u] < T(t)|u| pour tout u € H et tout t > 0.
Remarque 3.2. Pouru € H Py+u = (Reu)™t, donc d’apres le théoréme
R

1.1 si T(t) est positif, pour tout w € D(¥), (Rew)t € D(P).
Théoréeme 3.3. Soient S(t) = S,a(t), T(t) = Spw(t). On suppose T'(t)
positif et croissant sur Hb, alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) S(t) est dominé par T'(t);

ii) Pourtoutv € D(®) etw € D(V)NH, ([v|Aw)signv € D(®), |v|Vw €

D(¥) et
O((Jv] Aw)signv) + ¥(Jv| Vw) < &(v) + U(w)
+a (v, ([v] — w)Tsignv) — b (w, (Jv] —w)T).
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Comme pour la comparaison on se rameéne a un résultat plus général de
domination en faisant les remarques suivantes qui justifieront ’hypothese de
croissance faite sur 7'(t).

Remarque 3.4.
1) Si pour tout (v,w) € H x Hg tels que |v| < w et tout t > 0, |S(t)v] <
T(t)w alors S(t) est dominé par T'(t);
2) Si T'(t) est croissant sur Hg la réciproque est vraie.
Donc il suffit de montrer la
Proposition 3.5. S(t) = S,a(t), T(t) = Spw(t). On suppose T(t) positif
alors les assertions suivantes sont équivalentes:
i) Pour tout (v,w) € H x Hy tels que [v| < w et tout t > 0, |S(t)v| <
T(t)w;
ii) Pourtoutv € D(®) etw € D(V)NHg, (Jv|]Aw)signv € D(®), |v|Vw €
D(0) et ((Jv] Aw)signv) + ¥ (Jv| Vw) < ®(v) + T (w) +a(v, (Jv] —w)™
sign v) — b (w, (jo] — w)")
Preuve. On applique la proposition 2.5 avec Co = H x Hg, C = {(v,w) €
HxHg ; |[v| < w}, a(v,w) = (Jv|Aw)signv, B(v,w) = |[v|Vw en remarquant
que pour (v,w) € H x Hy

2 2
Il reste & montrer (2.8). Soient (v,w) € H x Hg ,t € [0,1] ; il est clair que,

1 1 1 1
Pe(v,w) = (v + —(Jv| Aw)signv, Jw+ §(|v| v w)) .

ve = (1 —t)v +t(|v] Aw)signv € H, wy = (1—t)w+t(jv|Vw) € H
ensuite si t,s € [0,1] avec t +s < 1,
o] = ws =[] —w = (t+ ) (Jo] —w) " = (1= (¢ +5))(Jo] = w)" = (Jv] —w)~
ce qui implique
(lve] = ws)™ = (1= (t+9)(Jv| —w)*.
Alors un calcul simple montre que a(vy, ws) = vi—s et B(vg, ws) = wi—_¢. w

Montrons comment le théoreme 3.3 étend le résultat de E. M. Ouhabaz sur
la domination ([8]).
On dit de V est un idéal de W si

1) pour tout v € V, |v| € W;

2) pour tout v € Vet w € W N Hy tels que w < |v|, wsign v € V.
Corollaire 3.6. On suppose ® = 0 et ¥ = 0 et l'on pose S(t) = Sq0(t),
T(t) = Spo(t). On suppose T(t) positif, réel et croissant sur Hg 3 . Alors
les assertions suivantes sont équivalentes:

i) S(t) est dominé par T(t);

3T(t) est réel si pour tout w € Hg et tout t > 0,7 (t)w € Hg T(t) est croissant sur Hy
si pour tout w,w € Hy tels que w < b et pour tout ¢ > 0, T(t)w < T'(t)w.
Si T'(t) est linéaire T'(t) positif implique T'(t) réel et T'(t) croissant.
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ii) V est un idéal de W et
(3.1) b(|v],w) < a(v,wsign v) pour tout v € V, w € WNHg avec w < |v].
Preuve. Tout d’abord il est facile de vérifier que

(Jv] Aw)signv € Vet [v]Vw €W pour tout v € V et w € W N Hy

est équivalent & V' est un idéal de W. Donc d’apres le théoreme (3.3), S(?)

est dominé par T'(t) si et seulement si V' est un idéal de W et
(3.2) b(w, (Jv] = w)™) < a(v, (Jo] — w) " signv)
' pourtoutvEVethWﬂHﬂ'{.

Supposons que V soit un idéal de W. Soit v € V et w € W N HH‘{ avec
w < |v| alors pour tout ¢ €]0,1], |v| —tw € W N Hg. Si (3.2) est vérifiée
alors on a

b(Jv| — tw,w) < a(v,wsignv).
On fait ¢ — 0" en utilisant ’hémicontinuité (1.4), on obtient (3.1).
Soient v € Vet w € WN Hy alors (Jv| —w)™ € WNHg et (Jv] —w)t < |vl.
Donc si (3.1) est vérifiée, on obtient
(3-3) b(Jvl, (Jo] = w)™) < a(v, (Jv] — w) T signv).

T(t) étant réel et positif on peut utiliser la proposition 2.5. avec I' = Hﬁ
pour affirmer que T'(t) est croissant sur Hp si et seulement si pour tout
w,w € WNHE, wAd, wVideWNH et

(3.4) b(w, (0 —w)™) < b(w, (b —w)™).
(3.2) se déduit de (3.3) et (3.4). =

4. EXEMPLE 1

Soient H = L%(]0,1[) et V = WP(]0, 1) avec 1 < p < co. On se donne,
e (ag,a1) :]0,1[xR%? — R? une application des variables (z,k, &) que 1'on
suppose de Carathéodory et monotone en (k, &) c’est-a- dire vérifiant,

(ao(- k,€),a1(-, k,&)) est mesurable pour tout (k,&) € R?

4.1
(4.1) (ao(z,-,-),a1(x,-,-)) est continue sur R? p.p. z €]0, 1],

ao(z, k,&)(k — k) + ax (2, k,£)(€ - §)
(42) > ag(, b, €)(k — ) + a1z, b, £)(€ — &)
p.p. x €]0,1], pour tout (k,§) , (l%,é) € R?
on suppose de plus
w3 | 0@k |+ a@ke 7" < co(k)(er(z)+ | £ )
p.p. = €]0,1[, pour tout (k,£), € R?
ot g € C(R),c; € L1(]0,1]) et p’ est le conjugué de p.

e ¢:R? —] — 00, 00| une application convexe, s.c.i de domaine D(ip) # 0.
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On définit alors, a:V XV — Ret ®: V —] — 00, o0] par

1
(4.4)a(u,v) = /0(ao(:c,u(:c),u'(x))v(a:)+al(x,u(ar),u’(m))v/(a:))da:,

(45) @(u) = @(u(0),u(l)).
Il est clair alors que (V, a, ®) vérifie les hypotheses (1.1) a (1.5).
Remarquons que a est T-monotone c’est-a-dire

(4.6) a(u, (u—a)") > a(d, (u—a)*) pour tout u,a € V.
En effet d’apres (4.2) on a

o, (= 0)") = ali (u—0)) = [ [(aols ) = a1, ) (u — )
+ (a1 (- u,u') —ay (-, 4, 4")) (u' — 4')] > 0.

On suppose de plus que (a, ) vérifie 'hypothese de coercivité (1.6). On note
S(t) = Sa,a(t) le semi-groupe associé a (V, a, ®) définie par (1.8). On a alors
la

Proposition 4.1. S(t) est croissant sur H si et seulement si
ou bien il existe (eg,e1) € 0,002, (ug,u1) € R? tels que

D(¢) C {(ug,u1) + t(eg,e1),t € R}

62
;0 < 0 dans D'(intD(p)), et pour tout (xo, 1),
1

ou bien intD(p) # 0, 5
(40, y1) € D(¢) tels que (zo — yo)(z1 — y1) <0, (w0, 41), (Yo, 21) € D(e).

Preuve. D’apres le corollaire 2.2, S(t) est croissant si et seulement si pour
tout (wo,z1) € R% (yo,71) € R%,v,w € V avec (v(0),v(1)) = (yo0,%1),
(w(0), w(1)) = (z0,21) on a
@(wo A Yo, r1 Ay1) + @(wo V Yo, 1 V Y1)
< @(xo, 1) + (Yo, y1) + a(v, (v — w)™)

or d’apres (4.6) si (zo,x1) et (yo,y1) sont comparables (4.7) est vérifiée.
D’autre part si intD(yp) est vide et si S(t) est croissant alors, d’apreés (4.7),
tous les éléments de D(p) sont comparables et donc

D(p) C {(ug,u1) +t(eg,e1);t € R} avec (eg,e1) € [0, 00[>.

47 ~ afw, (v —w)")

On suppose désormais U := intD(p) # (). D’apres les remarques précédentes
on a, S(t) est croissant si et seulement si pour tout (xq, 1), (yo,%1) € R? avec
(:EO_yO)(xl_yl) < 07 tout v, w € V avec (’U(O),’U(].)) = (y07y1)? (w(o)aw(l))
= (z0,21) ,
@(wo,y1) + @(Yo, v1) < @0, 21) + ©(Yo0, Y1)

+a(v, (v—w)") —a(w, (v—w)").
Supposons (4.8). Soient (h, k) €]0,00[% et ¢ € D(R?) avec ¢ > 0 et supp ¢ C
U. On utilise (4.8) avec (zg,z1) € R?, (yo,%1) = (20 — th,x1 + tk) t > 0,

(4.8)

w(z) = xo(1 — x) + x12 pour z € [0, 1]
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() (zo —th)(1 —2) + (z1 +th)z si0 <z <3,
v(z) =
(zo — th)(1 — 2) + (v1 + th)z si§ <z <1,
on obtient,
(4.9) o(xo, 21 + th) + o(xg — th,z1) < (20, 21) + (20 — th, 21 + tk)

+2tk(y(xo — th,x1 + tk) — y(xo, 21))

avec pour (zp,21) € R?

v(z0,21) = /ll[ao(ac, 20(1 — ) + 212,21 — 20)(x — é)

2
+ai(x,20(1 — ) + 212, 21 — 20)]dx,

7 est continue sur R? et ¢ est continue sur U, de plus si (zg,21) € supp ¢

et si
dist(supp ¢,0U)

2[|(h, Kl
alors (zg — th,x1 + tk) € U, donc en multipliant (4.9) par ((zg,z1) et en
intégrant en (xo, 1) sur R? on obtient aprés des changements de variables
convenables,

/QSO(LUO,SH)[C(?UO’% —tk) + ((xo + th,x1)
- C(x()v 331) - C(Hfo +th,x1 — tk)]dl’odwl

< 2tk /]1%2 Y(xo, x1)[((z0 + tk, z1 — tk) — ((z0, z1)]dxodx]

0<t<

on divise par 2 et I'on fait ¢t — 07T, il vient que,
0%¢
x0, 1) —— (20, x1)dxodx
/QGD( 0 1)8x08x1( 0, 21)dzodz1

2k aC oC
< _
T W(iﬂo,ﬂﬁl)(axo (wo, 1) 921 ($0>$1)>d$0d&"1
2

6x08x1
Pour la réciproque il suffit, d’apres (4.6), d’appliquer le lemme suivant,

en faisant £ — 0 on obtient que < 0 dans D'(U).

Lemme 4.2. Soit p : R? —] — 00, 00] conveze s.c.i telle que U = intD(yp)
# (; alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) pour tout (xg,x1), (yo,y1) € R? avec (g —yo)(x1 —y1) <0
(4.10) @(wo,y1) + @ (Yo, 71) < @0, 21) + ©(Yo, Y1);
0
0xp0x1
pour tout(xo, x1), (Yo,y1) € D(p) avec (xg — yo)(z1 —y1) <0,
(20, y1)s (Yo, Y1) € D(p).

i)

<0 dans D'(U) et

(4.11)
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Preuve: i) = i) vient d’etre démontré en prenant ap = 0 et a; = 0.
Pour montrer i7) = i) on se rameéne par des techniques de régularisation
habituelles & ¢ de classe C! sur U d’ott I'on déduit (4.10) pour (xo, 1), (Yo, Y1)
€ U avec (zp — yo)(x1 —y1) <O.
Maintenant si (zg, 1), (yo,y1) € D(p) alors par convexité de D(¢p) et (4.11)
on a pour t €]0,1]
(t(yo — wo) + o, t(y1 — x1) + 21), (H(zo — yo) + o, t(x1 — 1) + 1) €U

et donc

p(t(yo — o) + o, (1 — y1) + y1) + @ (t(zo — yo) + yo, (Y1 — x1) + 21)

< @(t(yo — wo) + o, t(y1 — 1) + 21) + @(t(zo — yo) + Yo, t(x1 — y1) + y1)

comme ces fonctions de ¢ sont convexes s.c.i et finies sur [0, 1], elles sont
continues sur [0, 1], donc lorsque ¢ — 0" on obtient (4.10). =

5. EXEMPLE 2

Soient H = L2(f)) ou Q est un ouvert borné de RN & frontiere lips-
chitzienne, V = W'P(Q) N L?(2) avec 1 < p < oo, muni de la norme
lullvy = |lullrz + [|Dullr ot Du est le gradient de u (cette norme est
équivalente a celle de W1P(Q) pour p > 2).

On se donne,
e 4 une mesure de Radon positive sur Q, d’énergie finie relativement &

V' (c’est-a-dire, il existe C tel que [ | w | dp < C|lu|ly pour tout u €
Q

WLP(Q) N C(Q) ce qui est équivalent & u ne charge pas les ensembles de
V-capacité nulle (cf. [1]).

o ©: QxR —[0,00] vérifiant,

(5.1)  ¢(+,h) est y-mesurable pour tout h € R
(5.2)  p(z,-) est convexe s.c.i pour p p.p. x € Q
(5.3)  ¢(-,0)=0

on définit alors pour tout u € V'

(54) o(w) = [ pla.i(x))du(a)

ol @ est un représentant quasi-continu de wu (défini quasi partout donc
p p.p.). @ est alors convexe s.c.i de V' dans [0, oo] avec ®(0) = 0 (cf [5]).

e On se donne aussi, ag : Q x RV — R une application de variables (z, ¢)
que l'on suppose de Carathéodory et monotone en &, c’est-a-dire vérifiant

ao(-,€) est mesurable pour tout & € RY, ag(x,-) est continue

5.5
(5:5) sur RN pp. 2 € Q,

(5.6) lao(x, &) — ao(x,6)].(6 =€) >0 pp. x € Q, pour tout & & € RV,
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On suppose de plus qu'il existe des constantes ¢, > 0,co € L1(Q) et ¢; €
L¥ (Q) avec p’ conjugué de p, tel que,

(5.7) ap(z,6).6 > c| EP —co(z) pp. x €K, pour tout £ € RY,
(5.8) | ag(z,€) |[< ci(z) +¢ | €P7Y ppaeQ, pour tout & € RY
oil | - | est la norme euclidienne de RV,
On définit alors pour tout u,v € V,
(5.9) a(u,v) = / aop(z, Du(z)).Dv(z)dz

Q

a vérifie les hypotheses (1.2),(1.3) et (1.4) grace a (5.5),(5.6) et (5.8), et
(a, ®) vérifie 'hypothese de coercivité (1.6) grace a la positivité de @ et
(5.7). Ainsi (V,a, ®) vérifie les hypotheses (1.1) a (1.6).

Nous noterons S(t) = S, a(t) le semi-groupe associé a (V,a, ®) défini par
(1.8).

Remarque 5.1. i) S(¢) est croissant sur H. Cela provient de la car-
actérisation donnée au corollaire 2.2, en remarquant que l'on a,

(5.10) S(unda)+ P(uVia)=d(u)+ P(a),
(5.11) a(u, (u—a)*) > a(t, (u—a)").
En effet (5.10) est due a
o, u Na()) + gz, u Vi) = (e, 4(x) A (@) + oz, i) Vi)

= o(x,u(x)) + o(z, a(zx)) pp.p. z €
et (5.11) traduit la T-monotonie de a due a (5.6) et

/ ao(-, Du).D((u — @)+ )da = / ao(-, Du).(Du — Dit)dz

Q u>1

ii) ap(-,0) = 0 est une condition suffisante pour que S(t) soit positif. En
effet, il suffit d’utiliser la caractérisation donnée dans ’exemple 1.3 et (5.3).

Enfin 'on se donne deux autres applications,

P QxR = [0, 00] vérifiant (5.1), (5.2), (5.3)

bo : Q x RN — RY vérifiant (5.5), (5.6), (5.7), (5.8).
On note pour u,v € V,

U(u) = /sz(x,&(:v))du(x), bu,v) = /Qbo(a;,Du(a:)) . Do(x)de.
T(t) = Spw(t) est le semi-groupe associé a (V,b, ¥).

Rappels et Remarques 5.2.
Rappelons (cf. Remarque 2.3, Théoreme 2.1 et Remarque 5.1) que, S(t) <
T'(t) pour tout ¢ > 0 si et seulement si pour tout v,w € V

(5.12) /g‘zso("~/\w)d“+/ﬁ¢('ﬂ7\/@)duS/Qtp(',ﬁ)dﬂ—k/()w(.’@)dﬂ

+/> (ao(-, Dv) — bo(-, Dw)).(Dv — Dw)dz.
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Il est clair que (5.12) est vérifiée si ag = by et 01 < Oy au sens suivant (cf.
[4]),

(5.13) o (z,h) <0z, h) * ppp. xeQ, YheR.

en notant (cf. [4] preuve du lemme 2.1) que (5.13) est équivalent a

(5.14) o(z, k) +v(z,h) <oz, h) + Pz, k) ppp xeQ, Vk<h

De méme, rappelons (cf. définition 3.1, théoreme 3.3, et remarque 5.1) que
S(t) est dominé par T'(t) si et seulement si 7'(t) > 0 pour tout ¢ > 0 et, pour
tout v € V et tout w € V' on a,

/gp v\/\wszgnvdu—i—/w | 0| vao)du

(5.15) < /Q‘P(w@)dﬂ—l-/ﬁw(',ﬁ))du
+ /U|>w(sign vag(-, Dv) — bo(-, Dw)) - (D | v | —Dw)dzx.

Il est clair que (5.15) est vérifiée si ay = by avec ag(x, ) impaire pour p.p. x €
Q et OY(| h|) <| Op(h) | au sens suivant,

(5.16) o0z, | h]) <| 0%z, h) | ppp.zecQ, VheR
en notant que (5.16) est équivalent a,

B R ALY EFED R
' ppp. v €Q VYO<k<|h|.

Nous venons de donner des conditions suffisantes naturelles et pratiquement
immédiates de comparaison et de domination. Mais nous ne savons pas
donner des conditions nécessaires et suffisantes. Nous pouvons cependant
sous certaines hypotheses techniques donner des conditions nécessaires.

Proposition 5.3. Qutre les hypotheéses faites sur v, 1, ag, bo, l'on suppose
de plus que

(5.18) (-, h), ¥(-,h) € LY(Q, ) pour tout h € R,

(5.19) Op(x,0) = {0} u.p.p. x € Q.

i) Si S(t) < T(t) pour tout t > 0 alors O < dy;
ii) Si S(t) est dominé par T (t) alors OY(| h|) <| dp(h) | .

Proposition 5.4. On suppose ag — by continue sur (Q\supp p) x RV

Pour u p.p. x € Q,
inf Op(x,h) € [0,4+00] st h >0,
9% (z,) :heR—{0si h=0,
sup Op(x, h) € [0,400] si h <0
avec la convention inf ) = 4o00,sup ) = —co et pour h € R, £ € dp(z,h) < £ € R et
L(h —h) + p(z,h) < p(z,h), Vh € R.



INVARIANCE D’UN CONVEXE FERME 259

1) St S(t) <T(t) pour toutt >0 (resp. S(t) est dominé par T(t)) alors
ap(z,-) — bo(x,-) est affine antisymétrique pour tout x € Q\supp p et
Divgag(-,€) < Divgbo(-,€) dans D' (Q\supp 1) pour tout & € RY;

2) On suppose de plus (z,£) — ao(x,&)+ap(z, =) continue sur (Q\supp )
xRN si S(t) est dominé par T(t) alors ag(w,-) — ag(x,0) et bo(z,-) —
bo(xz,0) sont impaires pour tout x € Q\supp p.

Corollaire 5.5. On suppose que,

e [a mesure de Lebesque de supp p est nulle,

o ©(,h),¥(-,h) € LY(Q, n) pour tout h € R et dp(z,0) = {0} p.p.p. x € N
e aq et by sont continues sur Q x RN ag(x,-) — bo(z,-) est un gradient
p.p. © € Q et ap(-,0) = by(-,0) = 0.

Alors

1) S(t) <T(t) pour toutt >0 ag=by et 0P < dyp;

2) S(t) est dominé par T(t) < a9 = by, ao(z,-) est impaire pour tout
xeQet

O [ h|<| Op(h) | .
Preuve de la proposition 5.3. Remarquons tout d’abord que (5.18) implique
(5.20) (-, h) < 400, (-, h) < 400, pp.p.  €Q, Vh € R.

Montrons i). On suppose donc (5.12) que l'on utilise avec w = u € WP N

C(Q) et v =u+ k avec k constante > 0, on obtient

621) [ eCoudut [ ol urkide < [ oluskdis [ 6 wdu < oo,
WhP(Q) NC(Q) étant dense dans L (€2, 1), (5.21) est encore vraie pour u =
hx , avec h une constante et A C {} p-mesurable; on a donc

¢('7h+k) —¢('7h) w(vk)
/A 3 du+/Ac 7 dp

S/Aw(»thk]i—sO(nh)dH/Ac @(};k)du

(5.22)

par (5.20) on a
kJO+ k oh

Utilisant la positivité de 1, ¢(-,0) =0 et (5.19) © on obtient apres passage
a la limite lorsque k | 0" dans (5.22),

(x,h) ppp. xef’

ot AR
2 W(’ h) < B W(’ h) pour tout A p-mesurable et tout h € R
d’ou
(5.23) (Zzp(x, h) < 8*}:,0 (x,h) w.p.p. ¢ € QVh R,
5979

5 est la dérivée a droite par rapport a h de ¢; on a a;——h“’(az, h) = max 9p(z, h).
Sici il suffirait d’avoir max d¢(z,0) =0 u p.p. = € Q.
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d’apres (5.20), (5.23) est équivalente a la croissance de p(x, ) =9 (z, ) p.p-p T
€ 2 donc équivalente a (5.14) et a (5.13).

Montrons ii). On suppose donc (5.15) et ’'on procede comme dans la preuve
de i) en prenant w = u € WP NC(Q)T,v = e(u + k) avec k constante > 0
et ¢ = 41 puis u = hx, avec h constante > 0 et A C Q p-mesurable. On
obtient

oY AR

< r D.p. ) +
o (x,h) < o (z,h) w.p.p.x€QVheR
+ - i}
o0 (e 1) < &P ) <~ TP (a h) = 00w )| pppr € 9, Y R

sous I’hypothese (5.20), la premiere inégalité est équivalente a
o0 (x,h) < 8¢°(x,h) p.pp. x€Q, VheRT
donc (5.16) est vérifiée. m

Preuve de la proposition 5.4. Pour simplifier 'on note ' = Q\supp p qui
est un ouvert de {2 que I'on suppose non vide, et

(5.24) f(x,8) = ap(z, &) — bo(z,€) pour (z,£) € Q x RY.
On suppose donc que f est continue sur € x RV,
a) On suppose S(t) < T'(t) pour tout ¢ > 0. On utilise (5.12) avec v,w €
D(£Y), on obtient grace & (5.3),
/ (ao(+, Dv) — bo(+, Dw)).(Dv — Dw) dx >0
v>w

puis 'on prend v = w + t¢ avec t > 0 et ¢ € D(Y)T et l'on fait ¢ — 0T, il
vient,

/Q(ao(-,Dw) —bo(-, Dw)).D¢ dx > 0.

Cette inégalité reste vraie si 'on prend w € C®(RY); en effet si p € D(Y)
avec p = 1 sur supp ¢ alors wp € D(Q') et D(wp) = Dw sur supp (. Donc
par (5.24) on a

(5.25) /RN £, Dw).D¢ dr >0 pour tout ¢ € D(Y)*,w € C2(RY).

Alors si pour ¢ € RY on prend w(z) = £.z on obtient
(5.26) Divg f(-,€) <0 dans D'().

Ensuite on fixe zg € ', ¢ € DR, w € C®*(RYN), et 'on utilise (5.25) avec
(n et wy, définis par,
1
Cn(x) = C(n(x - ZL’o)), ’LUn(l‘) = Ew(n(x — .1‘0))

en remarquant que pour n assez grand ¢, € D(Q)"; il vient aprés change-
ment de variables,

/]RN f(zo + %,Dw(x)),Dg(a;) dz >0
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puis faisant n — 400 en utilisant la continuité de f sur €’ x RY, on obtient
(5.27) / f(zo, Du()).D¢(x) di > 0.
R

Supposons & — f(zo, &) de classe C'; il vient en intégrant (5.27) par parties,

2w
Z/RN 8fz (z0, Dw(z ))L(SC)C(QS) <0 pour tout ¢ € D(RN)+

8@ 8IL‘J81L‘1
ou fi,..., fn sont les composantes de f; d’ou,
0 i 0?
Z ng xo, D ))axig;j () <0 pour tout z € RY et tout w € C*(RY)

prenons w(z) = &y + = (§ z)? on &,& € RN et A € R, puis z = 0 il vient,

Z 8fl (z0,&0) &€ = 0 pour tout & € RN

0¢;
d’ou
0/ (zo,&0) + 0J; —(29,&9) =0 pour tout 7,5 € {1,.., N} et tout & € RY.
agj afz

Si & — f(x0,&) n'est pas de classe C', par une méthode classique de régulari-
sation on obtient,

Afi afj _ /N
853'(%’) aé(:z‘ ) = 0 dans D'(R"),

pour tout i,5 € {1,., N} et tout zyg € . Les solutions de (5.28) sont
classiques et données par,
filxo, &) = f2(x0) + Zfij(xo)fj pour tout i € {1,..-, N} et tout £ € RV

JFi

avec fij(:co) + f;(:cg) =0

Cela prouve que f(zo,-) est affine antisymétrique pour tout zo € Q'.

b) On suppose S(t) dominé par T'(¢). On utilise (5.15) avec w € D(Q) T, v =

e(w+t) oie==%1,t>0et ¢ € D(Q)" on obtient grace a (5.3)

/Q(mo(-,aDw +teDC) = bo(., Dw)).D¢ > 0

(5.28)

et 'on fait t — 0T pour obtenir

/Q(sao(-,EDw) — bo(-, Dw)).D¢ > 0.

Cette inégalité reste vraie si 'on prend w € C®(RN); en effet si p € D(Y)
avec p = 1 sur supp ¢ et si m = infpw, alors p(wp —m) € D(Q)*
D(p(wp —m)) = Dw sur supp ¢, d’ou

(5.29) /RN(mO(.,sDw) —bo(, Dw)) - DC > 0
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pour tout ¢ € D(Q)F et tout w € C*(RY).

En prenant € = 1 on obtient (5.25) et (5.26), et donc f(z,-) est affine anti-
symétrique pour tout z € .

En prenant ¢ = —1 on obtient en posant g(z,§) = —ag(z, —§) — bo(z, &)

/N g(-,Dw)- D¢ >0 pour tout ¢ € D(Q)F, w e C®(RY).
R

Si I'on suppose de plus que (z,§) — ao(x,€) + ap(x, =) est continue sur
Q' x RN alors ¢ est continue sur €’ x RY et I’'on déduit comme pour f, que
g est affine antisymétrique.

Un argument simple de parité montre alors que

f(l‘7 ) - f(fL',O) = 9(1:7 ) - g(I)O) pour r € 4
d’ott 'on déduit que ag(z, ) —ao(x,0) et by(z,-) — bo(x,0) sont impairs pour
tout z € Q. m

Preuve du corollaire 5.5. C’est une conséquence facile des propositions 5.3
et 5.4 et des remarques 5.1 et 5.2 en remarquant que si ag(zx, ) — bo(z, ) est
linéaire et est un gradient alors elle est symétrique. =
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