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Abstract: We consider differential equations of the form

(1) dw _ Suw™ (146 wtbw3+...)
dz yz*(14,z+v222+...)

where § 75 0,v 7é 0, m,n > 1, and where the power series in the numerator
and denominator on the right hand side converge. We are looking for integrals
(2) w(z)=pz+ecaz? +...

which "enter the singularity (0,0) holomorphically”. Firstly, it is proved, that
there exist formal integrals of (1) if and only if certain algebraic relations for
the coeflicients 7y;, 5_7' are satisfied, and if m = 7m. But then each formal

integral (2) is also convergent, hence a locally analytic solution. Moreover,

there exists a continuum of solutions of (1) if this equation is solvable in the
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above sense, since the coefficient Cm(Cl = p) ifm = 1) may be chosen arbi-
trarily. It is shown that the functions (Z, Cm) — w(z, Cm) are holomorphic
in regions [Cm‘ <, |z| < 6(77) Here w(z, Cm) denotes the unique integral
(2) with the given coefficient ¢p,, 77 > 0 is arbitrary, 5(77) > 0 depending on
7). Applications are given to the third Aczél-Jabotinsky equation in iteration
theory and to holomorphic continuation of integrals of (1) into the singularity
(0,0).

1. Einleitung

Bei der Beschreibung von Familien vertauschbarer konvergenter
und formaler Potenzreihen und der Normalformen solcher Familien
gegeniiber simultaner Konjugation spielen die sogenannte ("dritte”)
Differentialgleichung von Aczél-Jabotinsky und eine Verallgemeinerung
derselben eine Rolle (vgl. [1], [2], [3], [4], [B], sowie fir das System
der sogenannten Aczél-Jabotinskyschen Funktionaldifferentialgleichun-
gen im allgemeinen [6], [7], [8]).

Es sind dies (spezielle) Differentialgleichungen der Form

dw Sw™(1 + bw + byw? + .

1 - ,
(1) dz vz (1l 4+ y12 +y222 +...)

wobei 7,6 # 0, m,n,> 1, und die auftretenden Potenzreihen 1 + §;w+
+...,1 4+ y1w + ... konvergent seien. Bei dem Problem der vertausch-
baren Reihen interessiert man sich fiir konvergente Reihenlésungen von

(1) der Form
(2) w(z) = pz+c2® +...,p£0.

Da auf den Anfangswert w = 0 fiir z = 0 beziiglich (1) aber der
Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Cauchy oder die klassische Me-
thode der Separation der Variablen nicht direkt angewendet werden
kann, miissen hier bei Existenzfragen und bei der Untersuchung der
Parameterabhangigkeit modifizierte Wege beschritten werden. So wird
z.B. in [2] und in [4] die Differentialgleichung (1) auf einen Spezialfall
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der Briot-Bouquetschen Differentialgleichung transformiert, der mittels
der Majorantenmethode untersucht werden kann.

Wir wollen hier eine Modifikation der Methode der Variablensepa-
ration darstellen, die in der ”Singularitat” (0,0) Giiltigkeit hat. Die
Existenz der holomorphen Integrale (2) ergibt sich, wenn iiberhaupt
formale Integrale exisitieren, aus dem Hauptsatz iiber implizite Funktio-
nen im Komplexen (§2). Die genauere Untersuchung der Abhéngigkeit
der Lésungen (2) von inneren Parametern ist im Hinblick auf die ur-
spriingliche, eigangs erwahnte Frage der maximalen Familien vertausch-
barer Potenzreihen wichtig und erfordert eine kleine Verscharfung des
Satzes iiber die impliziten Funktionen in §3.

Schliefllich werden wir der Frage nachgehen, welche Integrale von
(1), die nach dem Satz von Cauchy durch Anfangswerte (z0,wp) mit
zg - wo # 0 eindeutig festgelegt sind, holomorph in die Singularitét
(0,0) einmiinden. Leider kann ich in diesem Punkt kein abschlieBendes
Resultat vorlegen.

2. Die Existenz holomorpher Integrale

Wir wollen in diesem Paragraphen notwendige und hinreichende
Bedingungen dafiir angeben, daBl eine Differentialgleichung (1) Inte-
grale der Form (2) besitzt. Wir beginnen mit formalen (algebraischen)
Vorbereitungen, die man hier am bestem im Kérper C < z > der for-
malen Laurentreihen mit endlichem Hauptteil, dem Quotientenkorper
des Ringes C[z] der formalen Potenzreihen, durchfiihrt. (1) ist, wenn
w(z) die Form (2) hat, d&quivalent mit folgenden Relationen in
CKz>:

%w_m(l + 6w + Sw? +...)7? C;—li) = %z""(l + 712+ 722% +...)78,
oder nach Berechnung der Reziproken (1 +§;w +...)~! und (1+~y12+
+...)”! mittels der geometrischen Reihe und Substitution:

dw

1 .
s (1 Pu8)w + Py(61, 8)w” + .. ) =

1
= ;zﬁn(l + Pi(71)z + Pa(71,72)2° +...)
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mit Polynomen P;,P,.... Wir setzen Py, = 1. Die Laurentreihen

w” ™™ ‘fiw, v >0, bilden  eine summierbare  Familie, da

ord{w(z)"~™ dw} = v — m und wir finden also die zu (1) dquivalente
Relation in C < z >

(3) Z

mit

617 (e Z P 71’ v"Yv) "

-2|»—t

w(z) = pz+cz® +...,p #0.
Ist L(z) eine formale Laurentreihe, so ist der Koeffizient von 27! in
£ I(z) = L'(z) Null, res{L'(2)} = 0. Nun gilt whi = (A_IH A’H),
wenn nur A # —1 (A € Z), also
dw
res{w”*m-d;} =0
fir v# m —1, v > 0, und daher

1 d
res {Z ;P,,((Sl, ... ,5,,)w”_m—o—;:— =

v=0

P (6152 6me 1)res(w(1z)(2—1:>.

Da wir auf der rechten Seite von (3)

1
{Z 5 (Y1s--57w) z"_"'} = S (Y1ye ey Yn—1)

finden, so ergibt sich

2|

1

1 dw 1
:)" m—1 (51,---,5m—1) 7”65{ dz } = an——l (’Yl,---,’)’n—l)-

d 1
w—IE—Z—J =(pz4+cz® +...) 7 p+2cz+...) = - + Q(2)
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mit Q(z) € C[z], so folgt

1 1
4 =P 1 (61, 6m1) = = Pa_1(61, .. 60_1).
(4) 7 1(61 6m—1) 5 Fn-1(b1 6n—1)

Wegen Py = 1 und wegen

d
wu——md_l; — pu—m-{—lzu—m +R(Z)

mit ord R(z) > v —m, folgt durch Vergleich der Ordnungen der linken
und rechten Seiten in (3)

(5) : m=n
und somit aus (4)

1 1
(6) ; m—-l(él,- . 36m—1) = EPm_l(‘yl,. . 7')’m—-1)-

Der Vergleich der niedrigsten Potenzen von z auf den beiden Seiten von
(3) ergibt unter Verwendung des Ansatzes (2) und mit Py =1

R
(7) —p" T =
7

d.h. p ist eine, wie wir sehen werden, beliebige, (m-1)-te Wurzel aus
/6. Wenn also m = 1, so kann p # 0 beliebig sein, es ist dann aber

(8) vy=6 (firm=1)

notwendigerweise.
Wie schon festgestellt, ist jede Laurentreihe w”_""% firv—m # -1

die Ableitung einer anderen, namlich der Laurentreihe V_;H wvmH
Um den Fall v — m = —1 zu untersuchen, setzen wir
(9) w(z) = pz (1 + w(z)),

mit w(z) € C[[z], ord w > 1. Dann ist

duw 1 dw
-1 _ = -1
(10) wo— =4 (1+ w(2)) 7
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Setzen wir (9) und (10) in (3) ein, so finden wir, da sich 1 wegen (5)
und (6) weghebt:

oo

Z lp,, (61,...,6,,) [;;—{[-(pz(l +w(z))u—m+1} +

v#Em-—1

+ Pr—1(61y+ 3 6m—1)

W(2)

1+ w(z2) -
oo 1 zv—m+1 !
= —PV .. -, n —— .
; s P (n 7”)[u—m+1]
v#Em -1

Es ist aber, bei Verwendung der Logarithmusreihe In(1 + z)

w'(z) '
Trw() [in(1 + w(2))]".

Da (et + () ™),

u:;é;l.-—l

eine summierbare Familie ist, so sieht man leicht ein, dafl sich Summa-
tion und Derivation vertauschen lassen, und man findet

1 v—m+1
(11) t+ Z y (615-++,0)) [V~m+1(pz(1+w(z)) +
v;ém 1
zu—m+1
+Pm—1 (61,... 6m 1)ln 1+w VZ—; P 71, ’7u)m
vEm—-1

mit einer Integrationskonstanten ¢t € C.
Es sei zunichst m = 1. Die Bedingung (6) besagt hier § = 7. Dann
haben wir

(12) t+> %P,,(«Sl, ey 6y) [}V—p"z"(l + w(z))"] + %ln(l Fw(z)) =

ZU

PV(71""17V)7’

v=1

L=
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und es ist wegen In(l+z) = © — ’3—2’— + ”?3 — ... notwendigerweise ¢t = 0.

Wir erhalten weiters aus (11)

(13)  w(z)=-Y %Py(él, )6) [%puzu(l +w(z))"] +
. [w2(2) B w3§2) +] —{—Z%P,,('h,...,’y,,)z—:—;

und der Hauptsatz iiber implizite Funktionen ergibt die Existenz eines
durch (12) eindeutig bestimmten w(z) € C[z] mit ord w > 1. Dies ist
sogar konvergent, da die Reihen auf der rechten Seite nach Vorausset-
zung bzw. auf Grund ihrer Erstehung aus konvergenten Reihen konver-
gent sind.

Sodann sei m > 1. Entwickeln wir (14+w(2))*»~™*! fiir v < m—1 nach
der Binomialreihe, fiir v > m — 1 nach dem binomischen Lehrsatz und
setzen wir fiir In(1 + w(z)) definitionsgeméB die logarithmische Reihe,
und multiplizieren wir (11) mit ™!, so ergibt sich die Relation

7 3 AP [ T (1 () 4

v=0 v=m+1P
u;ﬁn—L—-l
1 . 1
(14) +;Pm_1(51...,5m_1)z In(1 4 w(z)) =
oo 1 zV
= R
u;’:;.—l

Wegen m > 1 hat das Absolutglied auf der linken Seite von (14) we-
gen Py = 1 den Wert %p‘"”’l, auf der rechten Seite steht %, so daB
es sich in dieser Relation weghebt. Der Term w(z) tritt nur auf der
linken Seite auf, und sein Koeffizient ist %—:—2—%,0""”’1 = % # 0. Wir
konnen (13) also nach w(z) auflésen, und fiir jedes t € C den Haupt-
satz iiber implizite Funktionen anwenden. Da alle auftretenden Reihen
konvergieren, ist (bei festem ¢ und p) das eindeutig bestimmte w(z) mit
ordw > 1 auch konvergent. Berechnen wir die Koeflizienten von w(z)
explizit, so sehen wir, daf} der Koeffizient von 2™~ in ¢ affin ist, und
daher, ebenso wie t, als freier Parameter gewahlt werden kann. Dies
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trifft ‘daher auch fiir den Koeffizienten von 2™ in w(z) zu. Wir fassen
zusammen in

Satz 1.
a) Eine Differentialgleichung (1) mit v # 0, § # 0,m,n > 1, besitzt
genau dann ein holomorphes Integral (2),

w(z) = pz + cy22 + .. 4 emz™ 4.,
wenn
(5) m=n
und mit gewissen Polynomen P,,_,

1 1
(6) ” m—1(015+ s 8mey) = EPm—l(')’lv"'a'Ym—l)

gilt.
b) Sind (5) und (6) erfillt, so ist, wenn m > 1 notwendigerweise

wenn m =1, so ist p # 0 beliebig.
Zu jedem cm € C(m > 1) bzw. p € C (m = 1) gibt es genau ein Integral

w(z):pz+c222+...+cmzm+...

von (1). Die Koeffizienten c, sind Polynome in p und in c,.

Speziell sind die Differentialgleichungen von Aczél-Jabotinsky von der
Form (1). In ihrem Fall sind die Bedingungen (5) und (6) erfiillt, wie
leicht nachzurechnen, und daher ist Satz 1 auf sie anwendbar.

3. Parameterabhiangigkeit

Wir wollen nun die Abhéngigkeit vomn Parameter c,,(m > 1) und
vom Parameter p(m = 1) genauer untersuchen. Dazu bendtigen wir
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eine kleine Verscharfung des Satzes iiber die impliziten Funktionen im
Komplexen. '

Satz 2. Vorgelegt sie die Gleichung

_ o, B, M v
(15) w(z,uy,...,uN) = EJ dafvyiyyn W zﬂul N TR
' (. 4)#£(1.0})
A1

Zu jedem 1 > 0 gebe es ein §y(n) > 0, so daff die Potenzreihe auf der
rechten Seite von (15) fir |w| < 8o(n), |2| < bo(n), |uj] <,

(7 =1,..,N) konvergiere. Dann gilt:

Zu jedem n > 0 gibt es ein §(n) > 0, so daff die gemdff dem Hautpsatz
uber implizite Funktionen eindeutig bestimmte Lésung w(z,u1,...,un)
von (15) mit |u;| <n(j = L,...,N) holomorph ist.

Beweis. Der Hauptsatz iiber implizite Funktionen im Komplexen
behauptet die Existenz genau einer formalen und sogar konvergenten
Potenzreihe

— ) @, Y1 YN
w(z,uy,..., un) = E Coryypyn 2007 ooy,

a>l

welche (15) erfiillt. Die Berechnung dieser (formalen) Reihe
w(z,uy,...,un) kann auf zwei Arten erfolgen. Man kann erstens die
Koeflizienten cq-,...yy aus einer mehrstufigen Rekursion (z.B. nach der
lexikographischen Ordnung der Multiindizes) berechnen. Man kann
aber zweitens die Reihe auf der rechten Seite von (15)

. a B 7 IN
E oy gy w2 Ut L =

(. B)#(1,0)
at+fd>1

- Z Z Aoy vn U7 '~'u7\7N w*2f = Faﬁ(u)wazﬁ
a,f ¥

(ex,B)#(1.0)
A>1

mit Fap(u) € Cluy...,un] und

w(z) = Z C5(u)z'5,05(u) € Clu1,...un],

6>1
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schreiben und die Koeflizienten cs(u) rekursiv bestimmen. Man sieht
leicht ein, daf} die ¢s(u) Polynome mit positiven Koeflizienten in den
formalen Reihen Fog(u) mit a + G < § sind:

(16) Ca(u) = Q,g(Faﬁ(u)), 6= 1,2, S

Diese Umordnung ist auch im Sinne der Analysis durchfiihrbar, da
die auftretenden Reihen innerhalb gewisser Polyzylinder absolut kon-
vergieren. Nach Voraussetzung sind die Reihen Fog(u) fiir ju,| < 1 mit
beliebigem 1 > 0 konvergent, wir wahlen 7 = 5o > 0 fest. Dies gilt
auch fiir die "kleinsten” Majoranten

«:ﬂ(u) = Z |dagys - - |u¥1 . 'UYVN'
Y

Betrachten wir das majorante implizite Problem

(17) W(z,u) = Fig(u)w*z?

mit W(0,u) = 0, so ist

W(z,u) = Z C;(u)zé

6>1

ebenfalls konvergent, und W(z,u) ist eine Majorante von w(z,u), eben-
so wie C{(u) von cs(u), fiir § = 1,2,..., was aus der Relation

(18) Ci(u) = Qs(Fip(w) = 3 chyy ool

folgt, da die Qs positive Koeflizienten haben. Schliefllich untersuchen
wir auch noch das ”spezialisierte” implizite Problem. Wir setzen uf =
=...=u% = 7o, und lésen

(19) B(z) = 3 Fip(u)g%(2)P (=) = 3 2",

v>1

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist ¢(z) wieder konvergent,
etwa fiir |z| < o, und es gilt, auch hier wegen der absoluten Konvergenz

05 = Qu(F()) = 3 oy (W)™ (w0l
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Wihle o mit 0 < o < o beliebig. Dann ist
$(zo) = ) Qu(Fap(u®))ay
v>1

eine konvergente Reihe mit nichtnegativen Gliedern, und daher nach
dem Umordnungssatz

B(T0) = ) ooy (W) ()™ 2,
v,y

weil die gleichen Umordnungen wie bei den formalen Reihen méglich
sind. Da

}cé’YI""YNl S C;,Yl“-,yN,

so ist fiir alle komplexen vy, ... vy, 29 mit |vy| < [ul] = 79, |20] < o
w(zg,v) = Z Coprogm V1« VR 2§
6,y

absolut konvergent. Da hier 7 > 0 beliebig war und o (in Abhéangigkeit
von 7)9) passend gewahlt werden konnte, ist damit der Satz bewiesen.

Wir kommen nun zur Anwendung dieses Satzes auf die holomorphen
Integrale der Differentialgleichungen (1). Eine solche Differentialglei-
chung ist, wenn m = 1, zu (13) &quivalent; wenn m > 1 so ist sie
dquivalent mit (14). Bei (13) und (14) tritt die Bedingung ord,w(z) > 1
hinzu. Im Falle m = 1 ist p € C beliebig wahlbar, hingegen, wenn
m>1,1t¢€ E: beliebig, und p ist eine der endlich vielen Bestimmungen

von ( :61] ™! Wenden wir uns (14) zu. Da ¢ nur im Koeflizienten von

m—1

z auftritt, so gilt offensichtlich: Ist n > 0 beliebig, so gibt es ein
6o(n), sodaf alle in (14) auftretenden Reihen in z und w fiir |t| < 7,
|z|, |w| < 6o(n) konvergieren, in diesem Fall ist sogar §, unabhingig
von 77 wahlbar. Somit ist Satz 2 anwendbar, und es ergibt sich, daf} die
Losung w(t, z) mit w(t,0) = 0 fir |t] < 7, |z] < §(n) holomorph sind,
wobei 77 > 0 beliebig, 6() > 0 in Abhéangigkeit von n gewahlt werden
kann.

Sodann sei m = 1, d.h. (1) ist zu (13) dquivalent. Hier tritt der
Parameter p € C stets in Potenzen (pz)”(v > 1) auf. Ist daher n > 0
beliebig gegeben, so gibt es ein éy(77) > 0, sodaf die in (13) auftretenden
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Reihen in z und w fiir |p| < 7, |z|, |w| < é(n) konvergieren, wobei im
allgemeinen 6y(n) von 1 abhangen, ja fiir n — oo gegen 0 gehen wird.
Satz 2 ist daher auch hier anwendbar, und es folgt, daf} die Integrale
w(p,z) mit w(0,p) = 0 fiir |[p| < 7, |z| < 8(n) mit einem geeigneten
6(n7) > 0 holomorph sind.

Zusammenfassend ergibt sich

Satz 3. a) Hat eine Differentialgleichung (1) mit m > 1 Integrale der
Form

w(z,em) =pz+...+cmz" +...,

so gilt (bei festem p € C): Zu jedem n > 0 gibt ein §(n) > 0, sodaf die
Abbildung

(z,em) — w(z,cm)
fir |z| < 8(n), lem| < n holomorph ist.

b) Hat eine Differentialgleichung (1) mit m = 1 Integrale der Form
w(z,p) = pz+cyz® +... (p€C),

so gilt: Zu jedem n > 0 gibt es ein §(n) > 0, sodaf die Abbildung

(2,p) > w(z, p)

fir |z| < 8(n), |p| < n holomorph ist.

Speziell gilt dieser Satz also fiir die  Differentialgleichungen  von
Aczél-Jabotinsky, die in [1], [2], [3], [4], [5] untersucht und auf die
Gruppe der biholomorphen Transformationen einer autonomen Diffe-
rentialgleichung in sich sowie auf Familien formaler und konvergenter
vertauschbarer Potenzreihen angewendet wurden. Die formalen Unter-
suchungen in [1] lassen sich ebenfalls auf die impliziten Probleme (13)
und (14) zuriickfithren, da wir diese Beziehungen hier mit rein algebrai-
schen Uberlegungen hergeleitet haben.

Analoge Resultate zu den Satzen 1 und 3 gelten, wie in [2] und
[5] ausgefiilhrt wurde, auch fiir diejenigen Briot-Bouquetschen Diffe-
rentialgleichungen, welche ein Kontinuum von Integralen besitzen, die,
wie es L. Bieberbach ausdriickt, holomorph in die Singularitat (0,0)
einmiinden.
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4. Holomorphe Fortsetzung von Integralen in die
Singularitat der Differentialgleichung

Die in z = 0 holomorphen Integrale von (1) oder der vorhin ge-
nannten Briot-Bouquetschen Differentialgleichungen kénnen fiir z5 # 0,
aber in hinreichend kleiner Umgebung von 0, auch nach dem Existenz-
und Eindeutigkeitssatz von Cauchy durch ihren Anfangswert y(zo)
festgelegt werden, da die rechte Seite in (zo,y(z0)) holomorph ist. Man
kann nun umgekehrt fragen, fiir welche Paare (29,%0), (20 # 0) an
denen die rechte Seite von (1) holomorph ist, gemafl dem Satz von
Cauchy Integrale y(z; zo,vyo) mit y(z0;20,% ) = Yo bestimmt werden,
die sich nach z = 0 holomorph fortsetzen lassen. Der Satz 3 iiber die
Abhangigkeit vom Parameter c,, (bzw. p) liefert das Resultat, dafi dies,
fiir hinreichend kleines zj, bei einer sehr grofien, namlich nichtleeren
offenen Menge von Anfangswerten yo der Fall ist. Es gilt

Satz 4. Gegeben sei eine Differentialgleichung (1) unter den Voraus-
setzungen von Satz 1. Dann gilt fir alle zy # 0, die hinreichend nahe
an z = 0 liegen: Es gibt cin Gebiet G, , sodafl fir alle yo € G,, die
durch y(20;20,%0) = yo gemdff dem Satz von Cauchy festgelegten In-
tegrale y(2;20,y0) von (1) als Lésung von (1) holomorph nach z = 0
fortsetzbar sind. Es gibt fir m > 1 genau ein ¢, bzw. fiir m = 1 genau
ein p, sodafl in der Bezeichnungsweise von Satz J

y(2;20,90) = w(z,cm) fiir m > 1

baw.
y(z,20,y0) = w(z,p) fir m=1.

Beweis. Wir betrachten hier der Kiirze halber nur den Fall m > 1, da
m = 1 ganz ahnlich untersucht werden kann. Es sei 7 > 0 beliebig und
6(n) > 0 gemifB Satz 3 gewahlt, es sei 29 # 0 und |z9| < §(n); ferner
|em| < . Nach Satz 3 ist die Abbildung

O iCm — Yo=p20+ - +cemzg + z Q@u(em)zg
v>m-+1

fiir |¢,,| < 7 holomorph. Sie ist nicht konstant. Denn ware fiir u,v mit

lul, |v] < n und u # vO,,(u) = O, (v), so hitten die Integrale w(z,u)
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und w(z,v) von (1) an 2y den gleichen Wert w(zo,u) = w(20,v) = Yo,
es ist aber w(z,u) # w(z,v), da die Taylorreihen dieser Funktionen
bei z™ verschiedene Koeffizienten u und v haben. Andererseits exi-
stiert nach dem Satz vom Cauchy genau ein in zy holomorphes Integral
y(2,29,Y0) von (1) mit dem Anfangswert yo; also ist in einer Umge-
bung von zo w(z,u) = w(z,v) = y(2;20,Y0), dann nach dem Iden-
titatssatz und durch holomorphe Fortsetzung auch w(z,u) = w(z,v) in
Umgebung von z = 0, im Widerspruch zu u # v; also ist ©,, injek-
tiv und nicht konstant. Nach dem Satz von der Gebietstreue ist also
0., ({em]| |em| < n}) ein Gebiet G,,. Fir alle y; € G, gibt es genau
ein vy, fur das |v1| < 7 und O,,(v1) = y1, d.h.

Y1 =p20+ ... tvizg + Z Qu(v1)2g .-

v>m+1

w(z,v1) = pz+...+v12™+ U>§+1 ®@v(v1)2" ist einin z = 0 holomorphes
Integral von (1) mit w(ze,v;) = y;. Das lokale Integral y(z;zo,y1)
stimmt in Umgebung von zy mit w(z,v;) iberein, und ist daher nach
z = 0 als Losung von (1) holomorph fortsetzbar. Damit ist Satz 4
bewiesen.

Satz 4 gilt auch fiir Briot-Bouquetsche Differentialgleichungen mit
unendlich vielen in die Singularitat mindenden Integralen.
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