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Abstract: In several papers A. KARGER introduced the notion of moﬁng and
fixed directing cones of one parameter motions. By KARGER these cones act in
the Lie Algebras belonging to certain Lie Groups. In classical cinematics these Lie
Groups act as transformation groups on manifolds (e.g. the plane, the three-space).
In this paper we investigate the relation between the concepts of A. KARGER and

classical cinematics.

In [8] hat A. KARGER erstmals iiber die Zusammenhinge zwi-
schen den klassischen ebenen Kinematiken und der Theorie der Lie-
Gruppen berichtet. Wir greifen diese Thematik wieder auf und ver-
suchen einige neue Einsichten in die Beziehungen zwischen den, zu den
verschiedenen Gruppen gehérenden Lie-Algebren und den ebenen Be-
wegungsvorgangen zu geben. Hierbei wird besonderes Augenmerk auf
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die Gemeinsamkeiten der angesprochenen Liegruppen gelegt, auch weil
diese Gruppen in jlingster Zeit vom Standpunkt der Liegruppentheorie
(vgl. z.B. MILNOR [10]) einer einheitlichen Behandlung unterzogen
wurden.

1. Grundlagen

Schauplatz fiir die kinematischen Bewegungsvorgange ist die pro-

jektive Ebene P?, die wir uns jeweils mit den entsprechenden pro-
jektiven Metriken im CAYLEY-KLEINschen Sinn ausgestattet denken
konnen (vgl. YAGLOM [16]); P2 wird dadurch zur elliptischen Ebene
52, zur hyperbolischen Ebene H?, zur euklidischen Ebene E?, zur pseu-
doeuklidischen Ebene E''' oder auch zur isotropen Ebene IZ.
Die zu diesen Metriken gehorenden, zusammenhéngenden Komponen-
ten der Isometriegruppen werden in {iblicher Weise mit SO(3), SO(2,1),
E(2), E(1,1) und I(2)! bezeichnet. Weiters schreiben wir fiir die, mit
den Tangentialrdumen in den Einheitselementen der entsprechenden
Isometriegruppen identifizierten Lie Algebren: 0(3), 0(2,1), e(2), ¢(1,1)
bzw. i(2). Wird keine Aussage iiber die metrische Struktur benétigt,
so bezeichnen wir die Liegruppe mit G und die zugehorige Liealgebra
mit g.

Fir die kinematischen Betrachtungen denken wir uns die projektiv
metrischen Ebenen in zwei Exemplaren ausgebildet, von denen ein Ex-
emplar als fest anzusehen ist, wiahrend das andere gegeniiber dem er-
sten bewegt wird. Wir bezeichnen das feste Exemplar als Rastebene
P?(§% H?,...) und nennen das bewegte Exemplar PZ?(5% H?,...)
Gangebene. Die Elemente der jeweiligen Liegruppe wirken daher so,
daf} sie eine Abbildung der Gangebene auf die Rastebene vermitteln.
Ein kinematischer Bewegungsvorgang ist nun eine Folge von Abbil-
dungen der Gangebenen auf die Rastebenen und kann daher mit einer
Kurve g(t) auf der Lie-Gruppe G identifiziert werden.

Es ist aus der klassischen Kinematik bekannt, daf} ein ebener Bewe-

Diese Isometriegruppe ist auch unter dem Namen "Heisenberggruppe” bekannt (vgl.

z. B. MILNOR [10])
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gungsvorgang durch bogenlangentreues Abrollen von zwei Polkurven
erzeugt werden kann. Die Polkurven bestehen dabei aus den jeweiligen
Fixpunkten der Momentanbewegungen. Hierbei kann es bei Ausnahme-
situationen (Fernpolstellungen in der euklidischen Kinematik (vgl. z.B.
B. BLASCHKE [1], S.12f), uneigentliche Fixpunkte in der hyperboli-
schen Kinematik (vgl. FRANK [2], TOLKE [15]), isotrope Kinematik
(vgl. ROSCHEL [13], HUSTY [5]) zu gewissen Schwierigkeiten kom-
men.

Im Gegensatz zu diesem klassischen Konzept hat A. KARGER unter
Verwendung der Liegruppentheorie den Bewegungsvorgang mit der

Gruppenkurve g(t) identifiziert und den Begriff der Polkegel definiert
durch:

(1.1) Bewegter Polkegel:=  R(t) = g™ 'g;
Fester Polkegel:= R(t) = gg7*.

Der Zusammenhang zwischen den beiden Polkegeln wird durch die Ab-
bildung Ad, geregelt, die entsprechende Vektoren der Polkegel aufeinan-
der abbildet,

(1.2) R(t) = g R(t) g~ = Ady R()

und damit ein gewisses Analogon zum Rollen der beiden Polkurven in
den entsprechenden projektiv metrischen Ebenen bildet.

Ziel dieser Arbeit ist es nun den Zusammenhang zwischen den beiden
Konzepten zu durchleuchten. '

2. Die metrische Struktur der Lie Algebren
0(3), o(2,1), ¢(2), (1,1), i(2).

Im folgenden Teil der Arbeit werden Standardkenntnisse iiber die
metrische Struktur der angesprochenen Lie Algebren zusammengestellt
und dann wird eine Abbildung zwischen Vektorraumen erklart.

2.1. o(3) bzw. 0(2,1):

Die Killingform & ist positiv definit (bzw. indefinit). Die Lie Algebra
Elemente X kénnen als lineare Operatoren auf einem dreidimensionalen
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bzw. pseudoeuklidischen Vektorraum V3 betrachtet werden. Auf V3
ist ein Kreuzprodukt definiert durch

. a T et §j k
(2.1) Jé} b Y = a B 7
' v z T Yy =z

e =1 (bzw. -1)und 1,7,k als Basisvektoren in V. Wir definieren eine

Abbildung:

Definition 1: &®: X -z ¢ V73

0 —ey ef o
¥ 0 —a —_— G 1.
-8 a 0 g
Diese Abbildung ordnet einem Lie Algebra Element X einen Vektor aus
V3 derart zu, daf gilt:

(2.2) Xy=zxy VeV

Weiters 1afit sich durch eine einfache Rechnung zeigen, daf die Glei-
chung

(2.3) T x§=[X,Y]

erfiillt ist und zwischen der Killingform <(X,Y’) in 0(3) bzw. 0(2,1)
und dem inneren Produkt <,> in V? die Beziehung

(2.4) (X, Y)=-2<a,y>
besteht. Unmittelbar ergibt sich dann das leicht zu beweisende

Lemma 1. (KARGER) Zwischen den Darstellungen von SO(3) auf V3
und Ad SO(3) auf 0(3) ist folgendes kommutative Diagramm giltig:

g € SO(3)
V3 VS
| 1
i d
l Ad g !
o(3) o(3)
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Korollar. Das Lemma ist auch giltig wenn SO(3) durch SO(2,1) und
0(3) durch 0(2,1) ersetzt wird. '

2.2, e(2) bzw. e(1,1):

Wir denken uns in P? ein homogenes Koordinatensystem eingefiihrt
und erfassen die Punkte durch projektive Koordinaten (zg : z; : z3) #
=(0:0:0). Dann kann eine Transformation aus F(2) bzw. E(1,1)
durch Matrizen der Form

cosa  sina b\ cha sha b
(2.5a,b) —sina cosa ¢ bzw. sha cha ¢
0 0 1 0 0 1

beschrieben werden. Weiters sei durch

(2.6)

0 0 1
0 0 0 = Ey -
0 0 O

je eine Basis in den Lie Algebren e(2) (e = 1) bzw. e(1,1) (¢ = —1)
bestimmt. Wie man leicht berechnet, gelten fiir die Basisvektoren E;
die folgenden Beziehungen

(2.7) [E1, E2] = 0, [E1, B3] = eBy, [E2, B3] = —Ex.

Die durch die Killingform «(X,Y) = Tr Ad XAd Y induzierte invari-
ante quadratische Form hat die Gestalt x(X,Y) = —2ez3y®, wobei '
die Koordinaten eines Lie Algebra Elements in der angegebenen Basis
E; bedeuten. Damit folgt unmittelbar, daf} die Gleichung x(X,X) =0
eine zweidimensionale, kommutative Subalgebra g' mit der Basis F,
E; bestimmt. Es gilt das ‘

0 1
= Ez —e 0
0 0

= Fj

O O O
OO O
O - O
oo o

Lemma 2. Auf der durch k = 0 bestimmten Subalgebra g' gibt es
eine, bis auf einen Faktor eindeutig bestimmte, gegeniber Ad E(2) bzw.
Ad E(1,1) invariante, definite (indefinite) quadratische Form A(X,Y).

Beweis. Wenn A(X,Y) eine invariante quadratische Form sein soll, so
muf} gelten

(2.8) M(Z,X],Y) + MX,[Z,Y]) = 0.
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Wegen der Kommutativitat von g' ist. diese Beziehung auf g’ automa-
tisch erfiillt, und wir haben diese Gleichung nur fiir Z = F3 auszuwer-
ten. Wir setzen X = z'E; + 22E,, Y = y'E, + y?>E, und erhalten
durch Einsetzen in (2.8):

(2.9)  —2X(E1, E3)z'y! + [M(Ey1, E1) — eN(Ez, By)|(z'y? + =°y* )+
+2X(Ey, Eqy)z?y? = 0.

Daraus folgt:

(2.10) (E1,E1) = €A(E2,Ey) == A bzw. A Eq, E2) =0.

Insgesamt haben wir damit fiir die invariante quadratische Form die
Gestalt:

(2.11) AX,Y) = A(z'y + ea?y?)
o

Folgerung. Durch diese Konstruktion der invarianten quadratischen
Formen erhilt der Vektorraum e(2) bzw. e(1,1) eine gegeniiber Ad g in-
variante quasielliptische (bzw. indefinit quasielliptische) Struktur (vgl.
BLASCHKE [1], S. 177 fI). Diese quasielliptische (indefinit quasiellip-
tische) Struktur kann damit durch Links- und Rechtsschiebung auf die
gesamte Lie-Gruppe ausgedehnt werden und bestimmt eine biinvari-
ante, differentialgeometrische Struktur auf E(2) bzw. E(1,1).

Im folgenden Teil sollen nun die strukturellen Beziechungen zwischen
den projektiv metrischen Ebenen E? bzw. E'! und den entsprechenden
- mit obiger Konstruktion metrischen - Lie Algebren untersucht werden.

Dazu beweisen wir den

Satz 1. Zwischen V3 und e(2)(e(1,1)) ezistiert ein eindeutig bestimm-
ter linearer quasielliptischer Isomorphismus ®, so daff das folgende Di-
agramm kommutiert:

g € B(2) (E(1,1))

Ve > Ve
| |
® ®
l Ad g !

e(2),e(1,1) e(2),e(1,1)




Dreidimensionale Liegruppen und ebene Kinematik 63

Beweis.

A) e(2):

Zur Bestimmung der Abbildung untersuchen wir die Bilder der Ba-
sisvektoren e;:

®(€1) = a1 By + a3 Ey + a3 Es
(213) @(Ez) = blEl + szz + b3E3
@( ) == ClEl + CzEz + C3E3.

1

9]
w

Wegen der Invarianz des isotropen Unterraumes {€1,€2} — {E1,E2}
folgt vorerst as = by = 0. Weiters gilt mit einer Matrix A von der Form
(2.5,a) fiir den Basisvektor €; = (1,0,0)* (t=Transposition):

(2.14) $(Ae€1) = (a1 cosa — by sina)Eq + (az cosa — by sina)E,

und

(2.15) Ad A ®(&)) =4 ® (e;) A7 = (ay cosa + aysina)E; +

+(aj cosa — a4 sina)E,.

Da die Ausdriicke (2.14) und (2.15) fiir alle Matrizen A aus E(2) gleich

sein miissen, folgt unmittelbar
(216) as — _bl und b2 =-az.

Eine analoge Rechnung fiir den Basisvektor €5 = (0,1,0)* liefert keine
neue Bedingungen. Setzt man jedoch €3 = (0,0,1)* ein, so erhalten wir:

(217) b]_ = —C3, Q13 = bz — €] = €y — 0.

Weiters folgt aus der Isomorphiebedingung c3 = 1. Damit erhalten wir

fiir die Abbildung der Basisvektoren

®(e1) = B,
(2.18) ®(ey)=—F;  ,dh.
@(63) == E3
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ein Vektor (z,y,2)* aus V? wird durch @ auf ein Lie Algebra Element
von der Form

0 z —y
(2.19) -z 0 =
60 0 O

abgebildet. Die Umkehrung ist unmittelbar einsichtig.
B) e(1,1)

Analoge Rechnungen wie im Beweisteil A) ‘ergeben fiir die Gruppe
E(1,1) als Abbildungsgleichungen der Basisvektoren

d(e)) = —E,
(2.20) $(ez) = —Ex
P(e3) = FEj

und ein Vektor aus V3 wird auf ein Lie Algebra Element der Form

0 z —y
(2.21) z 0 —=z
0 0 0

‘abgebildet.
O

2.3. i(2):
In der durch homogene Koordinaten (zy : z; : #3) koordinatisierten
Ebene konnen isotrope Isometrien durch Matrizen

1 0 0
(2.22) a 10
b ¢ 1

der Form beschrieben werden. Wir zeichnen in der Lie Algebra i(2)

durch

(2.23)
0 0 O 0 0 O 0 0 O
1 0 0 = B4 0 0 0 = FEy 0 0 O = Fj
0 0 0 1 0 0 0 1 O
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eine Basis aus und erhalten damit folgende Kommutationsrelationen:
(2-24) [ElaEZ] = [Ez,E?,] =0, [El,Ea] = —E

Wie eine kurze Rechnung zeigt, verschwindet die Killingform auf ganz
1(2), und es ist daher notwendig nach invarianten quadratischen Formen
zu suchen. Wir beweisen folgendes

Lemma 3. Jede quadratische Form, die in der Basis E., E,, E3 die
Darstellung A(X,Y) = A(E1, E1)z'y + A(Ey, E3)(z'y® + 23y ) + A\(Es,
E3)x®y® besitzt, ist gegeniiber Ad I(2) invariant.

Beweis. Fiir die Invarianz einer quadratischen Form ist es notwendig
und hinreichend, dafl (2.8) erfillt ist. Da diese Relation fiir E, wegen
(2.25) automatisch erfiillt ist, konnen wir setzen Z = z'E; + 2z* E,,
X = 2By + 22E; + 23F;3 sowie Y = y'E; + y?E; + y*E3 und. wir
erhalten durch Einsetzen in (2.8):

(2'25) ‘ )‘(EI’E2)[(:E Z —z T )y +zT (z y _z v )]+>‘(E27E2)

(22 — 2%2Y) + 22 (5 — 24%)] + N Ea, By)-
[y (2 2® — 212 + :t:z(y‘lz3 — 28] =0.
Diese Identitat ist fiir alle z*,y*, z* nur dann erfiillt, wenn A(E1, Ey) =

= M E3, E3) = ME,,E3) = 0 gilt. Alle anderen A(E;, E;) 1,5 = 1,3
konnen beliebig gewahlt werden und damit ist die Behauptung gezeigt.

%

Auf ¢' = [g,g] = {tE,} verschwindet die quadratische Form A(X,Y).
Wir miissen daher eine invariante quadratische Ersatzform bestimmen.
Es gilt:

Lemma 4. Die Form u(X,Y) = ha?y® (h € R) auf ¢' ist invariant
gegen Ad g.

Beweis. Da F, im Zentrum der Lie Algebra Iiegt, ist die Relation (2.8)
automatisch erfiillt und weil die Form nur auf g' definiert ist, folgt die
Behauptung unmittelbar.

%
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Satz 2. Die - bis auf eine Konstante - eindeutig bestimmdte, lineare
Abbildung ® zwischen dem durch die projektiv metrische Ebene I bes-
timmten Vektorraum V3 und der Lie Algebra i(2) mit dem kommu-
tierenden Diagramm

g9 €I(2)
& &
l i
® ®
1 Adg !

ist gegeben durch:

T 0o 0 O
® Y _ 0 0 0
z -y z 0.

Beweis. Wir nehmen an, dafl ® durch die Bilder der Basisvektoren
angegeben ist und bestimmen die Koeffizienten der Abbildungsgleichun-
gen

®(e1) =a1 51 + asE; + a3 B3
(2.26) @(é‘z) - blEl + szz + b3E3

@(6'3) = ClEl + CzEz + C3E3.
Nun gilt fiir den Basisvektor & = (1,0,0)* mit einer Matrix A aus I(2)
(227) @(Agl) = ((Ll + (lbl + bC3)E3.
Andererseits erhalten wir
(2.28) Ad A @(51) = (11E1 + (cal + ag — aa3)E'2 -+ CL3E3,

woraus die Bedingungen

(229) a1:b1:b3 :Cl-':Cz:C;;:O und b2:-a,3
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flieen. Die weiteren Basisvektoren liefern keine neuen Bedingungen,
so daf} wir fur die Abbildungsgleichungen von ® finden

@el = (1,3E3
(230) @62 = ——G,3E2
(I’Eg = 0

Umgekehrt ist unmittelbar einsichtig, dafl die so gegebene Abbildung
das Kommutativitatsdiagramm erfiillt.

%

Bemerkung:

1. Wie man sofort sieht, ist der Kern der adjungierten Darstellung
der isotropen Bewegungsgruppe I(2) die Untergruppe der isotropen
Schiebungen (vgl. SACHS [14]), denn Ad I(2) hat in der Basis Ej,
E,, E; die Darstellung

1 0 0
(2.31) —c 1 —a
0 0 1

Als Folge davon miissen alle isotropen Vektoren aus I? bei & auf den
Nullvektor abgebildet werden.

2. Der Bildraum von ® besteht aus den Linearkombinationen AFE, +
pE3 von E3 und E3. Fiir p = 0 bestimmt das Lie Algebra Element eine
einparametrige Schar isotroper Schiebungen

1 00
(2.32) 0 1 0]},
At 01

bzw. fiir p # 0 eine einparametrige isotrope Scherungsgruppe

1 0 0
(2.33) . 0 1 0
At opt 1
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3. Urbilder der Lie Algebra Elemente bei &:

3.1. 1(2):

Durch g/R wird aus dem Vektorraum der Lie Algebra eine projektive
Ebene P?. Wir konnen damit die Lie Algebra Elemente als Punkte
von P? ansprechen und die Abbildung ® vermittelt eine singulare Kol-
lineation zwischen P? und der projektiv metrischen Ebene I%. Die
Bildpunkte dieser Kollineation liegen auf einer Geraden f wobei der,
auf dieser Geraden gelegene, zum Vektor E, gehorige, Punkt F' ausge-
zeichnet ist. Man kann sich daher in natiirlicher Weise diese projektive
Ebene P2 als isotrope Ebene metrisiert denken. Man hat dafiir den
Punkt F und die Gerade f als Absolutgebilde dieser isotropen Ebene

zu wahlen.

Wir werden nun die Urbilder der Bildpunkte naher untersuchen und
erhalten den

Satz 3. Die Urbilder eines Punktes Pe f sind fir P =F die Fernge-
rade f in I? und fur P # F eine isotrope Gerade i; dabei ist &~ (F) =
f die Fzzpunktmenge der einparametrigen isotropen Schiebungsgruppe
exp(tf) wo F' = Hf ist, und ®~ 1(P) =1(P # F) 15t die Fizpunktmenge

der einparametrigen Scherungsgruppe exp(tp) mit P = Rp.

Beweis. Ein Punkt der Geraden f kann durch einen Vektor p=
= AE, + pEs dargestellt werden. Sein Urbild bei &1 ist fiir p = 0 die
projektive Gerade f bzw. fiir p £ 0 die projektive  Gerade (p
: —A : t), wobei t einen laufenden Parameter bezeichnet. Andererseits
ist epz(tp) gegeben durch (2.33) und es erweist sich als Fixpunktmenge
dieser einparametrigen Untergruppen bei g = 0 die Ferngerade f und
bei u = 0 die projektive Gerade (p: —A: t).

¢

Bemerkung. Fiir alle anderen Punkte P der projektiven  Ebene
P2(P ¢ f,p # MEj) ist die zugehdrige Fixpunktmenge in I? der bei
jeder isotropen Bewegung fest bleibende absolute Punkt der projektiv
metrischen Ebene I2. Wenn p = AE; gilt, dann ist die zugehorige Fix-
punktmenge die Ferngerade f € I® (die zugehGrigen einparametrigen
Untergruppen sind nichtisotrope Schiebungen).
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3.2. 0(3) bzw. 0(2,1)

Es hat sich gezeigt, dafl die Abbildung ® im isotropen Fall sehr niitzlich
war, um die Beziehungen zwischen den Vektoren der Lie Algebra und
den Fixpunktskonfigurationen der projektiv metrischen Ebene I? zu
durchleuchten. Im Falle der klassischen dreidimensionalen Drehungs-
gruppen sind die Verhéltnisse wesentlich einfacher: Wenn wir wieder
g/R mit P? bezeichnen, so folgt unmittelbar aus Lemma 1 und dem
nachfolgenden Korollar, daff P2 ‘dieselbe metrische Struktur hat wie
die jeweilige projektiv metrische Ausgangsebene. Die Abbildung & ist
eine Kollineation, welche die jeweilige metrische Struktur erhalt.

A) Im Falle der elliptischen Bewegungen SO(3) kann ein Punkt P e p?
iiber ® mit dem Fixpunkt der einparametrigen Drehungsgruppe exp(tp)
identifiziert werden.

B) Im Falle der hyperbolischen Bewegungen SO(2,1) ordnet ® einem
Vektor # aus V3 das Lie Algebra Element X nach Definition 1 zu. Wir
bestimmen nun die zu exp[t®(Z)] gehorige Fixpunktkonfiguration. Die
Fixpunkte der einparametrigen Untergruppen werden durch die Eigen-
vektoren von ®(z) bestimmt. Man berechnet leicht als Eigenwerte von
®(Z) : Ay = 0, Ay;3 = £+/||Z]|%. Der zu A = 0 gehorende Eigenvek-
tor stimmt genau mit dem Ausgangsvektor iiberein. Um die weiteren
Eigenvektoren zu untersuchen, konnen wir 0.B.d.A. ||Z]|? = 1 wihlen
und Z als den Basisvektor (0 : 1 :0)* betrachten. Dann erhalten wir die
Eigenwerte A3/3 = £1 und die zugehérigen Eigenvektoren (1 : 0 : £1)

sind isotrop. Wir kénnen daher sagen: ®~! ordnet einem Punkt P aus
P? den nicht auf dem absoluten Kegelschnitt gelegenen Fixpunkt von
exp(tZ) zu. Wenn dieser Fixpunkt nicht existiert, dann gibt es einen
eindeutig bestimmten Fixpunkt auf dem absoluten Kegelschnitt. Dieser
Punkt wird dann durch ®~! dem Punkt aus P2 zugeordnet.

3.3. ¢(2) bzw. ¢(1,1)

A) Ein analoger Prozef} liefert fiir die euklidischen Bewegungen: Es
sei (z,y,2)* ein Punkt aus E?. Das durch ® zugeordnete Lie Algebra
Element p' hat nun einen reellen Eigenwert A = 0. Ist z # 0, dann
ist der entsprechende Eigenvektor (z,y,z)" und der zu diesem Vektor
gehorende Punkt ist der einzige eigentliche Fixpunkt der einparametri-
gen Drehungsgruppe exp(tp). Ist jedoch z = 0, dann ist exp(tp) eine
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einparametrige Schiebungsgruppe in Richtung (—y : z : 0) und der Fix-
punkt (z : y : 0) ist, uls der zur Schiebrichtung orthogonale Fixpunkt
ausgezeichnet.

B) Im pseudoeuklidischen Fall sind die isotropen Fernpunkte bei jeder
Bewegung fix und ein analoger Prozef wie im euklidischen Fall liefert:
&1 ordnet einem Punkt P aus P? den nicht auf der absoluten Geraden
gelegenen Fixpunkt von exp(tp) zu. Wenn dieser Punkt nicht existiert,
dann ist exp(tp) eine einparametrige Schiebungsgruppe in Richtung
(—y : —z : 0) und (z : y : 0) ist der zur Schiebrichtung orthogonale
Fernpunkt.
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