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Abstract: In part I of this paper the four parameter motions of flag space,
which move some of the points on spherical trajectories, were described. Part
II. will now treat with three parameter motions. A complete classification
of these motions is given. The two and one parameter cases turn out to be
Bricard motions or motions, which can be imbedded into more parameter

cases. This is why the posed problem is entirely solved for the case of flag
space.

In J. Lang [1] wurde ein Weg beschrieben, der es erlaubt, Bewe-
gungsvorgange des Flaggenraumes, welche sphérische Bahnen besitzen,
systematisch zu untersuchen. Im ersten Teil [2] dieser Arbeit! wur-
den die vierparametrigen Bewegungsvorgange mit dieser Eigenschaft
beschrieben, indem unter Verwendung eines Ubertragungsprinzipes die
Geraden eines sechsdimensionalen projektiven Raumes beziiglich einer
Gruppe (10) klassifiziert wurden. Die fiinfparametrigen Bewegungsvor-
gange, welche Punkte mit sphérischen Bahnen besitzen, sind nicht von

1Die Verweise auf die Formeln (1) bis (74) beziehen sich auf diesen ersten Teil
der Arbeit.
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Interesse, da ihnen Punkte (0-dimensionale Unterrdume) des Raumes
P(V) entsprechen. Sie sind entweder trivial oder fiihren nur die Punkte
einer vollisotropen Geraden des Gangraumes auf Sphéaren (siehe J. Lang
[1], Satz 2).

Die Klassifikation der Ebenen des ,,Bedingungsraumes P(V)” im
Abschnitt 2 von [2] liefert die dreiparametrigen Bewegungsvorgange
des Flaggenraumes mit sphéirischen Bahnen dreidimensionale Teilrau-
me von P(V') (Abschnitt 3) ergeben zweiparametrige Bewegungsvor-
gange mit spharischen Bahnen. In beiden Abschnitten werden wir auch
auf Bricard-Bewegungsvorgange stofien, welche (unter Voraussetzung 4-
maliger stetiger Differenzierbarkeit) schon von O. Réschel [3] betrachtet
wurden.

Wie wir in Abschnitt 4 zeigen kénnen, ergeben sich bei Betrach-
tung der vier- und héherdimensionalen Unterrdume des Raumes P(V)
Teilzwanglaufe mehrparametriger Bewegungsvorgéange, die schon in den
vorangehenden Abschnitten beschrieben worden sind (siehe auch Fuf}-
note 5). Somit ist die betrachtete Fragestellung mit den hier behandel-
ten drei- und zweiparametrigen Bewegungsvorgangen vollstandig gelost
(siehe dazu FuBinote 6).

2. Klassifikation der zweidimensionalen Bedin-
‘ gungsraume

Wir wollen zunachst alle jene Bewegungsvorgénge untersuchen,
welche den Ebenen des Bedingungsraumes entsprechen. Sei T eine
Ebene im Bedingungsraum P(V). Der Raum Wy ist definiert durch
W = wg = 0.

2.1. Der Schnitt von T mit dem Raum Wy4 ist ein Punkt

Wir setzen also
Fall 1: TNWye =: K. Die Ebene T sei die Verbmdungsebene dreier

Punkte T = [GK H|, wobei wir neben K € Wys noch G € Hy \ Wy
und H € Hg \ Wy wahlen. Wir setzen an?:

2Wir haben zu beriicksichtigen, dafi der Punkt K ein ausgezeichneter Punkt
der Ebene T' ist, wohingegen die Punkte G € Hp und H € Hg willkiirlich in der
entsprechenden Spur T'N Hy bzw. T N Hg gewahlt wurden. Da wir aber Aussagen
erwarten, die bezliglich der Gruppe (10) invariant sind, haben wir diese Punkte bei
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G...(0:v14+0Kk1:v2 + 0Ke:y3 + 0Kz Ya + OKat vs + oK1 1)
(78)  K...(0:k1: Kot K3t Ka: k5:0)
H...(l:x1+7r1:x2 + Th2: X3 + TK3s: X4 + TR X5 + TKs:0).
Man beachte, dal die Bedingung x3 # 0 oder auch x4 # 0 beziiglich
(10) invariant ist. Wir konnen also unterscheiden:
Fall 1a: k3k4 # 0. Wir setzen k3 = 1 und erhalten3:

G...(0:0:42:0:0:0:1)
(76) K...(0:0:0:1: ky: 65: 0)

H ... (L:x1:x2:0: x40 x5: 0).
Je nachdem*, ob

L. X4 7é 07
2. xa =0, x2#0, oder

3. x2=x4=0, xs#0
ist, 16st man das aus den Bedingungen G, K, H
G...72Ys + Y5 =0
(77) K... Y5+ Yy + &5Y5
H.. Yo+ x1V1+x2Ya + xaYa + xsYs =0
und der Bedingung (13) bestehende System geeignet auf und

erhélt (78), (79) bzw. (80) also Normalformen der entsprechenden
dreiparametrigen Bewegungsvorgange:

r=zx+ tl
2
(78) J =y -+t + X1K4t1+X2K4fX2:‘X5H4t3+K4t1 — Ksts Y4 ?é 0.
2
5= g X1t1+x;:2+xﬂam +i3y + X1‘Y4t1+X2‘Y4t;:'X5‘I4t3+‘r4t1 — ot

der Suche nach Normalformen zu spezialisieren: Fir die im folgenden verwendeten
Parameter o, 7 sind geeignete Werte zu wahlen.
3Mit Hilfe von (10) erhalten wir bei

_ —7Y3Kk4 + K374 + K2

—Y3K4Ks — YaKks + 2K4Y5 + K2Ks
ty = y tp = —kK1, o=

2 2/&‘,4 ’
—Y3K4 + va — K2 —Y3K4 — Y4 + K2
tg = —m + Kiys, te = ‘ y 0= , T= —X3
2K4 2Kk3K4

die angegebene Normalform (76).

*Der Wert x4 andert sich beim Ubergang auf die Normalform (76) nicht mehr;
ebenso dndert sich im Fall x4 = 0 der Wert x5 beim ﬂ'bergang zur Normalform
nicht. Die entsprechenden Fallunterscheidungen sind also, nachdem + = —x3 gesetzt
wurde, einfach zu treffen.
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T=2z+1t

(19)  gemy- MATXEINL gk, xa #0.
7=zt ten +tpy + XN
T=z+1

(80) g=y+t2x+wﬁ—/{4t3 xs # 0.

X5
zZ=2z+1lzx — (,%tl + t%) Yy — Yol — 1als

Bei x2 = x4 = x5 = 0 erhidlt man einen Bewegungsvorgang, der ein
Teilzwanglauf eines vierparametrigen Bewegungsvorganges (siehe Ab-

schnitt 1) ist®.
In jedem dieser unter Fall 1a zusammengefafiten Typen betrachten

wir den Schnitt der Ebene T = [GK H] € P(V) mit der Kegelfliche ©.

Aus der Parameterdarstellung der Ebene T
(81) (wo:...:wg) =
= (pa2: X12: Y20 + X2f2t fh1: Kapiy + Xafio: K51 + Xs/h2: fho)

und (8) erhalten wir die Gleichung

(82)  TNO...7aup + Xopopa = Kap] — Xapaps = 0
des Schnittes T'N ©. Genau bel o
(83) Y2 =4 =x2=x4=0

ist ' C ©. Eine Parameterdarstellung jener Punktmenge des Gang-
raumes, deren Elemente bei einem Bewegungsvorgang des betrachteten
Falles Spharen durchlaufen, La.nn fur _]eden der angefuhrten Unterfalle
von Fall 1a durch

H1K4 +#2X4

. Ks + X
(84) :1:0(/1‘0’.[1'17/1'2) = _T’ yO(IuOHU'lnu'Z) = M_

Ho
angegeben werden, wobei (82) zu berticksichtigen ist. (84) ist genau
dann die Darstellung einer isotropen Ebene, wenn

SImmer dann, wenn-die Schnittkurve zwischen dem Raum T und der Hy-
perflache © zerfallt, ist der zugehorige Bewegungsvorgang Teil eines vierparamet-
rigen Bewegunsgsvorganges,-dér schon in Abschnitt 1 behandelt wurde.  Die Un-
tersuchung- solcher Bewegungen ist nur dann interessant, wenn die Menge jener
Punkte, die auf spharischen Bahnen laufen, sich von jener des vierparametrigen
Bewegungsvorganges unterscheidet. Dies ist hier nicht der Fall.
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(85) KaX5 — Xaks =0

ist. Die Punktmenge ist also im allgemeinen eine vollisotrope Zylin-
derfliche 2. Ordnung®. Bei (85) degeneriert die Punktmenge (84) in
eine isotrope oder vollisotrope Ebene und es ergibt sich ein Bewe-
gungsvorgang, den wir hier nicht gesondert betrachten miissen (siehe
Fufinote 5).

Ist (85) nicht erfiillt, so zerfallt die vollisotrope Zylinderflache 2.
Ordnung, deren Punkte sphérische Bahnen durchlaufen, genau dann,
wenn die Schnittkurve T'N © im Bedingungsraum selbst singulér ist,
also bei '

(86) ’i4X§ — 72xi = (.

Die Typen (78), (79) umfassen auch Fille singulirer Punktmengen;
diese bilden jeweils ein Paar isotroper oder vollisotroper Ebenen, die
im Sonderfall auch in die absolute Ebene fallen kénnen. Beim Typ (80)
ist die Punktmenge stets singular.

Die Bahnsphéren sind aus (9) zu erhalten und besitzen die
Darstellung

popzz? 4 (Hopak + popiaX1 — 21 p2ks — 2ulxe)z+
+pomy + pgz + E = 0.
Ihr Radius ist gegeben durch

(87)

(88) Rpo, i, ) = =
Der Fernscheitel der Bahnsphare hat die Koordinaten
(89) U...(0:0: —po: p1).

Wir haben damit den

Satz 1. Im Fall la ergeben sich Normalformen der Gestalt (78),
(79), (80). Die Punkte mit sphirischen Bahnen erfillen eine woll-
1sotrope Zylinderfliche zweiter Ordnung, welche durch (82) und (84)
gegeben ist. Die zugehorigen Bahnsphdren — thre Radien und ihre
Fernscheitel sind durch (88) und (89) gegeben - sind durch die Glei-
chung (87) beschrieben. Ist (83) erfillt, so handelt es sich um einen

®Die Flachen zweiter Ordnung des Flaggenraumes wurder systematisch klas-
sifiziert in [4]. Die hier auftretenden Zylinderflichen gehoren im allgemeinen zum
Typ 32 der dort angegebenen Klassifikation, in speziellen Fallen zum Typ 33, 43
oder 55.
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Bricard- Bewegungsvorgang. Alle Punkte des Gangraumes werden auf .
Spharen gefihrt. Der Bewegungsvorgang gehb'rt dann zu Typ (80).
Zwei Zwangliufe, die ‘dieselben Invarianten” 72,/{4,&5,)(2,)(4,)(5 be-
sitzen, sind konjugiért beziglich der Gruppe G( ' »
Der Bncard Bewegungsvorgang aus (80) ﬁndet sich auch in O.
Roschel [16]. - '
Man beachte, dafl auch x3 in (75) eine Invariante sowohl beziiglich
der Gruppe (10)" als auch bezughch des Ansatzes (75) ist. Wir unter-
scheiden also: - : '
Fall 1b: k3 =0, k4 # 0. Sei vorerst xs # 0. Mit (75) und Ky =1
erhalten wir® '
G...(0:0:92:0:0:0:1)
(90) , K...(0:k1: £2:0:1:0:0)
(1X10X30X50)

Daraus' gewinnen wir die Normalform

rT=z+1
oo S 2
(91) § =y +tpz — XeEXhEn X3 # 0.
z =z — (K1t1 + Kala)z + t3y — 7Yaly

Die Punkte, welchen spharische Bahnen zugewiesen sind, ergeben sich
aus :

(92) 1"0(#07:“17/“'2) = &7 yO(,UO,,Ul,‘u,Z) = ,U,_2X5
Ho ‘ Ho

und der Gleichung _

(93) pavz + popi ke — papaxs = 0.

Dieser vollisotrope Zylinder zweiter Ordnung zerfallt genau dann, wenn
entweder x5 = 0 ist (eine isotrope Ebene) oder wenn

(94’) ' ' ) o . me=0

gilt. Bei (94) zerfillt die Menge 'é,‘ller’ ‘sphia',riksdri gefiihrten Punkte in
eine vollisotrope Ebene v...u; = 0 und eine isotrope Ebene, welche

"Eine geometrische Deutung der aiiftretenden Invarianten wire eirie reizvolle
Aufgabe, welche aber vom Umfang den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde.

BMit ty = vxz:).(iszx__‘%., ty = ks, to = 2JsXatrsxa— ';z;ﬂsm 'Y4N5X3 t; =
— EKi1sox4-— 'Y1X3+N1'Y4X3 R1X2—Y8KEXS 4 — _,),3 o = X2TK2X4—7 Y4X3 o= _yy
7 - ) 3. N ; i

erhalten wir aus (75) mit Hilfe von (10) die Gestalt (90)
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durch po: o = x3: k2 und (92) gegeben ist. Die Bahnsphéren werden
durch

(95) papoz” + (Hop1 sy + popax1 — 2u1p2)e + popaxsy + upz +E =0,
ihre Radien durch (88) und ihre Fernscheitel durch

(96) U...(0:0: —po: p2xs)

festgelegt.

Ist hingegen x3 = 0, so ergibt sich in Fall 1b ein Bewegungsvor-
gang, der schon in einem vierparametrigen Bewegungsvorgang (siehe
FuBinote 5) enthalten und deshalb hier nicht von Interesse ist.

Fall 1c: k4 = 0,k3 # 0. Sei etwa k3 = 1. Wir erhalten nur bei

x4 7 0 ein interessantes Resultat: Die Normalform des Unterraumes T
wird aufgespannt von den Punkten®

G...(0:0:792:0:0:0:1)
(97) K...(0:0:k9:1:0: 65:0)
H .. . (1:x1:0:0: x4: x5:0).

und wir errechnen daraus die Normalform des Bewegungsvorganges zu

r=z+ tl
(98) g =Y + tz.’E - /‘622‘52 - I‘C5t3 X4 :,é 0.
2
5=y — taxs+tix1+1; z + t3y — 1ata

Xa
Die Punkte mit sphéarischen Bahnen sind gegeben durch

ks +
(99) -'130(/.110,#1,,&2): X4/l27 yO(“O?Ml;ﬂQ) = M
Ko Ho
und die Gleichung
(100) —Xalt1 2 + 721“’% + Kolgy = 0.

Das ist die Darstellung einer vollisotropen Zylinderflache zweiter Ord-
nung, welche genau fiir

(101) Y2y = 0

in ein Ebenenpaar (v, = 0) oder eine Doppelebene (k5 = 0) zerfallt.
Der Fall k5 = 0 ist also nicht von Interesse (siehe Fuflnote 5). Die
Bahntragersphéaren sind von der Gestalt

SWir setzen in (75) und (10) to = =i, tp = —&K1, tc = —v3ks + 5 +

K5X2—KaksX — _ _ K2X3—X2 _ —Y3xatXx2—kK2X3 —
+ X2x4 Lty =r1y3 — M, te = 2R 0 = s , T = —X3.
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(102)  popox® + (popax1 — HaX4)T + popry + popzxaz + E =0,

ihre Radien sind durch (88), ihre Fernscheitel durch (89) gegeben.
Fall 1d: k3 = k4 = 0. Dieser Fall ist nur fir kaxsxsxs # 0
interessant!?. Wir setzen also k, = 1. Fall 1d liefert!!

G...(0:0:0:0:0:0:1)
(103) K...(0:9:1:0:0: k5:0)
‘ H .. .(1:x1:0:x3:x4:0:0).

Wir erhalten die Normalform des Bewégungsvorganges als

T = "Cl? + tl A ‘
(104) § =y — (t1k1 + taks)z + ta . xa #0.
F=g o ettty gy oot

X4
Die Punkte mit sphérischen Bahnen sind gegeben durch
ks M1

(105) zo(Ho, pas p2) = 2 yo(puo, pa, p2) = :
.o - ,LL() . /1‘0

wobei die Werte po: pi1: g2 der Gleichung
(106) ' Kaflopts — X3XaHs =0

geniligen missen. Das ist die Darstellung einer vollisotropen Zylin-
derfliche zweiter Ordnung, welche genau fir

(107) KoksX3Xxse = 0

in eine isotrope Ebene degeneriert. Die Bahntragersphéaren sind von der
Gestalt

(108) papoz® + (popzks — pofaX1 —265X4)T + pHopaXay +paz +E = 0,

ihre Radien sind durch (88), ihre Fernscheitel durch (96) gegeben
Wir fassen zusammen:

10Man beachte, daBl die Werte kg, k5, X3, Xa Wegen K3 = K4 = Kg = Xf; =
= 0 invariant sowohl beziiglich (10) als auch beziiglich des Ansatzes (75) sind; diese
Fallunterscheidung ist also auch vor dem Ubergang zu einer Normalform sinnvoll.

1'Wir wihlen hier fg = s, t = Ja_mxsixw_'u_x;—_wm te = Y3vaks —
—V1X4—K17Y83Y4Xe+K1Y2Xa— 73K5X4 Y3X5—Y3V4K5X3—TV3K5X2 t
e =

- Yok + 5, tg =

=" —v3, 0 = Y374 — 72, T = YaX4 + YaX3 — X2 und erhalten aus (75) die Gestalt
(103).
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Satz 2. In den Fallen 1b, lc, 1d ergeben sich Bewegungsvorginge mié
Normalformen (91), (98), (104). Die Menge der sphdrisch gefihrten
Punkte 1st jeweils durch (92) und (93), (99) wnd (100), (105) und (106)
gegeben. Sie i3t im allgemeinen eine vollisotrope Zylinderfliche zweiter
Ordnung, in speziellen Fillen auch ein Paar vollisotroper Ebenen oder
eine einzige vollisotrope Ebene. (91) wird bei v = k2 = x3 = 0 # xs
zu einem Bricard-Bewegungsvorgang. Unter (98) treten keine solchen
Spezialfille auf. Bei (104) werden genau dann alle Punkte des Gang-
raumes auf spharischen Bahnen gefihrt, wenn neben kg = x3 = 0 noch
K5, Xa 7 0 erfillt ist. Die in (91), (98), (104) angegebenen Koeffizienten
Yis ki, Xi (1 € {1,...,5}) sind Invarianten.

2.2. Der Unterraum T schneidet Wyg nach einer Geraden k.

Fall 2: TNWye = k. Sei also T' = [Gk] mit G ¢ Wys. Wir schreiben
die Gerade k als Verbindungsgerade zweier Punkte k = [K L] an, wobei
wir K...(0:K1: 691 k31 k41 65:0) und L...(0: Ag: Ag: Azt Mgz A5: 0) anset-
zen. Die Unterraume Wyge...wy = wy = wg = 0 und Wy ... wp =
= wy = wg = 0 sind invariant gegeniiber (10). Wir nehmen vorerst an,
daB die Gerade & jeden dieser beiden Teilraume in genau einem Punkt
trifft und daf} diese beiden Punkte verschieden sind.

Fall 2a: kNWyse = K # L =kN Wy, T ¢ Hg. Wir setzen

an'?:

G...(vm +ok1+7Aiy2 +oka + TA2iy3 + oK3 + TA3: Y4+
(109) + 0k +TAYs + 0Ks + TAs: 1)

K.. . (0:k1:K2:0:1: £5:0)

L...(0:A1: A2:1:0: A5: 0).

Wir erhalten mit Hilfe von (10) aus diesem Ansatz bei geeigneter Wahi
von tg4,ty,te, tq,te, 0, 7 die Gestalt

12Die Punkt K, L sind in diesem Fall ausgezeichnete Punkte der Ebene T'. Der
Punkt G ¢ Wys hingegen wird willkirlich in T\ Wys angenommen. Wie im Fall 1
haben wir bei der Suche nach Normalformen zu spezialisieren: Fiir die verwendeten
Parameter o, 7 sind geeignete Werte zu wahlen.
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G...(7:0:92:0:0:0: 1)
(110) K...(0:£1:0:0:1:0: 0)
L . (0: A1:0:1:0: A5: 0).

Die zugehorige Normalform des Bewegungsvorganges ist:

IT=cx + tl
(111) J=y+taz —t1A1 —t3)5
zZ=z—rih1z+ tsy — 72t2 — 70t%
Die Punkte :
A
(112) = zo(po, pa, p2) = % o(o, ir, piz) = 2322
0 .

fir die die Bedingung
(1) Yoo — papz =0

erfiillt ist, werden auf spharischen Bahnen gefiihrt. Diese vollisotropen
Zylmderﬂache zwelter Ordnung ist genau bei

singulér Sie degeneriert bei A5 = 0 in eine isotrope Ebene bei v, =0
in ein Paar isotroper Ebenen, von denen die eine vollisotrop ist. D1e
Bahntrigersphiren sind von der Gestalt

(118) - . povoz? 4 (11— pads — 2u170)7 + p2y + poz + E = 0,

ihre Radien sind gegeben durch R = —ﬁ, ihre Fernscheitel durch U ...

.+(0:0: —po: 2). Man beachte, dal in diesem Fall auch Bewegungs-
vorgange inkludiert sind, bei denen alle angegebenen Punkte speziell
auf ebenen Bahnen gefiihrt werden (v = 0).

Foll 2b3vk C Woge, k ¢ Woas, T ¢ Hg. Man zeigt durch Rech-
nung, dafl dieser Fall im Sinne von Fufinote 5 nicht von Interesse ist.
Dasselbe gilt fiir:

Fall 2¢: k C W046, k ¢ Wogs, T ¢ Hﬁ.

Fall 2d: k trifft den Schnittraum Wyses = Wiz N Wyse in genau
einem Punkt K. T ¢ Hg. Wir setzen vorerst
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(Y0171 + oK1 + TA11 72 + 0Ky + TAg: 73 + oKz + TAa:
tvat ok +TALYs +oks +TAs: 1)

K...(0:K1:k2:0:0: x5:0)

L...(0: A1 4 pr1: Ag + pra: 1 Agt As + prs: 0).

(116)

Bei ky # 0 ergibt sich (wir setzen k; = 1) nach geeigneter Wahl von
ta,tb,tc,td,d, T’ﬁ

G...(7:0:0:0:0:0: 1)
(117) K...(0:£1:1:0:0: 65: 0)

L...(0:0:0:1: Ay # 0: A5:0).
Auch hier ist (bei 4 = 0) der Fall, daf§ alle betrachteten Punkte ebene
Bahnen besitzen, miteingeschlossen ( Darboux-Bewegungsvorginge).

Nur im Fall ks 5 0 ist ein (im Sinn von Fufnote 5) interessantes Re-
sultat zu erwarten. Die Normalform lautet dann:

r=1z-+ tl
(118) —y_ =1 + tz.’l! -+ M#:;KMZ — /\4t3 )\4/45 75 0.
zZ=2z + t3(1} — —Kltlz;nztz Y — ’)’ot%

Die Punkte jenes vollisotrbpen Zylinders ® zweiter Ordnung, der durch

. K + A
(119) zo(po, 1, p2) = M%, Yoo, 1, p2) = ‘E‘/ﬂm_ﬂ,

und
(120) popa — Aaps = 0.

bestimmt ist, durchlaufen spharische Bahnen. & ist unter den obi-
gen Voraussetzungen jedenfalls reguldr. Die Bahnsphéren sind gegeben
durch

(121) toY¥oz® + (p1k1 — 2paXav0)T + pay + poz + E = 0,
ihre Radien werden angegeben durch R = — —2—1%, ihre Fernscheitel durch
U... ... (0:0: —po: po) festgelegt.

Ist kg = 0, so ergibt sich fir k1 Ay + k5 # 0 ein Fall, der sich als
nicht interessant erweist.

Ist ko = 0 und ist kK1 Ay + k5 = 0, so konnen wir k1 = 1 setzen.
Nach geeigneter Wahl von t,, 3, t.,tq,0, T, p erhalten wir aus (116) die
Normalgestalt
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G...(70:0:42:0:0:0:1)

122) K...(0:£1:0:0:0: —k1A4: 0)
L...(0:0:0:1: Ay # 0: A5: 0).

Die Normalform des Bewegungsvorganges lautet dann:

IT=z+4+1t
(i23) =y +taz— T — Aty A #£0.
zZ=z+13T+ ﬁtly — Yoty — Yot2
Die Punkte

—K1Ag i1 + Aspig
Mo,

(124) fﬂo(ﬂo-,#l,ﬂz)# )\4‘%, yo(ﬂo,ﬂl,,uz)_ =

mit -der Eigenschiaft
(125) Napd —yapZ = 0

erfiillen ein Paar vollisotroper Ebenen des Gangraumes, die fiir y4\y >
> 0 reell und verschieden sind. Sie werden auf Spharen, bei vy = 0 in
Ebenen, gefiihrt, welche in der Gestalt (115) gegeben sind.

 Fall 2e: T C Hg. Nach J. Lang [1], Satz 2 (b), kann man, wenn
man triviale Falle auer acht 1aft, die Punkte G, K, L hier durch

G ..(.'yozi"yl:l:O:O:O:O)
(126) K...(0:%£1:1:0:0:0: 0)
..(0:1:0:0: 0:0: 0).

ansetzen. Eine einfache Rechnung zeigt, daff alle durch solche Un-
terraume 7. = [GKL] bestimmten Bewegungsvorginge das Biindel
vollisotroper Geraden elementweise festlassen. Die Punktbahnen sind .
durchwegs vollisotrope Geraden; dieser Fall ist trivial.

Satz 3. Hat der Raum T mit dem Unterraum Woe eine Gerade k
gemeinsam;, so ergeben sich, wenn T ¢ Hg gilt, folgende nichittrivialen
Falle:

. Liegt die Schnittgerade k zu den Tczlmumen Wose und Woyue all-
gemein, so ergibt sich die Normalform (111), welche die Punkte einer
vollisotropen Zylinderfliche ® zweiter Ordnung auf Sphdren, im Spezial-
fall ‘auch .auf Ebenen fihrt. ® kann auch in ein Paar isotroper Ebenen
zerfallen, von denen eine vollisotrop ist.
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Trifft k die Riume Wosg und Wyse in einem gemeinsamen Punkt
K ...(0:k1:K2:0:0: 55:0), so ergibt sich bei kg # 0 ein Bewegungsvor-
gang mit der Normalform (118). Unter den obigen Voraussetzungen
ergibt sich eine regulire vollisotrope Zylinderlfiche zweiter Ordnung,
bestehend aus spharisch gefihrten Punkten. Im Fall ky = 0 ergibt sich
nur fir k1 Ag+ks = 0 (siehe (116)) ein nichitrivialer Bewegungsvorgang
(123). Er fihrt die Punkte zweier vollisotroper Ebene auf sphirischen
Bahnen.

Ist jedoch T C Hg, so ergibt sich nur ein trivialer Fall eines
dreiparametrigen Bewegungsvorganges, bei dem alle Punktbahnen wvol-
lisotrope Geraden sind.

2.3. Der Unterraum T liegt in Wye.

Dieser Fall liefert, wie man nach kurzer Rechnung erkennt, nur
triviale Bewegungsvorginge.

3. Die hoherdimensionalen TeilrAume von P(V).

Ist dim T = 3, so haben wir zweiparametrige Bewegungsvorginge
zu erwarten. Geméf J. Lang [1] liefert die Projektion (wp:...:ws) —
— (w4 ws:we) € Woras als Bild von TN O 1. eine Gerade, 2. eine
Kurve zweiter Ordnung oder 3. die gesamte Bildebene Wyo3.

Im ersten und im zweiten Fall wahlen wir drei Bildpunkte all-
gemeiner Lage und bestimmen zugehorige Urbildpunkte. Durch diese
drei Punkte von T'N © legen wir eine Ebene Ty, C T. Ihr Schnitt mit ©
liefert genau dieselbe Bildmenge wie T' N O selbst.

Im dritten Fall schlieflen wir so: Existiert eine Ebene T, C
C T, welche ganz in O liegt, so ist der zugehodrige dreiparametrige
Bewegungsvorgang eine Bricard-Bewegung, die wir schon in Ab-
schnitt 2 betrachtet haben; der zu T gehdrige Bewegungsvorgang
ist ein Teilzwanglauf davon. Gibt es eine solche Ebene T, C
C © N T nicht, so erhalten wir einen Fall eines zweiparametrigen
Bricard-Bewegungsvorganges. FEr ist im Sinne von FuBnote 5 nicht
Teilzwanglauf eines schon behandelten Typs. Solche zweiparametrige
Bricard-Bewegungsvorgénge wurden von O. Réschel [3] als Typ III (13)
gefunden.

Eine Klassifikation der vierdimensionalen Unterraume von P(V)
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wirde eine Klassifikation der einparametrigen Bewegungsvorgénge mit
spharischen Bahnen und deren Invarianten liefern. Wir haben aber
vorausgesetzt, zwel Bewegungsvorginge ¢ und ¢', bei denen &' ein
Teilzwanglauf von £ ist, nur dann gesondert zu betrachten, wenn sich
die Menge der sphérisch gefithrten Punkte bei beiden Bewegungsvor-
gangen unterscheidet. Wie in Abschnitt 3 erkennt man: Ergibt sich
gemaf J. Lang [1] bei der Projektion (24) als Bild von T'N © eine
Kurve zweiter Ordnung, so kann man dasselbe Bild auch durch Pro-
jektion eines geeigneten ebemen Schnittes von © erhalten, wobei die
Schnittebene Teilmenge des 4-Raumes T ist. Der zu T gehérige Bewe-
gungsvorgang ware dann ein Teilzwanglauf eines Typs, wie er schon in
Abschnitt 2 behandelt worden ist. Ist die Bildmenge von T'N © jedoch
die gesamte Bildebene W33, so ist der Schnitt 7N © selbst entweder
ein dreidimensionaler Teilraum von © oder eine Hyperflache zweiter
Ordnung in T, zu der aber die Gerade Z NT =: z gehort. Im ersten
Fall liefert jede nichtprojizierende Ebene ¢ ¢ T'N © dasselbe Bild. Im
zweiten Fall findet man einen dreidimensionalen Teilraum T3 C T, der
mit z nur einen Punkt Z; gemeinsam hat und T nach einer Fliche
zweiter Ordnung schneidet. Die Projektion von T N © liefert ebenfalls
die gesamte Ebene Wyiq3 als Bild. Der zu T3 gehorige zweiparametrige
Bewegungsvorgang ist aber schon behandelt worden: Der zu T' gehorige
Zwanglauf ist ein Teilzwanglauf eines Bricard-Bewegungsvorganges, wie
er schon in Abschnitt 3 gefunden wurde.
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