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Abstract: Given 4 cylinders of revolution &, ,..,4 in three-dimensional euc-
lidean space F3. To find all spheres touching to @;,..,%4. It is shown that in
general case over the field C of complex numbers 512 spheres of this kind exist.
All points with the same distance from ®; and &, are located on 2 cyclides

. . . W
of order 4 in a pseudo-isotropic space I, . Distinguishing 3 types of these
cyclides some geometrical results are deduced. Furthermore the congruence
of all spheres which touch ¢; and ¢, is investigated.

1. Einleitung

Den folgenden Betrachtungen liegt der dreidimensionale euklidi-
sche Raum FEj zugrunde, den wir stets auf ein kartesisches Rechtskoor-
dinatensystem {U; z,y, 2z} beziehen. Im Mittelpunkt unserer Untersu-
chungen steht die folgende Fragestellung: Gegeben sind 4 Drehzylinder
by, Dy, P;3, &, mit den Achsen g1, 92,93, 94 und den Radien Ry, R, R3,
R4. Man bestimme alle Kugeln, die ®;,..,®, beruhren. Die Losung die-
ser Fragestellung erfolgt in §2, wobei vor allem jene Flache untersucht
wird, deren Punkte von 2 Drehzylindern gleichen Abstand besitzen. Di-
ese Flache besteht aus 2 Zykliden eines pseudoisotropen Raumes. In § 3
wird schliefllich jene Kugelkongruenz untersucht, die aus allen Kugeln
besteht, die zwei Drehzylinder ®;, ®; bertthren. Hierbei werden bei al-
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len Betrachtungen 2 Berithrungstypen unterschieden, die gesondert be-
handelt werden miissen. Der Sonderfall Ry = R, = R3 = Ry =0, d.h.
die Frage nach allen Kugeln, die 4 (paarweise windschiefe) Geraden des
B3 beruhren wurde in [3] bzw. [12] behandelt. Dieses spezielle Kugel-
berihrproblem wurde im einfach isotropen Raum von F. Mészaros und H.
Sachs (vgl. [9]), im Flaggenraum von F. Mészdros untersucht (vgl. [10]).

2. Behandlung des Hauptproblems

Zur Losung des Hauptproblems bestimmen wir zunéichst die Ab-
standsflache zweier Drehzylinder ®;, ®; mit den Radien R, , Ry und den
2! Achsen ¢g; und g,. Hierbei

setzen wir die Geraden g1, g,

als windschief voraus, und

Al " behandeln den Fall schnei-
! I1 dender Achsen als Sonder-

"z fall mit. Bezeichnet n die Ge-

meinnormale von g; und g,

s{ |u” 55 (vgl. [2,23]) und bedeuten

= y" A bzw. A; die Schnittpunk-
te von n mit g; bzw. g4, so

Al wahlen wir den Mittelpunkt

gy U der Strecke A;A, als
/ Ursprung cines kartesischen
Koordinatensystems mit n

als z-Achse (vgl. Abbildung

1). Verschiebt man die Gera-

Ay = A, =U'\ 53 den g1, g2 parallel durch den
y Punkt U, so erhalt man zwei
Geraden g1, g2, deren Win-
kelsymmetralen s;,s, man

als raumliche Winkelsymmet-

ralen (bisektors) von g; und

g2 bezeichnet (vgl. [1,51]).

' Wahlt man dicse Geraden
Abbildung 1 als z- bzw. y-Achse des zu-
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grundegelegten Koordinatensystems, dann besitzen ¢; und g; die Dar-
stellungen

gi...7 =(0,0, 1d) + A(cos f, — sin E,O)
(2.1 a,b) 2 2 2
2 o)
2 3 7
wobei Ay Ay =: d gesetzt wurde und ¢ den Winkel der beiden windschic-
fen Geraden gy, g2 bezeichnet; d ist der Abstand der beiden windschiefen
Geraden. Ein Punkt  P(z,y, z) besitzt dann von g; bzw. g, die Abstinde
I, = Pg; bzw. I, = Pg,, die nach [3] durch

1
gz2...%¢ = (0,0, —§d) + A(cos g,sin

2= (1:51n—+Jcos —) +(z — —d)
(2.2 a,b) 2

2 — (zsin D — vcos 22 _12
2 (7:51112 y(‘052) +(z—|~2d)

gegeben sind. Insbesondere werden dic Drehzylinder ®; bzw. ®, be-
schrieben durch

1
R? _'(TQIH(’—D‘—}- Y COS ——) + (z — =d)? bzw.
. 2 2
(2.3 a,b) 1
R} = (z sin —g — ycos 5)2 +(z + id)z'

Fiur dic Beriihrung einer Kugel & mit einem Drehzylinder ® gibt es 2
Typen, wic die Abbildung 2 a,b zcigt.

Abbildung 2 a,b
Bei einer Beruhrung von AuBen besteht ® N x iiber dem Kérper
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der reellen Zahlen R nun aus dem Berithrpunkt 7', wahrend bei einer
Berithrung von Innen ® N k aus einer reellen Raumkurve 4. Ordnung, 1.
Art besteht. Bezeichnet p den Kugelradius, R den Zylinderradius und |
den Abstand des Kugelmittelpunktes von der Zylinderachse, dann gilt
im ersten Fall p = [ — R, im zweiten Fall p = [ + R. Fur das folgende
geben wir die
Definition. Eine Kugel beriihrt zwei Drehzylinder von erster Art (zwe-
iter Art), wenn die Berithrung beidemale von Aufen oder Innen (einmal
von Auflen und einmal von Innen) erfolgt.

Fiir die Berithrung 1. Art einer Kugel mit zwei Drehzylindern
®,, ®; mit den Radien R;, Ry und den Abstanden ml =0, Mg, =1,

ergibt sich dann unmittelbar
(24 a) ll - lz = &9 R2 — &1 Rl

mit €7 = €3 = —1 bzw. €1 = g3 = 1. Fiir 1 = €3 = —1 erfolgt die
Berithrung beidemale von Aufien, fiir ey = €2 = 1 beidemale von Innen.
Fir eine Beruhrung 2. Art ergibt sich

(24 b) ll —12262 R2 + €3 Rl,

wobei £, = €3 = —1 oder €; = g3 = 1 gelten kann. Aus (2.4 a,b) ergibt
sich durch Quadrieren

(25 a,b) 2[1 12 = l% + Z% — (Rl + R2)2,

wobei das obere (untere) Vorzeichen fiir eine Berithrung 1. Art (2. Art)
gilt. Setzt man abkurzend

(2.6) ri2 := —3(R1 F R2)?,

so erhalt man aus (2.5 a,b) und (2.2 a,b) nach liangerer Rechnung als
Abstandsflache die beiden algebraischen Flachen ¥;; bzw. Uy, 4. Ord-
nung

(dz — zysin ¢)* + 2r19(z” sin® b + y? cos? 2 + 2%)+

(2.7) 2 2

1
+ 57“12(612 + 27"12) = 0
Die Flache ¥y, gehort hierbei zum Wert

(2.8) ry =7 =—3(Ry — Ry)?,
wahrend sich die Fliche Uy, fiir
(2.9) Py =17 = —%(Rl + Ry)?
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einstellt. Fir Ry # Ry gilt stets r13 < 0 und es ist r # 7. Die Flichen
\?12 und ¥, sind somit verschieden. Werden i.f. die Flachen ¥, und

¥, gemeinsam behandelt, dann schreiben wir an Stelle von rq, einfach
r. Die Flachen (2.7) lassen sich auch in der Gestalt

2*(d? + 2r) — 2dsin p zyz + zy* sin? ¢ + 2r(z? sin? §+

(2.10) 2..29% 1
+ y” cos 5)+—2-r(d +2r) =0

schreiben. Fiir r # 0 sind dies 2 Zykliden in einem pseudoisotropen Raum
Iél)*, wobei die absoluten Geraden dieses Raumes die Ferngeraden jener
Ebenenstellungen sind, die durch n und die raumlichen Winkelsymmet-
ralen von g; und g, festgelegt werden (vgl. [11,24f]). Flachen dieser Art
wurden von M. Husty und O. Rdschel in [4]-[6] betrachtet; eine umfas-
sende Theorie wurde von F. Mészdros in [8] entwickelt. In ahnlichem
Zusammenhang kommt diese bemerkenswerte Flache auch in {7,343]
vor. Besitzen ®; und @, gleiche Radien Ry = Ry, dann ist ¥y ein
hyperbolisches Paraboloid mit der Gleichung

sin ¢

d Y,

(2.11) z =

wie es nach [3] sein mufl. Aus den Berithrkugeln von g; und g entstehen
ja durch Veranderung des Radius um +R; dann die gesuchten Zylin-
derberiithrkugeln. Zur Untersuchung der Zykliden (2.10) bestimmen wir
die Hauptachsenflache ¥* (vgl. [4] - [6], [8]) durch partielle Ableitung
von (2.10) nach z. Man gelangt dann zu folgender Fallunterscheidung:
FALL I: d® + 2r # 0, d # 0. Die Zylinderachsen sind windschief und es
gilt d # |R1 — Ry|. In diesem Fall ist £* die parabolische Sphire

_ dsing
2 +2r$y'

FALL II: d® + 2r # 0, d = 0. Die Zylinderachsen schneiden sich, aber
es ist Ry # Ry. In diesem Fall vereinfacht sich (2.10) zu

(2.12) Stz

(2.13) 2rz% 4 (222 sin® g + 7)(2y? cos® —Lg +r)=0

und man findet fur £* die doppelt zu zahlende nichtisotrope Ebene z =
=0.

FALL IIL: d% +2r = 0, d # 0. Die Zylinderachsen sind windschief und es
gilt d = |R; — Ry|, d.h. die Drehzylinder ®,,®, beriihren sich innerlich.
Die Flachengleichung lautet jetzt
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(2.14) 2dsin p zyz — z?y%sin? p + dz(.’c2 sin? % + y? cos? %) =0

und ¥* besteht aus den beiden vollisotropen Ebenen z = 0 und y = 0.
Gilt schliellich d = 0 und R; = Rj, dann besteht die Abstandsflache
aus den beiden Symmetrieebenen von g; und go. Wir haben damit den

Satz 1. Sind ®; und ®, zwei Drehzylinder mit verschiedenen Radi-
en Ry, Ry, dann liegen die Mittelpunkte aller ®; und ®, berihrenden
Kugeln auf zwei Zykliden 4. Ordnung (2.10) eines pseudoisotropen Rau-

mes I( ) , wobei die absoluten Geraden von I( * die Ferngeraden jener
Ebenenstellungen sind, die durch die Gemeznnormalen n der Zylinder-
achsen g1, g2 und durch die raumlichen Winkelsymmetralen von g; und
g2 festgelegt werden. Sind g1 und g2 windschief und gilt d # |R; — Rs|,
dann sind die Hauptachsenflichen von Uiy und Wi, zwei parabolische
Spharen (2.12) des Iél)*. Schneiden sich die Zylinderachsen g1 und g,,
dann besitzen die Zykliden U1y und Uiy die doppelt zu zihlende Ebe-
ne z = 0 als Hauptachsenfliche. Berihren sich die Zylinder ®,,®,
innerlich und sind die Achsen von ®; und ®, windschief, dann ist
die Abstandsfliche eine Zyklide mit der Gleichung (2.14). Die Haupt-
achsenflache besteht in diesem Fall aus den beiden vollisotropen Ebenen
durch die Gemeinnormale von g1 und gs.

Der Satz 1 liefert den Schliissel zur Losung des Hauptproblems.
Bestimmt man zu 4 vorgegebenen Zylindern @1, ®3,®;3,®4 die Ab-
standsflichen ¥q9, ¥y3, U354 bzw. \1112,\1’23,‘1134 und bringt je 3 dieser
Flachen zum Schnitt, so gewinnt man je 64 Punkte iiber dem Korper C
der komplexen Zahlen, falls die Zylinder allgemein liegen. Dies soll be-
deuten, daf} die Abstandszykliden keine Fernpunkte gemeinsam haben.
Auf diese Weise erhalt man 8 = 512 Losungskugeln iiber C.

Satz 2. Sind ®,,..,®4 vier Drehzylinder mit paarweise verschiede-
nen Radien allgemeiner Lage, dann ezistieren im algebraischen Sinn
uber dem Korper C der komplezen Zahlen 512 Kugeln, die ®q,..,®,
berihren. Die Mittelpunkte dieser Kugeln erhdlt man als Schnittpunkte
von je drei algebraischen Flichen 4. Ordnung, die man als Zykliden in
je einem pseudoisotropen Raum deuten kann.

Wir untersuchen als nachstes die charakteristische Kurve ¢ der drei
Typen von Zykliden (2.10), (2.13) und (2.14), d.h. die Schnittkurve der
Zyklide mit X*.

FALL I: Wird (2.12) in (2.10) eingesetzt, so erhélt man fiir den GrundriB
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von ¢ nach einiger Rechnung

d* 4+ 2r ©® ® 1(d? + 2r)?
9.1 2,2 2602 % 4 2eos? Py 2N AT
(2.15) =z*y* + 7 o (z* sin 5 + y* cos 2)-|— 1 oo
Diese Gleichung gestattet die Faktorzerlegung
d? +2r d* + 2r
2.1 2 2 =0
(2.16) s 4 sin? %)(y 4 cos? —‘25) 0.

Der Grundrifl von ¢ besteht somit fiir die Zyklide ¥,5 bzw. U5 aus je
vier Geraden

1 1
(217) z=4+ —(& +2r), y = dg—p v/ —(d +2r),

in €
2sm2 5

die fiir d* < (R1 F R2)?, d.h. d < |R; F Ry| reell sind. Fithrt man die
Abkirzungen

(218 a,b) Co ‘= 4/ —(d2 + 27‘), Eo = 4/ —(d2 -+ 27_‘)

ein, so erhdlt man aus (2.17) und (2.12) als charakteristische Kurve c
bzw. ¢ auf Uy, bzw. ¥y je 4 Geraden fi,.., fs bzw. fi,.., fa mit den
Darstellungen

f { =0 “—-d~cos£ }
Joeeeenn QSin-c‘zﬁ ‘o 2y
_ 4 2y)
219 0d) faoooon. {z-— 25111%’2 COcoszy
19 a-
f { = —isinfm}
: SRS QCOS%’ c %)
___© a9 }
faoooi. {y_ 2cos—“2‘3’z_cosm2m
bzw.
f {:1:: 0 —-—icosf }
[T ZSin%’ Z 2y
Froorfa= =g 2= LeosPy)
(2.20 a-d) o Zein g o2t
20 a-
f: { __% ———d—sing:v}
S y_2cos§’ Co 2
f { = — G z —d-sinfm}
Aeeennn Yy = 2COS—L€- —EO ) .
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Man priift leicht nach, daf} die 4 Geraden f1,. ., f4 die Zylinderach-
sen g1,9z in den 4 Punkten 51 = g1 f1, S2 = g2/1, Sz = g1f3, Sa = g2fa
schneiden, wobei gilt

Co Co d Co Co d
1 752 2es? 3) P\ Tom? Teos® 3
(221 a-d) sm? COSE S1n 9 cOSs 2

Co Co d Cco co d
53 - . ) 1 8 |0 54 - N y y T8 |-
2sin £’ 2cos £° 2 2sin £ 2cos £ 2
Analoges gilt fiir die Fliche ¥;,, wobei fiir die Punkte Sy,..,5; in
(2.11 a-d) ¢o durch ¢y zu ersetzen ist. Die Punkte Si,..,Ss sind die
4 singularen Punkte der Zyklide ¥;,. Die geometrische Situation zeigt
das Blockdiagramm der Abbildung 3.

Abbildung 3

Fur p = %71" sind die Punkte 5i,..,54 die Ecken eines Wiirfels.
Aus (2.19 a,b) und (2.20 a,b) folgt noch, dafBl die Geraden fi, f2, f1, f2
auf dem hyperbolischen Paraboloid
(2.22) dy = —Ztg('—;—:cz

liegen. Man bestatigt mittels (2.1 a,b) auch leicht, daff die Geraden g1,
g2 und n auf (2.22) liegen. Ebenso liegen fs, fa, f3, f4, 91, g2.und n auf
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dem hyperbolischen Paraboloid

(2.23) dr = —2ctggyz.

FALL II: Spezialisiert man die Resultate aus (2.19 a-d) und (2.20 a-d)
auf den Fall d = 0, so erhalt man je 4 Geraden fi,.., fs bzw. fi, 0 fa
in der Ebene z = 0. Fur ¥, findet man

(2.24)

. IR1*R2’ . . IRl_R2I .
fl...{m—m,z—o ,fg... r = 2sin£ ,Z—O 5

2 2

. lRl—RQI . _ IRI‘RZI o
f3...{y-—m—-,z—0 ,f4... y——m,z—O .

Fir die Flache Uy, ist |R; — Ry | durch Ry + R, zu ersetzen.

FALL III: Aus (2.14) und z = 0 bzw. y = 0 ergibt sich ¢ als Gemein-
normale n von g; und g;. Damit haben wir den

Satz 3. Die charakteristische Kurve ¢ der Abstandszyklide ¥, (T12)
zweier Drehzylinder mit den Achsen g1,¢2 und den Radien R, # Ry
besteht aus 4 Geraden fu, fo, f3, fa (f1, 2, f5, fa). Die Geraden fy, fy,
fi, F2, 91, g2 und die Gemeinnormale n von g1 und gy liegen auf einem
hyperbolischen Paraboloid (2.22). Ebenso liegen f3, fa, Fa, e, 91,92 und
n_auf einem hyperbolischen Paraboloid (2.23). Die Geraden fi,- o fa
(f1,-., fu) bilden jenes windschiefe Erzeugendenvierseit auf der Haupt-
achsenfliche X* (L*), das die 4 singuldren Punkte Si,..,S4 von ¥y
(\1112) enthdalt. Hierbei sind Sp,S; (51,.5'3) die Schnzttpunkte von gy
mit W1p (U13), wihrend Sy, Sy (52,54) die Schnittpunkte von g, mit
Ty, (Uyp) sind. Fir zwei Drehzylinder mit schneidenden Achsen g1, g5
und verschiedenen Radien besteht die charakteristische Kurve von ¥,
und Wiy aus je 4 Geraden fi,- fa bzw. fi,.., Fu in der von g1 und g
aufgespannten Ebene. Berihren sich zwei Zylinder mit verschiedenen
Radien innerlich, dann besteht die charakteristische Kurve der Abs-
tandszyklide U1 aus der gemeinsamen Normalen n im Berihrpunkt
der beiden Zylinder.

Wir bezeichnen im FALL I die vollisotrope Ebene durch die Ge-
raden fi,. ., fs bzw. fi,.., fy mit . ., n4 bzw. 71, . ., 4 und untersuchen
die Schnittellipsen mit den Zylindern ®; und ®,. Wir beschrinken uns
dabei auf die Zyklide ¥;5 und iibertragen die Resultate auf ¥y, durch
die Ersetzung ¢y — ¢p. Da man die Geraden f; , f2 nach (2.19 a,b) durch
{z =%, 2= Ed cos £y} mit € = £1 beschreiben kann, lautet die

25111-—’
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Gleichung der Schnittellipse in der Ebene n; bzw. 73 unter Beachtung
von (2.3 a,b)

R} =(z— %d)2 + (y cos Lt —0)2 bzw.

(2.25 a,b) : 2 Ez
R:=(z+ §d)2 + (ycos% - 70)2.

Diese beiden Ellipsen besitzen gemeinsame konjugiert-komplexe Fern-
punkte und somit iiber C noch 2 Schnittpunkte im Endlichen bei al-
gebraischer Zahlung; ihre Achsen sind parallel. Elimination von y aus
den Gleichungen (2.25 a,b) ergibt nach einiger Rechnung eine quadra-

tische Gleichung mit der Doppelwurzel z = —;l §1+§2 Setzt man z in

die aus (2.25 a,b) flieBende Gleichung R? — R3 = —2dz + 2ecp ycos &

ein, so gewinnt man y = ;—p gi‘_"ﬁz. Mit einer analogen Rechnung
2

fiir die Ebenen 73,74 erhalt man insgesamt die 4 Punkte K;,.., Ky in
den Ebenen 71,..,m4 zu

% Co co. Rit+R dRi+R
25111-‘2‘3’ 2(',05% Rl—Rz, 2R1—-R2
K ( Co Co R+ R, d Ry + Rz)
2l =52 — Y TS B o
(227 a_d) 2 sin % 2 cos _922 R1 — Rz 2 Rl — R2
Ks co Ri+ R Co _gl R, + R,
2sin £ Ry — Ry’ 2cos—‘2‘5’ 2 R, — Ry
w (—_C R+ Ry Co d Ry + Ry
2sin £ R, - Ry’ 2cos§’ 2 R, — R; — Ry
Die aus ®; und ®; von den Ebenen n;(i = 1,..,4) herausgeschmttenen
Ellipsen beriihren sich in den Punkten K; (i = 1,..,4), die alle in der
Ebene ...z = g §1+R2 liegen. Weiter erkennt man, dafl die Punkte

K; auf den Geraden f; (i = 1,..,4) liegen, und die Strecken K; K; und
K3 K, sich im Punkt

(2.28) H(0,0,— % f1tle)

schneiden; H ist der Mittelpunkt von K; K, bzw. K3K4. Somit bil-
den Ki,.., K4 die Ecken eines Parallelogramms, das die Ebene ( aus
dem Vierseit fi,.., fs herausschneidet. Fur ¢ = s ist Ky,.., Ky ein
Rhombus. Analoges gilt fiir A7, .., K4. Damit haben wir

Satz 4. Die charakteristischen Ebenen n1,..,ma (T1,-.,74) Schneiden
die Zylinder ®,,®; mit den Radien Ry # Ry im Full windschiefer
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Achsen nach Paaren von Ellipsen mit parallelen Achsen, die sich in
den Punkten Ki,..,K4 (Ki,..,Ky) berihren. Die Punkte Ky,.., K,
(K1,..,Ky) bilden ein Rechteck in der Ebene ((z = —% gi—fﬁz—), dessen
Ecken auf den Geraden f1,..,fas (f1,..,f1) liegen.

Wir untersuchen noch, ob die Zykliden ¥1; und ¥, eine im End-
lichen gelegene Schnittkurve besitzen. Dazu bilden wir die Differenz der
mit r und 7 angeschriebenen Gleichungen (2.10). Wegen r # 7 findet
man

(2.29) z?sin® £ + y? cos® £ + 22 = (R} + R}) — ;4%

Dies ist fiir R? + R3 > 1d® ein Ellipsoid, fiir ¢ = 7 sogar ein Dre-
hellipsoid. Wird (2.29) in (2.10) eingesetzt, so findet man nach kurzer
Rechnung die beiden hyperbolischen Paraboloide

(2.30 a,b) dz — zy sinp = £3(R? — R3).

Die im Endlichen gelegene Schnittkurve von ¥;5 und U, besteht somit
aus zwei Raumkurven 4. Ordnung, 1. Art, die durch Schnitt von (2.29)
mit (2.30 a,b) erzeugt werden kénnen. Zur naheren Beschreibung dieser
Kurven betrachten wir zunachst die durch den Schnitt von (2.29) und
(2.30 a) legbaren Kegel. Mit den Abkiirzungen k; := 2(R} + R3) — 1d°
und k; := 1(R? — R}) ist auf das Flichenbiischel 2. Ordnung

(2.31) A(z”sin® g 4 y? cos® g 4+ 2% —kp) 4 p(dz — zysing — k) =0

die Kegelbedingung

Asin? £ —Zpusing 0 0
—susing  \cos? z 0 0
(2.32) =0
0 0 A 2du
0 0 du —Xk1— pko

anzuwenden. Diese Gleichung besitzt die Losungen
(2.33 a-d) A= £p, dp?+4\pks + 4k X2 =0.

Von Interesse sind vor allem die Losungen A = 4p. Wird A = g in
(2.31) eingesetzt, so erhalt man den Drehzylinder

(2.34) (zsin £ —ycos £)? + (z + 3d)? = RZ.
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Ein Vergleich mit (2.2 b) zeigt, dafl dies ein Drehzylinder mit der Achse
g2 vom Radius R; ist. Die Lésung A = —pu liefert den Drehzylinder

(2.35) (zsin € 4+ ycos £)? 4 (z — 3d)* = R3

vom Radius R; und der Drehachse g;. Analog erhalt man fiir die durch
(2.29) und (2.30b) festgelegte Raumkurve 4. Ordnung die beiden Zy-
linder ®; und ®; (2.3 a,b). Die erste Losung liefert in der Tat zwei
einparametrige Kugelscharen vom Radius |Ry — Ry| bzw. Ry + Ry, die
mit ®; und ®; eine Berithrung 1. Art bzw. 2. Art besitzen. Die zweite
Losung ist trivial; sie ergibt Berithrkugeln vom Radius null.

Fir zwei Drehzylinder mit schneidenden Achsen (d = 0) und
verschiedenen Radien verlaufen die Uberlegungen analog. Wir vermer-
ken den
Satz 5. Die Schnittkurve der beiden Abstandszykliden ¥15 und ¥4 zwe-
ier Drehzylinder ®1 und ®9 mit den Radien R; und Ry und den Achsen
g1 und go besteht aus zwei Raumkurven 4. Ordnung, erster Art. Fine
dieser Raumkurven ist die Schnittkurve der Zylinder ®; und ®,. Die
zweite Raumkurve ergibt sich als Schnittkurve eines Drehzylinders vom
Radius Ry und der Achse g2 mit einem Drehzylinder vom Radius Ry
und der Achse g1. Zu dieser Schnittkurve gehdoren zwei einparametrige
Scharen von Berihrkugeln vom Radius Ry + Ry bzw. |Re — Ry |, die eine
Berihrung 1. Art bzw. 2. Art mit ®; und ®, ergeben.

3. Die Kugelkongruenz K

Alle Kugeln, die zwei Drehzylinder ®1, ®3 mit den Achsen g1, g2
und den Radien Ry, R; von 1. Art (2. Art) beriihren bilden eine Ku-
gelkongruenz K (K). Die beiden Kugelkongruenzen schneiden sich ei-
nerseits in der Punktmenge ®; N @;, d.h einer Schar von Kugeln vom
Radius Null, andererseits nach den beiden einparametrigen Scharen von
Bertihrkugeln, die im Satz 5 erwdhnt wurden. Wir geben i.f. nur einige
Resultate fur die Kugelkongruenz K an. Hierbei setzen wir den FALL I
oder IT voraus. Auf jeder Geraden parallel zur Gemeinnormalen n von g;
und g, liegen iiber C die Mittelpunkte M, M zweier Kongruenzkugeln.
Fir z = z9,y = yo sind diese durch die Nullstellen der Gleichung (2.10)
bestimmt. Nach Vieta folgt fir die Punkte M(zq,yo, 2), M(mo,yo,é)
aus (2.10)

(31) z+ zZ = 2dd"’ii-;fm0y0'
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Der Mittelpunkt S{zo,yo, 3(z+2)] dieser beiden Kugelmitten liegt nach

(2.12) somit auf der Hauptachenfliche ©*. Es gilt M = M = § fir
Punkte auf ¥1, und ¥*, d.h. nach Satz 3 fiir die Punkte auf den cha-

rakteristischen Geraden fi,.., f4. Wir leiten als nachstes zwei interes-

sante Abstandsformeln her. Es bezeichnen [; := My, I = K/El,lz =

Mgy, G2 = .7\;[292, hy := Sg; und hy := Sg,. Dann berechnen wir nach
(2.2 a,b)

L v\ 2 dsin ¢ 1\?
h% = (1:0 sm§ + yg cos —2~) + (d2 +2T3:0y0 — §d)

(3.2 a,b) p )
. P ®\?2 sin 1

hg = (:I}O sm —2— — Yo COS 5) + (mmgyo + §d> ,
woraus
folgt. Andererseits berechnet man nach (2.2 a,b)
(3.4) B-0G+ 8- =520y,
woraus sich mittels (3.3) die von g unabhéngige Abstandsformel
(3.5) B 124022 =2(h—h2)

ergibt. Weiter folgt 12 — 2 — 2 + 2 = 2d(3 — z) und hieraus fliefit,
wenn man den Abstand der beiden Kugelmittelpunkte M und M mit
m := | M M| bezeichnet,

(3.6) m= |2 - 13+

Im FALL II (d = 0) liegen nach (3.1) die Kugelmitten M und M sym-
metrisch zur Ebene z = 0 und es gilt [; = [1,l = iz. Aus (3.5) folgt
dann

(3.7 2 —12=h%-h.
An die Stelle von (3.6) tritt mit gn =: k£ die Formel
(3.8) m? = 2(12 + 2 - k?).

Damit haben wir den
Satz 6. Es bezeichne K die Kongruenz aller Kugeln, die zwei Drehzy-
linder mit den Achsen g1, gs von 1. Art bertihren. Dann liegen auf jeder
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Geraden g parallel zur Gemeinnormalen n von g1 und g im FALL 1
oder II zwei Kugelmittelpunkte M, M im algebraischen Sinn. Im FALL
I liegen M und M symmetrisch zum hyperbolischen Paraboloid (2.12),
im FALL II symmetrisch zur Ebene z = 0. Genau fir Punkte auf dem
Erzeugendenvierseit fi, f2, fs, fa gilt M = M. Es gelten die Abstands-
formeln (3.5)—(3.8).

Wir untersuchen noch, ob in der Kugelkongruenz K einparametrige
Kugelscharen liegen, deren Hiillfliche eine Drehflache ist. Die Mittenkur-
ve dieser Kugelhtllflache muf} somit eine Gerade sein. Zur Losung dieser
Fragestellung ist daher vorerst zu untersuchen, ob auf der Zyklide (2.10)
aufler fi, fa, f3, f+ weitere Geraden liegen. Geraden dieser Art miissen
entweder vollisotrop oder isotrop sein. Fiir eine vollisotrope Gerade z =
= 2o = konst., y = yo = konst. auf ;5 muflte (2.10) fiir alle z erfillt
sein, woraus d? + 2r = 0 folgen wiirde, was im FALL I oder II nicht
moglich ist. Schneiden wir weiters (2.10) mit der vollisotropen Ebene
z = zo = konst., so erhilt man die Kurve 2. Ordnung

(3.9) 22(d% 4 2r) + agey? — 2dsin pzoyz + age = 0,

- N P 29 — 202 @ 4 1.2
wobei ag; := z§sin® ¢ + 2rcos® £, agp := 2rzgsin® £ + 5r(d® + 2r)

gesetzt wurde. (3.9) zerfallt genau dann in 2 Geraden, wenn

d® +2r —dzgpsing O

(3.10) —dzg sin @ a2 0|=0
0 0 Qoo
gilt. Eine einfache Rechnung zeigt, daf (3.10) nur fir zo = ;2%

2sin 5
erfiillt ist. Somit sind die Geraden fi, f; die einzigen Geraden, die in
vollisotropen Ebenen z = z5 = konst. liegen. Analog beweist man, daf
in vollisotropen Ebenen y = yo = konst. nur die Flichengeraden f; und
f4 liegen. Da alle Uberlegungen auch fiir d = 0 gelten, hat man:

Auf der Zyklide Uy liegen im FALL I oder Il nur die Flachengera-
den fi,.., fs.

Wir beschranken uns i.f. auf die Untersuchung jener Drehflache,
die zur Drehachse f; gehort. Es sei M ein auf f; laufender Punkt, den
wir dann in der Gestalt

(3.11) M(ﬁ%r,cot, —dtcos £

ansetzen kénnen. Fiir die Abstinde I; = Mg, und I = Mg, berechnet
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man
(3.12a,b) Iy = |Ry — Ra||tcos £ + 1|, o = |Ry — Ryt cos £ — 3.

Setzt man o.B. d A. R; > R, voraus und beschrankt man sich auf das
Intervall ¢ > —¢-, dann konnen die Betrage in (3.12 a,b) wegfallen

2cos
und man berechnet fiir den Radius p(t) der zu M gehorigen Berithrkugel
von ®; und &,

(313) p(t) = (R1 Rz)t COS £ _ —(Rl + R2)
Die gesuchte Kugelschar ist somit durch
— o 42 2 Y2
=(z — — dt cos =)*—
1) F=(z 25111%) + (y —cot)* + (2 + cos2)
' 1
— [(Rl — Rz)t COS % - i(Rl + Rz)]z =0
gegeben. Die Charakteristiken der Hiillfliche werden durch (3.14) und
OF
B co(y—co)—(z+dtcos-)dcos f—{—
(3.15) Ot 2

4 [(Ry — Ra)tcos g - 5(R1 + Ry)|(Ry — Rz)cosg =0

festgelegt. Wir fithren nun ein neues kartesisches Koordinatensystem
{U;%,7, 2} ein, wobei U den Schnittpunkt von f; mit der alten x-Achse
bezeichnet, z = Z gilt und die §-Achse mit f; zusammenfallt. Dann gilt
fiir u := UM ersichtlich p? = y? + 22 = t*(—d?sin® £ — 2r), d.h.

(3.16) p= t\/—(2r + d?sin® £)
und aus (3.13) folgt
(3.17) p(p) = Aop + B,

wobei abkiirzend

Ri—Ry)cos &
(318ab)  Ayi= BB, By = —}(Ra + i)

gesetzt wurde. Die den Meridian der Drehfliache festlegende Kreisschar
ist nun durch

(319)  G(u)=(§—p)? + 7 — (Aop+ Bo)®* =0

gegeben. Man berechnet hieraus
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(3.20) %% = (§— p)+ (Aop + Bo)4o =0

und findet schliellich aus (3.19) und (3.20) nach einiger Rechnung die
Meridiankurve

g =pu(l- A2) — Ag By

(3.21) |
' ' Z—::i:(Aolu-FBo)wl—A%

Hierbei gilt

2y o102
_ (2r4d?%)sin® £

Fir d > R; — Ry stellt (3.21) zwei reelle Geraden dar, die zur g-Achse
symmetrisch liegen und sich im Punkt K, (7 = —ﬁ—g, Z = 0) schneiden.
Die Kugelhiillflache ist daher ein Drehkegel I'; mit f; als Achse und der
Spitze K;. Da zu K; der Parameterwert u = —ﬁ—g gehort , gilt nach

(3.16) t = M—R{i}%-und man findet im alten Koordinatensystem
2

- co co R\+Ry _ d Ri+Ry
(323) I\l(Zsin%’ 2(:05% Ri—~Ry? 2 Rl——Rg)’

was mit (2.27 a) iibereinstimmt. Wir bestimmen als néchstes die Be-
ruhrkurve der einparametrigen Kugelschar mit dem Zylinder ®;. Da f;
die Zylinderachse g; schneidet, sind die aus den Punkten M € f; auf
g1 gelegten Normalen alle parallel. Der Einheitsvektor € dieser Richtung
lautet

. . d
(3.24) €= (g2 sin &, g% cos £, — 5 257)-

Tragt man von M aus in beiden Richtungen von € den Abstand p(t)
ab, d.h. bildet man Z = m(t) £ p(t)€, so wird durch ein Vorzeichen die
Beruhrkurve erfafit. Nach langerer Rechnung gewinnt man

(= 25(;:1% :}:co(tcosﬁ;sin—;€ — Y0 sing)
(3.25) § Y = cot % co(t cos? g— — 7o €OS —g)
2= —dtcos 2 F d(tcos ¥_ Y0),
\ , 2 2
wobei
. 1R +R
(3.26) 70 = %R:i—Rz

gesetzt wurde. Die Gleichung (3.25) stellt 2 Geraden dar, wobei das
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untere Vorzeichen eine Erzeugende des Zylinders ®; liefert. Weiters
zeigt man unschwer, daf fiir jedes t die Gleichung (3.25), unteres Vor-
zeichen, der Bedingung (3.15) geniigt, d.h., dafl der Berithrpunkt der
entsprechenden Kugel mit ®; auch auf der jeweiligen Charakteristik
liegt. Analoge Uberlegungen gelten auch beziiglich ®;. Man zeigt mit
derselben Methode, daff zu den Geraden f2, f3 und fs ebenfalls Drehke-
gel T'y, T3 und Ty gehoren, welche die Punkte K,, K3 und K4 aus (2.27
b-d) als Spitzen besitzen. Wir fassen zusammmen im
Satz 7. In der Kugelkongruenz K liegen genau 4 einparametrige Kugel-
scharen, die je eine Drehfliche als Hullfliche besitzen. Diese Drehfla-
chen sind vier Drehkegel T'q,..,Ty mit den Geraden f1,.., fa als Dreh-
achsen und den Punkten K1,.., K, als Spitzen. Jeder dieser Drehkegel
berihrt die Zylinder ®; und ®, lings einer Erzeugenden, wobei jeder
Punkt dieser Erzeugenden auf einer Charakteristik der Kugelhillflache
liegt.

Besonders anschaulich wird die geometrische Situation im FALL
II. Die Kegelspitzen K7, .., K4 sind dann die Schnittpunkte derin z = 0
gelegenen Zylindererzeugenden von ®; und @;.
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