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Abstract: Wir zeigen mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Liegeometrie,
daB eine Bijektion der Menge der Punkte der mindestens 3-dimensionalen de
Sitter-Welt, die in beiden Richtungen Llchtgeraclen auf Lichtgeraden abbildet,
Bewegung del de Sitter-Welt ist.

1. Der folgende Raum-Zeit-Satz fiir die Lorentz—Minkowski-Geo-
metrie stammt von A.D. Alexandrov [1], [2], [3]: ’

Satz 1. Fine Bijektion des R™, n > 3, die in beiden Richtungen
Lichtgeraden auf Lichtgeraden abbildet, ist das Produkt einer Streckung
und einer Lorentztransformation.

Wir haben in [4] gezeigt, dafl Satz 1 unmittelbar auf den Funda-
mentalsatz der Laguerregeometrie zuriickgefithrt werden kann. Diesen
Sachverhalt haben wir ausfithrlicher in unserem Lehrbuch [5] darge-
stellt.

J. Lester [7] hat Satz 1 auf die de Sitter-Welt (5™, A™) iibertragen:

Satz 2. Fine Bijektion des S™, n > 3, die in beiden Richtungen
chhtqemdr’n auf Lichtgeraden abbildet, ist eine Bewegung der de Sitter-
Welt (5™, A™).

Es ist das Ziel der vorliegenden Note, Satz 2 unmittelbar aus dem
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Fundamentalsatz der Liegeometrie herzuleiten.

2. Fiir die Elemente 2 = (21,... ,&n+1), ¥ = (Y1,--+ ,Ynt1) des
R”*! benutzen wir das pseudo-euklidische Skalarprodukt

(1) Y = T1Y1 + ... T TpYn — Tptl Yntil-
Es ist dann gesetzt
S™ = {z e R"1 | 2% =1}.

Die Gruppe A" der Bewegungen von S™ ist die Gruppe der Lorentz-
transformationen des R™"!, die den Ursprung festlassen. Es handelt
sich also dabei genau um die Abbildungen

fle)=2-L, f:5"— 9",

mit
T U L
L =
lng1a oo lngintt

und /;; € R, LMLT = M,

1 0

M=
1
0 -1

Die Geometrie (S™, A™) heifit n-dimensionale de Sitter-Welt (s. das
Buch [6] des Autors). Ist E eine 2-dimensionale Ebene des R™t1, die
den Ursprung enthélt, so heiflen die Zusammenhangskomponenten von
E N S™ Geraden der de Sitter-Welt. Die Ellipsen hierunter heiflen ge-
schlossene Geraden, die Hyperbelaste offene Geraden, die euklidischen
Geraden Lichtgeraden oder Null-Geraden.

Lemma 3. Seien g, h Lichtgeraden des S, n >3, mit gNh = 0.
Genau dann sind diese Geraden im euklidischen Sinne parallel, wenn
es keine Lichtgerade | gibt mit

INg# Dund INh#0.

Beweis. Da A" nur affine Abbildungen eunthalt, erhalten diese die
euklidische Parallelitat von Geraden. Das Transitivitatsverhalten von
A™ erlaubt es,

g={a+Ap|A=R}
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ohne Einschrankung in der Gestalt
a:=(1,0,...,0) und p:=(0,1,0,...,0,1)
anzunehmen. Gelte nun
h={b+up|peR}CsS”
mit g N h = (. Angenommen, es gibe eine Lichtgerade [ mit
INg={a+ap}, INh={b+ Pp}.
Dann ware
2)  0=(a+ap—b—fp)* =(a—b)"+2(a—p)pla—10)
unter Verwendung des Produktes (1). Aus g,h C S™ folgt
ap = 0 und bp = 0.
Mit (2) gilt also
0=(a—b)?*=2(1-ab),
d.h. by =1 fiir b =: (by,bq,... ,bpt1). Damit ist aber
(3) beyg
wegen bp = 0, d.h. wegen b = (1,02,0,...,0,02). Die Aussage (3)
widerspricht aber g N 7 = 0. '

Wir nehmen nun umgekehrt an, dafl g f A und g N h = § erfullt
sind. Aus

h={b+pg|peR}CS”
folgt ¢ # 0 = ¢* und bg = 0. Es gilt
(4) p-q#0.
Im anderen Falle wirde
(P1 @1+ -+ Pu ) = (Pnt1 Gn1)? = (0T + - PR)@] + - + @)

folgen, d.h. p,q wéren linear abhéngig, d.h. ¢,k waren parallel. Wir
beachten nun, daf}
0= (a+ap—0b—Bq)* = (a—b)* —2[abp + fag + afpq]
eine Losung a, f € R besitzt: Im Falle bp # 0 nehmen wir eine Losung
(a,0), im Falle bp = 0 # aq eine Losung (0, ). Ist schliefllich bp = 0 =
= ag, so existiert wegen (4) eine Losung (a,1). Also erhalten wir eine
Lichtgerade
I[={c+vr|veR},
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c=a+ap, r =b+ fqg—c, die g und h schneidet.

Satz 4. Sei P" die Menge aller Parallelklassen der Lichtgeraden
von S™, n > 3. Dann gibt es eine Bijektion ¥ von S™ U P™ auf die
Liequadrik

n
Ln_l = {H(lﬂo’ amn'i'l) S H7l+1 , $g + w3L+1 = me}’
=1

"+ der (n+1)-dimensionale reelle projektive Raum, derart, daff sich
¥(z), v(y) genau dann berihren, wenn es eine Lichtgerade | durch z,y
gibt im Falle z,y € S™, oder wenn es eine Lichtgerade | in y durch z
gibt im Falle z € S™ und y € P". (Entsprechendes fir y € S™ und
z € P"). Die Abbildung

H(].,.’Bl,... 737371.+1) zeS"

P(z) = fir

R(O,IE],...,.’ISn+1) rz € P"
ist eine solche Bijektion, wobei € P™ reprdasentiert sei durch ein be-
liebiges (z1,... ,Tpy1) mit

{b+ A (z1,... ,2p41) | A ER} € 2
fur passendes b € S™.
Beweis. Fir verschiedene z,y € S™ berithren sich 9(z), ¥(y) genau
dann, wenn
(5) TiYyr+ .o+ TpYn — Tptl Yy =1
gilt. Aber (5) ist gleichwertig mit der Aussage, daf
{z+My—2)| A eR}

Lichtgerade durch z,y ist. Wegen (4) gibt es keine verschiedenen p, ¢ €
€ P™ derart, daf sich ¢(p), ¥(q) beriihren. Ist schliefilich z € S™ und
y € P™, so berithren sich ¥(z) und ¥ (y) genau dann, wenn
(6) T1Y1 + ...+ TaYn — Tl Yng1 = 0
gilt. (6) besagt aber genau, daf}

{.’L? + )\(yl,. .. 7yn+1) I A € H}
Lichtgerade ist. ¢

Wir kommen damit zum Beweis von Satz 2. Sei also o eine
Bijektion von S™, n > 3, die in beiden Richtungen Lichtgeraden auf
Lichtgeraden abbildet. Aus Lemma 3 folgt, dafl die Lichtgeraden g, h
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genau dann parallel sind, wenn o(g) || o(h) gilt. Damit wird P™ durch
o permutiert. Erweitern wir in diesem Sinne

c: 585" — S"aufo:S"UP" — S"U P",

so ist o auch Bijektion von S™ U P". Die Abbildung w, die das Dia-
gramim

Sn U Pn N Ln—l

¢
S"’ U P Ln—l

kommutativ macht, ist nach Satz 4 Lietransformation. Es sind aber
Lietransformationen von L™~ ! Einschrankungen projektiver Transfor-
mationen von II"*t}(R) auf L™™!'. Wegen o(P™) = P™ miissen diese
projektiven Transformationen sogar affine Abbildungen von R™*! sein,
die wegen o(S™) = S™ damit Lorentztransformationen sind. Also ist

o €A™
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