Mathematica Pannonica
6/1 (1995), 45 — 54

EINE GEOMETRISCHE METHODE
BEI DER. APPROXIMATION DURCH
KETTENBRUCHE NACH DEM
NACHSTEN GANZEN

Hans Giinther Kopetzky

Institut fir Mathematik und Angewandte Geometrie, Montanuni-
versitdt, A-8700 Leoben, Osterreich

Franz Josef Schnitzer

Institut fir Mathematik und Angewandte Geometrie, Montanuni-
versitdt, A-8700 Leoben, Osterreich

Herrn Professor H. Vogler zum 60. Geburtstag gewidmet

Received November 1994
MSC 1991: 11 J 70
Keywords: Kettenbriiche nach dem néichsten Ganzen, Satz von Borel.

Abstract: Using geometric methods and the theory of nearest integer conti-
nued fractions results of Borel-type from the area of Diophantine Approxima-
tions are derived.

1. Einleitung

Ein klassisches Resultat aus den Anfiangen der Theorie der Dio-
phantischen Approximationen ist der Satz von Hurwitz:
Satz H. Fir beliebiges irrationales o besitzt die Ungleichung
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unendlich viele Ldsungen mit ganzen, teilerfremden Zahlen p und q.

Fiir diesen Satz, der auch mehrere Verallgemeinerungen erfahren
hat, wurden und werden bis heute verschiedene Beweise angegeben.

Ein {iberaus niitzliches Hilfsmittel bei derartigen Approximations-
problemen ist die Theorie der Kettenbriiche; dafiir sei vor allem auf das
Buch von Perron {3] verwiesen. Die am haufigsten verwendete Form der
Kettenbriiche sind die regelmdfigen Kettenbriche. Besitzt dann die re-
elle Zahl o die Entwicklung

a = by +
by +

1 = [bo,bl,bz,...]

b+ ...

und ‘bezeichnet A,/B, = [bo,b1,...,b,] den n-ten Niherungsbruch, so
gilt mit der Bezeichnung

der Satz von Borel:
Satz B. Fir beliebiges « € R\ Q und fiir n > 1 besteht die Ungleichung

max()\n_l, )\n, )‘n+1) > \/5

Aus diesem Satz folgt offensichtlich der Satz von Hurwitz. Fiir den
Satz von Borel wurden ebenfalls verschiedene Beweise, auch in letzter
Zeit, erbracht. Zum Beispiel haben die Autoren in [2] eine geometri-
sche Betrachtungsweise eingefiihrt, die zu einem sehr einfachen Beweis
fiihrt und dariiberhinaus eine sehr anschauliche Darstellung der Zusam-
menhénge liefert.

Um Vergleichsmoglichkeiten zur Approximation mit gewissen halb-
regelméafligen Kettenbriichen, die das eigentliche Thema dieser Note sind,
zu haben, soll diese Methode kurz skizziert werden.

2. Regelmaflige Kettenbriiche

Fir die oben angefiihrte lokale Approximationskonstante A, der
reellen Zahl «, die wir im weiteren als irrational voraussetzen wollen, gilt
die elementare aber fundamentale Beziehung

/\n = bn+1 + [0, bn, bn—l, ceey 61] + [O, bn+1, bn+2, . ]
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Fiir diesen Ausdruck schreiben wir A, = b,41 4+, +y, wobel z,, den ratio-
nalen Term bezeichnen soll; y,, ist dann, nach Voraussetzung, irrational,
wodurch 0 < y, < 1 gilt.

Der Fall z,, = 1 ist trivial, wir setzen daher z, < 1 voraus. Zur Re-

lation A, = byy1+2,+ys ergeben sich aus der Definition der regelmiéfigen
Kettenbriiche dann folgende zusétzliche Beziehungen:

1 1 1 1
Apeq = —— F e d pyi=—4+-——
! Ty + bn+1 + Yn o + Yn + bn+1 + Ty
Man definiert nun drei Bereiche in der Ebene
By = Bo(Mk) = {(z,y)lk+z+y =2},
B, = By(Mk) = {(zy)let+(k+y) P 2 A},
B, = Bi(\E) = {(zy)ly - (k4+2)7 > AL

Ci = Ci(\ k), i = —=1,0,1 seien die Randkurven dieser Bereiche.

- Wenn k = a4 ist, gilt A, > A genau dann, wenn der Punkt (z,,, y»)
in Bo(A, k) liegt. Analoges gilt fir A,—1 bzw. Ay41.
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Abb. 1.

Satz B ist nun bewiesen, wenn gezeigt ist, daf jeweils die drei Be-
reiche B;(v/5,1), i = —1,0,1 und B;(+/5,2), 1 = —1,0,1 das Einheits-
quadrat 0 < z,y < 1 iiberdecken, da fiir £ > 3 das Quadrat offensichtlich
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von Boy(v/5,k) iiberdeckt wird. (Genauer gelten solche Uberdeckungen
sogar fiir B;(vk? +4,k), i = —1,0,1; das liefert eine bekannte Verallge-
meinerung des Satzes von Borel. Wir verweisen wegen dieser und weiterer
damit zusammenhéngender Fragen auf [2]). Auf Grund der Symmetrie

- findet man sofort, daf sich die drei Randkurven der Bereiche B;(\/g . 1),

i = —1,0,1 im Punkt z = y = (-1 + v/5) und jene von B;(v/8,2),
¢ =-1,0,1 im Punkt z = y = —1 4+ +/2 schneiden. Einsetzen geeigneter
Punkte zeigt die gewiinschte Uberdeckung; man vergleiche Abbildung 1.
Der erste Schnittpunkt hat irrationale Koordinaten, z miifite also ratio-
nal sein; daher kann im Satz kein Gleichheitszeichen auftreten.
Bemerkung. H. Jager und C. Kraaikamp [1] haben solche Resultate
mit Uberdeckungsmethoden unter Verwendung der Beziehungen

671-{-1 = en-l + bn-l—l v 1-—- 407-1.—16n — quq,+19n,
On1 = Onpy + bngrn/1 —46,0,41 — B2 10,,

fiir n > 1 bewiesen, wobei bei ihnen 6, = 1/}, ist.

3. Kettenbriiche nach dem niachsten Ganzen

In derselben Arbeit [1] haben Jager und Kraaikamp dhnliche Un-
tersuchungen mit Hilfe von Kettenbriichen nach dem nichsten Ganzen,
mit einer zum regelmifigen Fall analogen Uberdeckungsmethode, durch-
gefihrt.

Dabei hat sich das {iberraschende Ergebnis ergeben, dafl bei einem
Analogon zum Satz von Borel die Konstante /5 im allgemeinen nicht
stimmt, sondern durch einen kleineren Wert ersetzt werden mufl. Weiters
zeigt sich, daB Resultate vom Boreltyp mit der Konstante /5 selbst
dann nicht moglich sind, wenn anstelle von drei Termen im Maximum
beliebig viele Terme herangezogen werden. Dieses Resultat wurde auch
von J. Tong mit einer anderen Methode bewiesen [4].

Dieser Fragenkreis soll nun mit der oben skizzierten Uberdeckungs-
methode untersucht werden. Da die Kettenbriiche nach dem néachsten
Ganzen weniger bekannt sind als die regelméfligen Kettenbriiche, werden
nun einige wenige, aber grundlegende Fakten zitiert; fiir Einzelheiten sei
wieder auf [3] oder auch auf [4] verwiesen.

Es bezeichne [z] das grofte Ganze der reellen Zahl z und < z >
das nachste Ganze von z, definiert durch < z > = [:1: + %]
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Die Kettenbruchentwicklung nach dem ndchsten Ganzen von o € R
hat die Form

a1

E)__.__.__T.: [bo,al/bl,a&/b27"']
1+ byt

o =by+

mit a, € {~1,1}, b0 €Z, b, e N,n=1,2,..., wobei
by 22 und b,+app 22, n=12,....

zu bestehen haben.

Diese Entwicklung ergibt sich aus ap = @, by =< ap >,...,a} =
(0tn1 = bpe1)7?, an = sign(al), an = ||, by =< a,, >.

Wiederum sei A,/B, = [bo,a1/b1,...,a,/b,] der n-te Naherungs-
bruch. (Jeder dieser Naherungsbriiche ist iibrigens auch ein Naherungs-
bruch in der regelméBigen Kettenbruchentwicklung).

Die lokale Approximationskonstante wird wieder mit A, bezeichnet

1

A B2’

wobei nun gilt
)\'n = bn+1+{0, an+1/bn, an/bn_l, ey az/bl]-l—[O, an+2/bn+2, an+3/bn+3, .. .},

woflir wir wieder A, = b,41 + T, + y» setzen wollen. Man beachte jedoch
die Indexverschiebung bei z,,, bei Teilzdhlern und Teilnennern in der letz-
ten Relation fiir A,, die bewirken kann, daf} die urspriingliche Bedingung
by + an41 = 2 fir diesen Kettenbruch verletzt ist und der Kettenbruch
dann keiner nach dem néchsten Ganzen zu sein braucht. Eine Berech-
nung mit den tblichen Rekursionsformeln liefert natiirlich das korrekte
Ergebnis. Es gelten auch noch folgende Beziehungen z, = an+1Bn-1/Bx
und Yn = Qpgp1 — bn+1.

Die Darstellungen fiir die drei aufeinanderfolgenden Approximati-
onskonstanten ergeben sich wieder sofort aus der Definition und lauten
neben der bereits angefithrten Formel A, = b,41 + =, + y» nun

1 1 1 1
An—1 = Gp i d Ay1 = an —t .
' it (‘T'TL + bn+1 + yn) e + fnt2 (yn bn+1 + mn)
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Wiederum werden drei Bereiche in der Ebene definiert

By = Bo(Ak) = {(@y)|k+z+y 22},
B—l = B—l()‘, €1, k) = {(z:,y)| El(m—l + (k + y)_l) > )‘}a
Bi = Bi(Mek) = {(zy)lealy+(k+2)) 2 AL

die eine analoge Bedeutung wie im regelméfigen Fall haben.

Nach diesen Vorbereitungen soll nun der Satz von Borel fir Ket-
tenbriiche nach dem nichsten Ganzen bewiesen werden.
Satz 1. Fiir jedes o € R\ Q mit der Entwicklung o = [bo,a1/b1,...] in
einen Kettenbruch nach dem ndchsten Ganzen und den obigen Bezeich-
nungen gilt firn > 1

max(An—1, An, Ang1) > (11 + 5v/5)/10.

Diese Konstante ist bestmdglich und kann nicht durch eine griflere ersetzt
werden. Sie hat den numerischen Wert 2.21803... < /5 = 2.23606... .
Beweis. Aus den Bedingungen fiir die Kettenbriiche nach dem néchsten
Ganzen ergeben sich die schon auf Hurwitz zuriickgehende Abschétzun-
gen [3, Satz 5.18]

Bn—l \/5""]- Bn—-l 3—\/5
5 <T =0,6170..., =<

=0,3819... , b, > 3,

die hier fiir |z,| = B,—1/B. verwendet werden. Da die Entwicklung von
yn von der Form y, = [0,...] ist, muB gelten |y,| < 1/2, da by =< yn >
ist. Aus dem gleichen Grund gilt auch die Abschétzung —1/2 < z, <
1/2. Damit die Bedingung b, + an4+1 > 2 in der Entwicklung von « erfiillt
ist, darf in der Entwicklung von z, nicht die Kombination (any1,bn) =
(—1,2) auftreten. Daher ist flir z, < 0 dann b, > 3. Zusammengefaflt
haben wir also die Abschitzungen

—w <z, <1/2, -1/2<y,<1/2,

wobei w = (3 — v/5)/2 = [0,1/3,—1/3] gesetzt wurde. Der dariiberge-
setzte Strich bedeutet wie liblich eine Periode.

Ist bpy1 > 4, dann gilt Ay = bpy1+an+yn > 4—w—1/2 =3.118.. .,
sodaB wir im weiteren b, € {2,3} voraussetzen kénnen.

Die drei zu untersuchenden Bereiche werden durch das Tripel

T = (ant1, Gnt2; bny1)
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bestimmt. Im Grunde haben wir daher acht Fille zu unterscheiden,
wobei sich aber nur T' = (-1, —1, 3) als interessant herausstellen wird.
Die Fille T = (£1,-1,2) kénnen wegen b,y; + Gnis > 2 nlcht

auftreten.

Die Randkurven der Bereiche B;, i = ——1,0,1 Co: A=k+z+4y,
Caial=z+(k+y)™, Chu: el =y 4 (k+z)? sind als
Funktionen von z im Bereich ]ml < 1'streng monoton fallend, wobei C_;
jeweils einen Pol bei z = +1/X in diesem Bereich hat.

Wir wollen nun die Uberdeckung des entsprechenden Rechtecks
am Beispiel T = (1,—1,3) darlegen. Die restlichen Fille, aufier T =
(-1,-1,3), verlaufen analog. Details dazu kénnen der Tabelle 1 ent-
nommen werden. Abbildung 2 beschreibt die Situation fiir A = v/5. Man
erkennt, daB das zu iiberdeckende Quadrat, aufgespannt von den Ecken

(0,0) und (-1/2,-1/2) von BO fiir sich allein, aber auch von B_; fiir
sich allein, uberdeckt wird.

B_, :
0.2 -
‘ | B+1
Ch(V5) i -
04 1 '
| -
1 By
N Co(5/2) !
06 - 1
N : C.i(V5)
N C(7/3)
0.8 PN ST |l
X N CO(\/E) \\ l
\\ |
i : b | i
S 02 04 06 08 .1

Das ergibt sich sofort durch Einsetzen von (0,—-1/2) in )\o(z,y.),
und liefert den Wert Ag = 2.5 > /5. Ebenso ist A_1(1/2,0) =7/3 > /5

zu bestimmen.
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Gleichzeitig erkennt man, dal dieses Rechteck auch noch vom Be-
reich B_; iiberdeckt wird, wenn dort A = V5 durch ) = 7/3 ersetzt
wird.

Auch in den restlichen Fillen zeigt sich, da$f zu einer Uberdeckung
jeweils ein Bereich, fiir sich allein genommen, geniigt. Die Vereinigung
von zwei oder drei Bereichen bringt keine Verbesserung (wie etwa im
Falle der regelmiBigen Kettenbriiche).

Die folgende Tabelle enthilt nun alle Uberdeckungen des entspre-
chenden Rechtecks mit A > v/5; angegeben ist jeweils der groftmdgliche
Wert von .

T Ao A—1 A+1 )
_ 12/5 12/5

(1,1,2) 9.4000... | 2.4000...
5/2

(-1,1,2) 2.5000. ..
3 16/7 16/7

(LL3) | 30000... | 2.2857... | 2.2857...
(~1,1,3) (B+5)/2 | (1T+3V5)/6 7/3

L3 To 6180 .. | 2.9847... | 2.3333...
~ 5/2 7/3 _

(L=L3)  org00... | 2.3333...
Tab. 1.

Im noch verbliebenen Fall T' = (—1,—1,3) schneiden sich fir A =
V5 alle Kurven im Punkt (—w, —w). Der Bereich links von C_; und un-
terhalb von Cy; wird nicht fiberdeckt und damit bleibt auch ein schmaler
Streifen im Rechteck uniiberbedeckt. Das ist in Abbildung 3 zur besse-
ren Veranschaulichung mit unterschiedlichen Achsmafstiben dargestellt.
Dieser Streifen kann nur durch eine Verkleinerung von A iiberdeckt wer-
den. Der dafiir notwendige Wert errechnet sich sofort aus

Ao1(—w, —1/2) = (11 + 5v/5)/10.

Offensichtlich kann diese Konstante nicht vergrofiert werden. ¢
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-0.36 <
By
C'+1 (\/5) B 0
-0.4
Co (m\
-0.44
N B -1
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N
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Abb. 3.

Daraus folgt leicht das
Korollar. Es gilt der Satz von Hurwitz.
Beweis. Wiirde nicht unendlich oft Az > /5 sein, so muﬁte ab einem
gewissen Index nur mehr die Kombination T' = (-1, —1,3) auftreten, «
also im fiblichen Sinne &quivalent zu [0,1/3,—1/3] = w sein. Fir w gilt
aber der Satz von Hurwitz, wie man direkt zeigen kann. ¢

Satz B hat gleichfalls eine Anzahl verschiedener Erganzungen er-
- fahren; &dhnliches ist hier auch moglich.
Satz 2. Ist (an41ynt2,bnt2) # (—1,—1,3) fir ein n > 1, so gilt die
Ungleichung max(An—1, An, Ang1) > 12/5. Ist dazu noch (@nt1,bne1) #
(1,2), so gilt sogar max(Ant1, Ay Anga) > 5/2.
Beweis. Unmittelbar aus der Tabelle ablesbar. ¢

Mit Hilfe der vorangegangenen Uberlegungen 148t sich nun das fol-
gende, bereits erwahnte Ergebnis leicht bestdtigen.
Satz 3. Es ezislieren reelle Zahlen fir die fir beliebiges k € N gilt

max(An-1y Any Angiy - -y Angk) < V5.

Beweis. Der Ausdruck, den wir fiir A,_; verwendet haben, ergibt sich
aus Ap—i; = bp + Tpney + yYn—1 durch Anwendung der Transformation

a an+1
n+1 und Yno1 = n+

Fn-1 = —bn + Ty bn+1 + yn.
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Wiederholte Anwendung dieser Transformation (mit entsprechenden In-
dices) ergibt die Werte von A,_3,An_s3,... fiir jenes «a, da durch z,
und y, und b,y; bestimmt ist. Wendet man diese Transformationen mit
(ag,bx) = (=1,3), k = n+1,n,n —1,... auf den Punkt (—1,1/2) an,
so zeigt sich, dal —w bezliglich der Transformation der z-Koordinate
ein Fixpunkt ist, wiahrend die Transformation der y-Koordinate y,—1 =
—(3+yn)"! eine monoton von unten (alle yx sind negativ) gegen —w kon-
vergierende Folge liefert. Das ist z.B. sofort aus den Naherungsbriichen
der Entwicklung von w in einen regelméafigen Kettenbruch ersichtlich.
Der Grenzwert der )\; ist daher Ao, = 3 — w — w = /5 . Daher sind alle
At < /5 . Das ist aber die Behauptung. ¢

Wie unschwer zu erkennen ist, wiirden sich mit der dargestellten
Methode weitere Resultate in der Art von Satz 1 und Satz 2 gewinnen
lassen.
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