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Abstract: In the Euclidean 3-space the bisector of two skew lines g;, gj is
an orthogonal hyperbolic paraboloid ¢;;. Hence the centers of spheres that
contact four pairwise skew given lines g1, ... , g4 are the points of the algeb-
raic variety #;,N®,3N®14. As a supplement to [3] it is proved that just in two
cases there is a continuum of such spheres: g1, ... , g4 are either generators
of a one-sheet hyperboloid of revolution or they are generators in concyclic
position on a Plicker conoid.

1. Vorbemerkungen

Kirzlich wurde von M. Husty und H. Sachs [3] erneut das klas-
sische Problem der Bestimmung einer Kugel durch vier Tangenten be-
handelt. Diese Fragestellung erwies sich jingst als bedeutsam fiir die
Robotik [2] wie auch fiir die Analyse gefahrlicher Konfigurationen in der
Satellitengeodaisie [7]. In der vorliegenden Arbeit soll nun die in [3] offen
gebliebene Frage nach allen Annahmen, die unendlich viele Losungen
zulassen, unter der Voraussetzung paarweise windschiefer Tangenten
geklart werden.

2. Das Abstandsparaboloid

Zunachst einige bekannte Aussagen aus der Geometrie des eukli-
dischen Raumes E3:
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Satz 1. g, und gy seien windschiefe Geraden des E® mit p := <g1g2,
d:= 79193

1. &30 = { X | Xg1 = Xga} ist ein orthogonales hyperbolisches
Paraboloid, das Abstandsparaboloid) mit der Gleichung

sin ¢
(1) - ay = 0,
sofern g1 und gy den Gleichungen z = i% und zsin ¥ = tycos £

gentigen.

2. Die Symmetrieachsen von g, und gy sind die Scheitelerzeugen-
den von ®12, die gemeinsame Normale nyia von g1,g2 ist die Parabolo-
idachse. g1 und g, sind polar bzgl. ®15.

3. @15 wird im Punkt X von der Symmetrieebene der FufSpunkte
der aus X auf g1 bzw. go legbaren Normalen berihrt.

4. Genau die auf ®15 gelegenen Erzeugenden sind die Achsen von
Drehungen mit g1 — g2, also die Achsen der durch g1 und g, legbaren
Drehhyperboloide. Alle diese Drehhyperboloide haben tbrigens dieselbe
Nebenachsenlinge b = % cot .

Beweis. Fiir die Distanz des Punktes X mit Ortsvektor r von der Ge-
raden g¢; mit der Vektordarstellung p; + Ru; gilt bei ||v;|| =1

(2) Xgi? = (—p:)* =[x —pi)vi]”.
Der obige Ansatz fiir g; und g, fihrt unmittelbar auf die Gleichung
1)?.

Die Schnittpunkte von g; und g; mit der Paraboloidachse sind
zueinander konjugiert bzgl. ®12 und ebenso die Fernpunkte der beiden
Geraden. Damit ist go die Polare zu ¢;.

Ist a die Achse einer Drehung mit g; — g3, so gilt fur jeden Punkt
X€aXg1 = Xgs, also X € P15 und somit a C 5. Umgekehrt: Zu je-
dem Punkt X € ®1, gibt es zwei gleichsinnige Bewegungen mit g; — g2,
die X festlassen. Beide Bewegungen bringen den Normalenfufipunkt F}
zu X auf g; mit dem Fuflpunkt F3 € g; zur Deckung; sie ubertragen
nur die Orientierung von g; unterschiedlich auf g;. Jede gleichsinnige
Raumbewegung mit einem Fixpunkt X ist eine Drehung, und X ist ein

1)Bezeichnung nach [3]. Dort wird auch auf G. Salmon und W. Fiedler
verwiesen (vgl. [5], Seite 154).

2) Eine in gewissem Sinn umgekehrte Fragestellung wird lbrigens in [1] be-
handelt.




Kugeln durch vier Tangenten 57

Punkt der Drehachse. Somit sind die durch X gehenden zwei Erzeugen-
den von ®;, die Achsen von Drehungen mit g; — go.%) Beide Achsen
liegen in der Symmetrieebene des Punktepaares Fy +— F3, und damit
ist auch die Tangentialebene von ®;; in X gefunden.

Nach W. Wunderlich [10] und J. Krames [4] gilt fiir die Dis-
tanz d und den Winkel ¢ von je zwei windschiefen Erzeugenden eines
Drehhyperboloides mit der Nebenachsenldnge b die oben angegebene
Gleichung. Das Geradenpaar g1, g2 legt demnach bereits die Nebenach-
senlange aller hindurchgehenden Drehhyperboloide fest. ¢

Gemaf [3] heilen zwei Geraden g1, g2 assoziiert bzgl. des ortho-
gonalen hyperbolischen Paraboloids ®1;, wenn @32 das zu g; und g,
gehorige Abstandsparaboloid ist. Nach [3] liegen alle bzgl. @15 assozii-
erten Geradenpaare auf dem Pliickerkonoid W1, mit der Gleichung

d

(2 +y*)z —kzy =0 bei k:=—— =konst.
sin ¢

Es 148t sich zeigen, dafl U1, genau die Scheitelerzeugenden der mit @15
konfokalen hyperbolischen Paraboloide und der Fokalparabeln von @1,
enthalt.

3. Kugeln durch vier Tangenten

Es seien vier paarweise windschiefe Geraden gi,... , g4 gegeben.
Der Punkt M ist genau dann der Mittelpunkt einer Kugel, welche alle
vier Geraden berihrt, wenn M im Durchschnitt

(3) Vi=®,N&13N Py

dreier Abstandsparaboloide liegt. Diese drei Paraboloide sind paarweise
verschieden, denn etwa bei &, = ®13 wiren g, und g3 gemaf} Satz 1 po-
lar zu g; bzgl. ®;5 und damit identisch. Da die linke Seite der Gleichung
von @15 in (1) bis auf einen konstanten Faktor mit der Differenz (_XEZ —

- X 922) iibereinstimmt, gehoren alle sechs Abstandsparaboloide ®,;,
i, €{1,...,4},i<j einer Linearschar von Flichen 2. Ordnung an, die
z.B. von ®,,, P13 und P4 aufgespannt wird.

3) Die Behauptung von Satz 1, 4. wurde bereits in [9] formuliert und ist auch
in [10] (Seite 75) und [4] (Seite 4) zu finden.
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Satz 1. Fine Kugel ¥ ist genau dann eine mehrfache Losung in der
Schar der g¢1,...,94 berihrenden Kugeln, wenn die Berihrpunkte
Fi,... ,Fy von ¥ mit den vier gegebenen Tangenten komplanar liegen.
Beweis. Die algebraische Varietdt V aus (3) ist der Schnitt der algebra-
ischen Kurve c¢q23 := 12N P13 mit 4. Die Mitte M einer mehrfachen
Losung ist entweder ein singuldrer Punkt von cj23 oder reguldr, wobei
die Tangente an ¢;23 in der Tangentialebene an ®,4 liegt. Beide Falle zu-
sammengenommen sind durch koaxiale Lage der Tangentialebenen von
M an @13, P13 und P14 zu kennzeichnen. Gemaf Satz 1 sind genau dann
die Verbindungsgeraden der Normalenfufipunkte Fy F5, F} F3, F; Fy kom-
planar (vgl. [6], Th. 2). {

Sollen unendlich viele g1, ... , g4 berithrende Kugeln existieren, so
muf} die in (3) definierte Varietdt V eine der folgenden Bedingungen
erfiillen:

(a) V ist eine irreduzible Quartik,

(b) V enthalt eine irreduzible Kubik,

(c) V enthalt einen einteiligen Kegelschnitt,

(d) V enthalt eine eigentliche Gerade g.

Diese Falle werden nun im einzelnen diskutiert.

Die in (d) genannte Bedingung ist hinreichend: Gemaff Satz 1
ist namlich g die Achse eines einschaligen Drehhyperboloides durch
g1,--. ,94, und die diesem Drehhyperboloid einschreibbaren Kugeln
stellen eine einparametrige Losungsschar dar, wie schon in [3] festge-
stellt wird.

4. V ist eine irreduzible Raumkurve 4. Ordnung

In diesem Fall gehoren alle ®;; einem Biischel B von Flachen
2. Ordnung an. Sind zwei Abstandparaboloide mit komplementaren In-
dizes identisch, also z.B. ®;5 = ®34, so liegen alle ®;; in dem von @,
und ®,3 aufgespannten Biischel. Dieser bereits in [3] genannte Fall mit
unendlich vielen Beruhrkugeln wird sich als Spezialfall einer allgemei-
neren Losung herausstellen (siehe Satz 3). Wir konnen daher im folgen-
den die sechs Abstandsparaboloide paarweise verschieden voraussetzen.
Dann wird das Biischel B von je zwei der sechs Abstandsparaboloide
aufgespannt.

Das Biischel der Fernkurven der Flachen aus B enthilt mehr als
drei (absolut konjugierte) Geradenpaare; daher besteht es aus lauter
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Geradenpaaren. Eine gemeinsame Komponente dieser Fernkurven ist
wegen der Irreduzibilitat von V unméglich®). Daher besteht das Fern-
kurvenbiischel aus den Paaren der Involution absolut konjugierter Ge-
raden durch einen festen Punkt U. Fiir das Abstandsparaboloid ®; 5 ist
U der Fernpunkt der gemeinsamen Normalen n;; von g; und g;. Also
gilt

(i) Wenn alle ®;; einem Bischel angehéren, so sind die Geraden

g1,--. ,94 alle parallel zu einer FEbene .

Diese Ebene sei als zy-Ebene vorausgesetzt. Wir kénnen annehmen,
daf} das Flachenbiischel B von den orthogonalen Paraboloiden

P=2-2zy=0 und &= z—c—b[(z—m)+(y—n)][(z—m)—(y—n)]

aufgespannt wird. Dann geniigt die Polare zur Ferngeraden der zy-

Ebene bzgl. der Biischelfliche t® + @, € R den Gleichungen

_ mb — nt _, nb+mt
= b2 442 y= b2 142 -
Bei m = n = 0 sind diese Polaren, darunter die Achsen der in B

enthaltenen Paraboloide, alle identisch. Ansonsten liegen sie auf dem
Drehzylinder mit der Gleichung

(4) 2+ y? —mz —ny = 0.
Auch die gemeinsamen Normalen n;; der sechs Geradenpaare gehdren
dazu. Ein Normalri} in Richtung der Zylindererzeugenden zeigt aller-
dings, dafl dies nur moglich ist, wenn wenigstens zwei verschiedene Ge-
raden g;,g; deckungsgleich sind — im Widerspruch zur Voraussetzung.
Somit bleibt m = n = 0, also
(ii) Wenn alle ®;; einem Biischel angehiren, so liegen giy--- .04 im0
Normalennetz einer Geraden a.
Im folgenden falle a in die z-Achse. Fiir die gegebenen Geraden
setzen wir die Parameterdarstellungen

(5) g: : (0,0,2;) + R(cos i, sin p;,0) fiir i=1,...,4

voraus. Dann folgt aus (2)

_ 1
(6) Xgi2 =

1
- :B2—{— 2 +22—22zi+2?—_ m2_y2 congoi—:EySiIIQLPi.
PR b2

4)Auch bei reduziblem V konnen etwa &, und &5 keine gemeinsame Fer-
nerzeugende besitzen. Dann wire namlich eine Symmetrieachse des Paares (g1, g3)
parallel zu einer Symmetrieachse von (g1, g3) und somit gy parallel zu g3.
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Die Paraboloide @15, ®13, ®14 gehoren genau dann einem Biischel an,
wenn die zugehorigen Polynome in den Unbestimmten z,y, z, namlich
(X912 — ngz), (Xg12 - ngz) und (—X'—g—l2 - X_g42), linear abhangig
sind. Genau dann existiert nach (6) ein nichttriviales reelles Quadrupel
(a1 , 2,03, CL4) mit

4 4 4 4 4
E a; = E a;2; = g a,—zi2 = g a; cos2p; = E a; sin 2¢; = 0.

i=1 =1

(iii) Die Abstandparaboloide ®;; der Geraden aus (5) gehdren genau
dann einem Buschel an, wenn die vierzeilige Matriz
(l,zi, 2%, cos 2¢;, sin2(p,~) den Rang <3 hat. Ist der Rang klei-
ner als 3, so mussen zwei Abstandsparaboloide und damit auch
zwei der vier Geraden identisch sein.

Satz 2 liefert eine geometrische Deutung dieser Bedingung. Es gilt

(iv) Fir paarweise verschiedene Geraden aus (5) gilt

Rg(1, 2,27, cos2p; sin2p;) =3

genau dann, wenn ein Punkt X ezistiert, dessen Normalenfuf-

punkte auf einem Kreis liegen. In zutreffenden Fall kommt diese

Figenschaft jedem Raumpunkt X € a zu.

Beweis. Der Normalenfufipunkt auf der Geraden g¢; aus (5) zum
Raumpunkt X = (¢,n,() ist F; = (2;,¥i, z;) mit

E(1 + cos 2¢;) + 1 sin 2p; €sin2¢; + n(1 — cos 2¢;)
= , y; = _

' 2 P 2
Die Punkte Fi,... , Fy sind genau dann komplanar und nicht kollinear,
wenn (€,7) # (0,0) und
(7) Rg(lamhyi)zi) = Rg(l,C052¢i,Sin2<Pi,2i) =3

ist. Damit diese vier Fuflpunkte auf einer Kugel liegen, mufi das Glei-
chungssystem

2z;m + 2yin + 2z;0+p = z? + y? +22, i=1,.,4
nach den Unbekannten m,n, o, p auflosbar sein, und dies ist aquivalent
zu
(8) Rg(laxhyiazi) :Rg(lamhyiazhwzz+yi2+zzz)‘

Wegen z2 + yZ = 1[(€? +n?) + (£ — %) cos 2p; + 2€n sin 2p;] folgt aus
(7) und (8) genau die angegebene Ranggleichung. Diese ist vom Punkt
X unabhangig. ¢
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Wenn fiir einen Punkt X ¢ o die Fulpunkte der vier paarweise
windschiefen Geraden g1,...,94 aus dem Normalennetz von a kom-
planar liegen, so gehodren g;,...,g4 einem Pliickerkonoid ¥ an. Zur
Begrindung geniigt ein Blick auf den Normalrif in Richtung a. Auf ei-
nem Pliickerkonoid ¥ sind bekanntlich die FuBpunktkurven aller Punk-
te X eben, namlich bei X ¢ a Ellipsen fx derselben linearen Exzentri-
zitat in Tangentialebenen von ¥ (siehe [8], Seite 39fF).
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Abbildung 1

Vier konzyklische Geraden g1,..., g4

Wenn fur die vier Erzeugenden gi,...,94 von ¥ die Fulpunkte
Fi,...,Fy zu X auf einem Kreis liegen, so sollen diese Erzeugenden
konzyklisch heiflen. Dann gilt dies nach (iv) fir jeden Raumpunkt ¥ ¢ a.
Dies ist auch wie folgt einzusehen: Je zwei Fulpunktkurven fx, fy C
C ¥ werden durch die Erzeugenden von ¥ affin aufeinander bezogen,
wobei gleichartige Ellipsenscheitel einander entsprechen. Vier konzyk-
lische Punkte Fy,... , Fy € fx sind als Grundpunkte eines Kegelschnitt-
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biischels zu kennzeichnen, dessen Desarguesinvolution auf der Fernge-
raden die Fixpunkte in den Achsenfernpunkten von fx hat. Und diese
Eigenschaft ist invariant gegenijber der speziellen Affinitat fx — fy.

Um demnach zu drei Erzengenden gy, .., g3 des Plickerkonoids ¥
eine vierte zu finden, die mit gy, .., g3 konzyklische Lage hat, mufl nur
zu beliebigem X ¢ a der Restschnittpunkt der Fufipunktkurve fx mit
dem Umkreis der Fulpunkte auf g1, g2 und g3 aufgesucht werden (siehe
Abb. 1). Ein Zusammenfallen dieser vierten Geraden mit einer der drei
gegebenen ist allerdings méoglich.

Konzyklische Lage auf einem Pliickerkonoid ist auch in dem oben

ausgeschlossenen Fall ®;, = ®34 gegeben, denn bzgl. ®,, assoziierte
Geradenpaare schneiden die E]Jﬁpée fx auf ¥y5 in Punkten, die bzgl.
der Nebenachse von fx symmetrisch liegen.
Satz. Die sechs Abstandsparaboloide ®;;, 1,7 € {1,..,4},1 < j zu vier
paarweise windschiefen Geraden gy,... ,g4 gehoren genau dann einem
Bischel an, wenn g1,...,gs konzyklische Erzeugende eines Plickerko-
noids ¥ sind. o

Die folgende Diskussion wird zeigen, daf} in den genannten Fallen
die Grundkurve des Buschels stets irreduzibel ist.

5. V enthalt einen einteiligen Kegelschnitt

Dieser Fall wird sich als unméglich erweisen: Angenommen, ®;2 N
N®;3 enthalt einen einteiligen Kegelschnitt. Dann muf} das von @12 und
®;3 aufgespannte Flachenbiischel, dem auch ®,3 angehort, ein Paar re-
eller Ebenen oder eine doppelt gezahlte reelle Ebene enthalten. Wieder
gibt es mehr als drei Buschelflachen mit singularen Fernkurven; also
miissen die Fernkurven aller Buschelflachen singular sein. Da der Fall
einer gemeinsamen Ferngeraden von ®;; und ®;3 laut Fufinote 4) au-
szuschlielen ist, bilden die Ferpkurven der Flachen des von ®;2 und
®,3 aufgespannten Biischels wiederum die Elementepaare der Involu-
tion absolut konjugierter Geraden durch einen festen Punkt U. Und
die Paraboloidachsen wie auch die singulare Gerade s des Ebenenpaa-
res liegen gemaf (4) auf einem Drehzylinder mit der Spitze U oder sie
fallen alle zusammen.

Die Schnittgerade s des Ebenenpaares schneidet ®15 neben U noch
in einem eigentlichen Punkt S, und auch dieser ist ein Bertihrpunkt
zwischen ®;5 und ®,3. Die gemeinsame Tangentialebene ist nach Satz 1



Kugeln durch vier Tangenten 63

die Symmetrieebene zwischen den Fufipunktepaaren (Fi,F3) und
(Fi, F3). Dies aber hat F; = F3 und damit schneidende Geraden g,, g3
zur Folge, und das ist ein Widerspruch®.

6. V enthalt eine irreduzible Kubik

Die Annahme, daf} alle Abstandsparaboloide eine Kubik ¢ gemein
haben, wird sich gleichfalls als unmdoglich erweisen: Dann namlich sch-
neiden je zwei verschiedene Abstandsparaboloide einander noch in einer
Geraden. So ist etwa der Restschnitt a,, der Paraboloide ®;; und ®;;
(m # 4,7,k, 7 # k) gemaB Satz 1 die Achse eines Drehhyperboloids
durch die Geraden g;,g;, gx. Die Achsen aq,... , a4 dieser vier Drehhy-
perboloide durch je drei der vier gegebenen Geraden sind paarweise
verschieden. Andernfalls namlich wiirden alle Abstandsparaboloide dem
Bischel mit der Grundkurve ¢U a4 angehoren, und dies ist nach Satz 3
ausgeschlossen.

Wir betrachten eines dieser Drehhyperboloide genauer: Die Achse
ay des Drehhyperboloids durch g1,g92,g3 falle in die z-Achse, und wir
setzen :

(9) gi = (acosp;,asing;,0) + R(—asin ¢;,acos ¢;,b), firi =1,2,3

mit a,b als Achsenlangen der Meridianhyperbeln. Mittels (2) folgt als
Gleichung des Abstandsparaboloids

(10) (I)z-j: (a2+b2)(sij:z:—cijy)—{—(cijm—l—.sijy)[aEij(—sij:c—!—cijy)—}—bz] =0
fir 7,7 € {1,2,3}. Dabei ist zur Abkiirzung

wi + wi +; Vi — ©;

835 1= sin , Cij i= COS g Cij = COS

4

gesetzt. Der in der zy-Ebene gelegene Grundrifi der Schnittkubik ¢ C
C (®12 N ®13) gentigt der Gleichung

a2 +bZ

a

(932 -+ yZ) — (c122 + s12y)(c132 + s13y)(c23 T + S23Yy).

5) Werden g1 und g als schneidend vorausgesetzt, so zerfillt ®,, in ein Ebe-
nenpaar. Bei der Suche nach Konfigurationen mit unendlich vielen Lésungen ent-
fallen die unter (a) und (b) angefiihrten Moglichkeiten einer Quartik bzw. Kubik.
Analog bei parallelen g1, g2.
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Der Ansatz y = tz fithrt auf die folgende rationale Parameterdarstel-
lung von ¢:

_ (a® +6%)(1 + )
 (e12 + s12t)(c13 + s13t)(caz + s23t)
(1) y = (a® + b*)t(1 + t?) |

(c12 + s12t)(c13 + s13t)(cas + s23t)

L (a® + b%)(s12 — c1at)(s13 — c13t) (823 — cast)
(c12 + s12t)(c13 + s13t)(cas + S23t)

Die Hyperboloidachse a4 schneidet ¢ in den konjugiert komplexen Punk-
ten

(12) (0, 0, i-ZL;_bQ)

Die Tangentialebenen an ®;; und ®;; in diesen Punkten sind iibrigens
isotrops).

Wie die Nenner in (11) zeigen, hat ¢ drei paarweise verschiedene
reelle Fernpunkte U, V, W. Da durch ¢ sechs orthogonale Paraboloide
legbar sind, liegen diese Fernpunkte in paarweise orthogonalen Rich-
tungen. Wir konnen VW als gemeinsame Fernerzeugende von ®,, und
P34, UW als Erzeugende von ®3 und ®34 sowie UV als Erzeugende
von P14 und P,3 voraussetzen.

Auf dem Abstandsparaboloid ®;; besteht eine Erzeugendenschar
aus lauter Bisekanten von ¢, darunter die Achsen ay,a; der Drehhyper-
boloide durch g;,g;,9: bzw. gi,g;,9%. Die in der Fernebene gelegene
Bisekante ist eine der vorhin genannten Seiten des Dreiecks UVW.

Nun projizieren wir die Kubik ¢, die Drehachsen ay,... ,as und
alle Abstandsparaboloide aus einem Punkt Z € c in eine Ebene m: Wir
konnen Z verschieden von U, V, W und auflerhalb der Achsen a4, ... , a4
voraussetzen: Das Bild von c ist ein Kegelschnitt ¢* (siche Abb 2). Die
auf ®;; gelegenen nichtprojizierenden Bisekanten erscheinen als Gera-
den eines Buschels. Biischeltrager ®f; ist der Riff jener Erzeugenden von
®;;, welche durch Z geht und alle Bisekanten von ¢ schneidet. Die Bild-
geraden aj,aj durch ®; sind verschieden und diirfen c* gemaf (12)

T

8) Piir Jjeden dieser Schnittpunkte liegen die Normalenfulpunkte von g1, g9
und g3 auf einer der Hyperboloiderzeugenden innerhalb der Scheiteltangentialebe-
nen z= Zib. Die FuBipunkte sind also kollinear (vgl. Satz 1, 3.).
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Abbildung 2
Zentralril der Kubik ¢ und der Hyperboloidachsen ay,..., a4

nicht reell schneiden. @7 licgt damit im Auflengebiet von ¢* fir alle
n,J €{1,..,4},i < J.

U?*V*W? bilden ein dem Kegelschnitt ¢* eingeschricbenes Drei-
eck. Jede Dreiecksseite ist Bild einer Bisckanten, die zwei Paraboloiden
gleichzeitig angchort. Daher liegen die Buscheltrager ®§, = aj NaZ und
®34 = afNaj auf der Verbindung V*W?, i NaZ und a;Naj auf U*W*
sowie af Nag und aj N af auf U*V*. Die Sciten des Dreiecks U? VW *
sind also Diagonalen des Vierseits a?,... ya;. Die Punkte VZ, W= € ¢*
trennen ®f, und ®3; harmonisch. Daher kann nur genau einer dieser
beiden Biischeltrager im Auflengebiet von c* liegen — im Widerspruch
zur oben gemachten Feststellung.

7. Hauptsatz

Wir fassen zusammen:
Satz 4. Bs gibt zwei Faille, bei welchen vier paarweise windschiefe Ge-
raden gi,... , g4 von unendlich vielen Kugeln berihrt werden: Entweder
liegen dic gegebenen Tangenten auf einem Drehhyperboloid oder sie sind
konzyklische Erzeugende eines Plickerkonoids ¥ (siehe Abb. 1).

Im zweitgenannten Fall ist die Mittenkurve der Berithrkugelschar
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eine rationale Quartik; ihr Normalrif§ in Richtung der Leitgeraden a von
¥ ist eine gleichseitige Hyperbel mit den Rissen der Torsalerzeugenden
von ¥ als Asymptoten. Die Hilllache der Kugeln ist eine Kanalflache,

und zwar eine, die vier Geraden tragt.
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