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Abstract: A result about asymptotic rational approximations of (m/n) e!/¢;
m,n,q € N is presented where the product mn belongs to a certain class of
natural numbers.

1. Einleitung

Rationale Approximationen von e und den g-ten Wurzeln aus e und e?
wurden bereits von mehreren Autoren untersucht (Davis [2], [3], Adams
[1], in diesen Arbeiten finden sich auch weitere Literaturhinweise). Die
Kettenbruchentwicklungen der ¢-ten Wurzeln aus e, die bereits auf Euler
zuriickgehen (siehe Perron [5]), und rationalen Vielfachen davon wurden
von Matthews and Walters in [4] behandelt. Diese Untersuchungen, die
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den Kettenbruchformalismus mit 2 x 2-Matrizen verwenden, basieren auf
Ergebnissen von Hurwitz im Zusammenhang mit den nach ihm benann-
ten Kettenbriichen. Diese Resultate sind ausfiihrlich in [5] dargestellt.

In der vorliegenden Arbeit wird ein asymptotisches Resultat fiir ei-
ne Klasse von rationalen Vielfachen der g-ten Wurzeln aus e hergeleitet.
Die Einschriankung auf eine Klasse von Vielfachen gibt die Moglichkeit,
die im Resultat auftretende Approximationskonstante direkt anzugeben.
Bei beliebigen rationalen Vielfachen ist die Bestimmung dieser Konstan-
te schwierig und miisste fiir ein bestimmtes Vielfaches nach einem auf-
wendigeren Verfahren, das in [4] dargestellt ist, berechnet werden. Die
Bedingung fiir den einfacheren Fall findet sich ebenfalls in [4].

Wir verwenden die Notationen aus [5] bzw. [4]. Betrachtet werden
soll also die Approximation von

&=

Weiters sei d = mn. Diese Bezeichnungen werden wir stets in dieser Weise
verwenden.

2. Matrixdarstellung und Periode

Zur Formulierung der fiir uns erforderlichen Ergebnisse aus [4] verwenden
wir die Kettenbruchdarstellung mit 2 x 2-Matrizen (vgl. [5], [4]). Besitzt
die reelle Zahl « die Kettenbruchentwicklung o = [ag, a1, . ..}, und wird
der v-te Naherungsbruch von « mit A, /B, bezeichnet, so gilt

A,,A,,_l_aol_all_.a,,l
B, B, ) \1 0 10 1 0/
Matrizen vom Typ wie die links auftretende wollen wir Ketten-
bruchmatrizen nennen. Die rechts stehenden Matrizen werden mit U,
bezeichnet. Wenn nun die Folge A, /B, fiir v — oo gegen « konvergiert,

so verwenden wir wie in [4] die Notation a ~ [[5-, Us,.
In [4] wird gezeigt, daBl folgende Darstellung gilt

1) g="et =w[T] QR
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W ist dabei eine Kettenbruchmatrix, die die Vorperiode von ¢ reprisen-
tiert. Ihre Gestalt im Detail ist fiir unsere Belange irrelevant; Einzelheiten
finden sich wieder in [4].

Der nichtkonstante Teil der Perioden ergibt sich aus

(2) Q:i(w) =Up mit k& =p;(2qu—1).

Die Berechnung der Zahlen p; erfolgt nach dem erwihnten aufwendigeren
Verfahren. Die zu formulierende Bedingung fiir den einfacheren Fall gibt
ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fir p, =1,t=1,...,d.

Die R; sind Kettenbruchmatrizen, welche auch Uy als ersten Faktor
enthalten kénnen. Thre Berechnung erfolgt rekursiv; fiir Einzelheiten wird
wieder auf [4] verwiesen. Fiir unsere Zwecke ist lediglich wichtig, daf
die Matrizen R; von p unabhingig sind. Es konnen daher maximal d
verschiedene Matrizen R; auftreten.

An Hand der Darstellung (1) erkennt man nun folgendes. Das Pro-
dukt im Inneren stellt eine Periode dar. Hier wird wie in [5] von einer
Periode gesprochen, obwohl darin d nichtkonstante Terme auftreten. Die
Gestalt von @; zeigt, dafl sich korrespondierende Terme an derselben
Stelle innerhalb einer Periode in der Abfolge der Perioden jeweils in ei-
ner arithmetischen Progression befinden.

Die Differenz bei nichtkonstanten Termen ist bei Giiltigkeit der
Bedingung p; = 1 dann 2g, was, wie bereits erwdhnt, die geschlossene
Formulierung unseres Hauptergebnisses erméoglicht.

Teile einer Periode, beginnend mit einem nichtkonstanten Glied, zu-
sammen mit allen konstanten Gliedern bis zum néchsten nichtkonstanten
Term, wollen wir als Block bezeichnen. Ein Block in einem Kettenbruch
hat also die Gestalt

[ 2qu+ b, 0041, Gug2, o Gugyg =1, - - -]

mit fiir jeden Block innerhalb der Periode konstantem b € Z. Die Zusatz-
glieder b entstehen durch die Moglichkeit des Auftretens eines Teilnen-
ners 0 am Anfang eines Blocks und im Innern des Kettenbruchs durch
Anwendung der Beziehung

[, 00-1,00,0,0p12, G013, - -] = [+, Gue1, Gy + Quya, Guas, - - ..

Formel (1) zeigt ferner, daB eine Periode genau aus d = mn Blicken
besteht und damit genau mn Glieder aus nichtkonstanten arithmetischen
Progressionen enthilt.




26 H. G. Kopetzky und F. J. Schnitzer
3. Bedingung fiir m,n

Die genannte Bedingung von Matthews und Walters [4] fiir das aus-
schlielliche Auftreten der Differenz 2¢ bei nichtkonstanten arithmeti-
schen Progressionen 148t sich nun folgendermaflen formulieren.

Die Folge {K;} sei definiert durch die Rekursionsformel

(3) Kt = (4t - Z)th—l + Kt—2 flir 2 S t S d,

mit den Anfangsgliedern Ky = 1 und K; = 2¢—1+2ry,, . Die Zahlen r, ,
erhélt man dabei in folgender Weise. Man entwickelt den Bruch m/n in
einen Kettenbruch mit ungerader Anzahl von Teilnennern und verwendet
dazu die bekannte Beziehung

(4) [..,as)=[..,0,—1,1] fir ac>2.

v sei der letzte Index in der Entwicklung von m/n. Dann ist also v = 0(2)
und m/n = A, /B, der v-te Niherungsbruch. Daher gilt

Tmmpn = _AUBV—I =1- AIJ—].BV .

Diese Berechnung der 7y, , bedarf einer Begriindung. In [4] wird bewiesen,
daf} sich r = ry = T aus der Faktorisierung folgender Matrix in die
Faktoren Ry und C; ergibt. Es ist

m 0 11 pL

o w=(7 ) (1o)=mea=n (50
mit ganzzahligen Matrizen, p;, s; > 0 und p;s; = d. Ry ist eine Ketten-
bruchmatrix, bei welcher der erste Faktor auch Uy sein kann. Mit diesen
Voraussetzungen ist diese Faktorisierung eindeutig.

Da hier eine Bedingung fiir p, = 1, 4 = 1,...,d behandelt wird,
kann p; = 1 (und damit s; = d) vorausgesetzt werden.

Multipliziert man die Gleichung (5) von rechts mit C;*, so erhilt

man die Matrix
.ol (™ (1—-7)/n
! n  —r/m ’

die eine Kettenbruchmatrix sein muf}. Von den auf Grund der beiden Va-
rianten in (4) moglichen Losungen gibt es wegen der Eindeutigkeit genau
eine, die auch das gesuchte r,,, liefert. Es wird aus (1 —r)/n = A,_;
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und —r/m = B,_; bestimmt. Die Forderung v = 0(2) ergibt sich aus den
Determinanten von M und C;. Hierin ist auch der wichtige Spezialfall
n = 1 enthalten, der mit v =0und A4g=m, Bp=1,A_;=1,B_; =0
dann r,,; = 0 liefert. Fiir m = 1 ergibt sich wegen 1/n = [0,n — 1,1]
sofort r1, =1 —mn.

Satz 1. (Matthews, Walters) Die Differenz der auftretenden arithmetischen
Progressionen, die nicht konstant sind, ist stets 2q (d.h. p, = 1 in (2) fir

t=1,...,d) genau dann, wenn fir die durch die Rekursionsformel (3)
definierten Zahlen K, gilt

(K,d)=1 fir t=1,...,d.

Die Menge aller Zahlen d € N, die diese Beziehung fiir den grifiten
gemeinsamen Teiler erfiillen, werde mit P bezeichnet.

Geméif den oben gemachten Bemerkungen werden im folgenden also nur
jene Paare (m, n) behandelt, fiir die d = mn € P gilt.

4. Resultate

Fiir den Beweis unseres Hauptresultats benotigen wir noch ein Lemma
und betrachten dazu vorerst die Blocke unabhéngig von ihrer Zugehérig-
keit zu den Perioden und stzen

E=lao, -, ap-1|Gpy, s py1|Gpyy oy Cpy—1]0pg, - - ] -

Die Striche deuten den Beginn eines Blocks an. Es sei Sj, = B, 1. Damit
hat man

Lemma 1. Es gilt die asymptotische Aquivalenz
log S, ~ klogk.

Beweis. Die Rekursionsformel fiir Kettenbriiche B, = a,B,—1 + Bn_1
liefert fiir n > 3 sofort die Abschitzung

anBn-1 < By, < (@ +1)B;_1.

Eine Anwendung dieser Abschétzung auf Sy ergibt, da lediglich a,, von
k abh&ingt und die restlichen a, des Blocks von k£ unabhéngig sind, die
Abschitzung
: c1kSp_1 < Sk < CQkS}c_l,
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wobei ¢; und ¢; als Minimum bzw. Maximum iiber die Blocke einer Pe-
riode unabhingig von k gewdhlt werden konnen.

Es gibt also eine nach unten und oben beschréinkte Konstante g
mit Sg = gk Sk_1. Logarithmieren ergibt

log Sy = log k + log Sk—1 + O(1) ,

gleichm#Big in k. Damit erhdlt man

k
log Sy = » logj+ O(k)

Mit Hilfe der Stirlingschen Formel ergibt sich aus

log S, = log(k!)+ O(k)
~ klogk

die Behauptung des Lemmas. O

Wir bendtigen nun ein bekanntes Resultat {iber die Approximation
von reellen Zahlen durch Kettenbriiche (vgl. [5]). Wenn Ay /By der k-ten
Niherungsbruch der reellen Zahl @ = [ay, a1, ...] bezeichnet, und wenn
A\ definiert ist durch '

A 1
(6) o — B#IZ K:EZ )
dann gilt
(7) e = i + [0, Grp2, Qs - - ) + [0, Gky g1, - 01]
Nun hat man
Lemma 2. Ist mn € P mit P aus Satz 1., und sind Gyi1, ..., Cupril

die Teilnenner eines Blocks der u-ten Periode von €, so gill

A = 2qu+o(p) und Agy=op) fir j=1...,5%.

Bew eis. Dieser ergibt sich offensichtlich aus (6) und (7) vud umor Be-

achiung. daf die Differenz von a,.,;, und 2g% konstant utd unakhiingig
von g sind. ¢

' Unser Hauptergebnis ist der folgende
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Satz 2. Fir natirliche Zahlen m und n mit mn € P gegeben durch Satz
1. gilt die Beziehung

lim inf

—_— =—, A )
B—oo loglog B  ABEN

n B

Beweis. Wir betrachten den Naherungsnenner am Ende des h-ten Blocks
in der p-ten Periode und verwenden die Bezeichnung S, wie oben. Es sei
also

Sh—{-ud = Bhl-l-ltdl )

wobei d; die Lange einer Periode ist, wihrend h; in leicht erkennbarer
Weise durch & und die Langen der Blocke bestimmt ist. Nun gilt nach
Lemma 1.

(8) log Shtpa ~ (h+ pud) log(h + pd) ~ udlog ud.

Logarithmieren der ersten Aquivalenz und Multiplikation mit pd und
Verwendung des ersten und dritten Terms in (8) liefert

pdloglog Shiyua ~ pdlog(h + pd) ~ pdlogud ~ log Shipa,

und weiter
(9) 1 log Shipd 1 log By +pd

#™ dloglog Shrpd  d10g10g By pay |
Auf Grund von Lemma 2. und (6) ergibt sich schlie8lich

é— Ah1+llfd1

- =1.
Bhl-l-#dl

: 2
Jim 294By,, 4 pay

Fiir die restlichen Folgen von Naherungsnennern (jeweils gleiche Position
innerhalb der Perioden und konstante Teilnenner) ist der entsprechende
Limes offensichtlich co. Mit (9) ergibt sich die Behauptung. ¢
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