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Abstract: In this paper we investigate two problems concerning cylinders
of revolution and line- geometry. Problem I: Given 4 mutually skew straight
lines {g1,...,94} in a 3-dimensional euclidean space. Does exist a cylinder
of revolution with given radius d which touches the lines {g1,...,94}? Prob-
lem II: Given 5 mutually skew straight lines {g1,...,95} in a 3-dimensional
euclidean space. Does exist a cylinder of revolution which touches the lines
{g1,-..,95}? Both problems are solved with methods of line- geometry resp.
resultants and we show that the first problem has 32 solutions, the second

one 512 solutions over the complex field C.

1. Problemstellung und theoretische Losung

Wir beschiftigen uns im folgenden mit zwei Zylinderproblemen
im dreidimensionalen euklidischen Raum FE’:
Problem I: Gegeben sind 4 paarweise windschiefe Geraden {g1,..., g4}
im E3. Gibt es einen Drehzylinder vom Radius d, der {gi,...,94}
beriithrt? Diese Fragestellung kann auch so formuliert werden: Gibt es
eine Projektionsrichtung s, derart, da bei Normalprojektion in Rich-
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tung s, die Bildgeraden {g7,..., 9%} einen Kreis vom Radius d bertih-

ren? :

Problem II: Gegeben sind 5 paarweise windschiefe Geraden {gi,...
..,gs} im E3. Gibt es einen Drehzylinder, der {g1,..., g5} berihrt?

Dieses “five line problem” 148t sich auch so formulieren: Gibt es eine

Projektionsrichtung s, derart, dafl bei Normalprojektion in Richtung s,

die Bildgeraden {g7,..., g5} einen Kreis beriihren?

Diese beiden Problemstellungen hangen eng mit Fragestellungen
zusammen, die in [1], [2], [3], [6] und [7] gelést wurden.

Wir beziehen den dreidimensionalen euklidischen Raum FEj5 auf
kartesische Koordinaten {U, z, y, z}, wobei U den Koordinatenursprung
bezeichnet. Die Behandlung windschiefer Geraden mit Hilfe der Vek-
torrechnung ist relativ unhandlich. Dies ist der Grund, warum man
zur Behandlung von Aufgaben iiber Geraden im Raum FEj3 Plicker—
Koordinaten heranzieht.

Die theoretische Losung beider Fragestellungen erfolgt mit Hilfe
einer Formel von D. Sommerville (vgl. [8]). Sind p und ¢ zwei Geraden
mit den Pliicker-Koordinaten (vgl. [5, 38f]) (p;) und (¢;) (: =1,...,6),
so gilt fiir den Abstand d(p, ¢) zwischen p und ¢

Q(p,q)
\/(PZQ3 — g2p3)? + (P1g3 — P3¢1)? + (P12 — P2q1)?

(1.1)  d(p,q) =

mit Q(p, q) = p1ga + P2gs + P3¢ + Paq1 + Psga + Pegs- Legen wir eine
Gerade ¢ in die z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems, so gilt
g(0:0:1:0:0:0) und nach (1.1) findet man fiir alle Geraden p, die
von g den Abstand d besitzen

—25 dh. d*(p? +p3) =}
VP + D3
Dies ist fir d # 0 ein quadratischer Geradenkomplek. Die Singularitaten-
flache besteht aus dem gesamten E3, die Komplexkurven sind Ellipsen
bzw. parallele Geradenpaare iiber dem Korper C der komplexen Zahlen.
Man erhalt damit die Losungsgeraden des Problems I als Schnitt-
geraden von 4 quadratischen Geradenkomplexen des Typs (1.2) und
dies ergibt N = 2 -16 = 32 Losungsgeraden als Zylinderachsen iiber
dem Koérper C der komplexen Zahlen (vgl. [4, 33]). wir vermerken den
Satzl. Zu 4 paarweise windschiefen Geraden {g1,...,94} des drei-
dimensionalen euklidischen Raumes E3 existieren uber dem Kérper C

(1.2) d =
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der komplexen Zahlen im algebraischen Sinn 32 Drehzylinder vom vor-
gegebenen Radius d, die {g1,...,ga} berihren.

Nun seien 2 windschiefe Geraden g und ¢ gegeben. Wir legen
¢ in die z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems. Dann gilt
g(0:0:1:0:0:0). Man kann dann noch erreichen, daf die
Gerade g die y-Achse orthogonal schneidet. Mit UN = a und dem
Richtungsvektor o = (vy,0,vs) besitzt ¢ die Pliicker-Koordinaten

g(v1:0:vs:avs0: —avy). Nach (1.1) berechnet man fiir eine Gerade
p(ps)

__GU3p1 — av1p3 -+ V1P4 + UsPe
dp,q) = 2 (12 2 2’
VD3(vF +v3) + (pros — psvi)
Wird 7" normiert, d.h. |v'|?2 = v} 4+ v = 1 gesetst, so folgt aus
obigem und (1.2) fiir alle Geraden p, die von g und g gleichen Abstand
besitzen

(1.3) Ds _ @vsp1 — av1ps + v1p4 + U3Ps
\/p? + p3 \/P% + (p1vs — p3v1)?
bzw.

(1.4) p? [p% + (p1vs — p3U1)2} = (p3-+p3)[a(vspr—v1p3)+v1pa+v3pe)®.

Dies ist ein Geradenkomplex 4. Ordnung. Alle Geraden, die von {gi,...
.., g5} gleichen Abstand haben, ergeben sich somit als Schnitt von 4
Geradenkom-plexen 4. Ordnung des Typs (1.4). Damit erhilt man
(vgl. [4,33]) N=2-(4-4-4-4) = 512 Losungsgeraden als Zylin-
derachsen iiber dem Korper C der komplexen Zahlen.damit haben wir
den
Satz 2. Zu 5 paarweise windschiefen Geraden {g7,...,g2} exzistieren
tber dem Korper C der komplezen Zahlen 512 Drehzylinder, die {¢7, ...
.., g8} berihren.

2. Herleitung einer Hilfsformel

Gegeben sei ein Drehzylinder ® mit der Achse a, beschrieben
durch einen normierten Richtungsvektor o' = (v1,va,v3), | 7[> = v3 +
+v2 +v% = 1, und einen Aufpunkt A(ay,az,a3) € a auf der Zylinder-
achse a, wobel wir fur 574’ =a = (a1, az,a3) voraussetzen T U =
= a1v1 + agvs + agvz = 0. Besitzt & den Radius d, dann lautet die

Gleichung von @ nach [1, 33]



44 F. Mészdros

(21) @...(z—a1)’ + (y—a2)* + (2~ a3)? — (12 +vay +v32)” = d”.

Gegeben sei weiters eine Richtung durch den Fernpunkt E(0:e1:€2:
: e3). Wir bestimmen die Tangentialebenen von @, die die Richtung
E(0: ey : e3 : e3) besitzen. Dies ist auf direktem Wege sehr miihsam.
Da aber diese Fragestellung affin-invariant ist, wenden wir auf (2.1) die
‘Affinitat

rT=T+viz+ a1
(2.2) y=y+vZ+ay; mitwvz#0

z = v3Z + as
an. Der Sonderfall v3 = 0 mufl getrennt untersucht werden. Nach
kurzer Rechnung erhilt man aus (2.1)

(2.3) F=Q1-vHzZ%+ (1 —vd)7? - 20110,77~d*> =0
und die Richtung E(0:e; : e3: e3) geht in
(2.4) | E(v:e 8 :e3)
mit
(2.5) €1 = €1 +vies, €9 =€y V€3, €3 = V3€3
tiber. Aus (2.2) bzw. (2.5) findet man sofort die Umkehrabbildungen
/ 1
T—gz— Ly + —(vias — vsay)
VU3 V3
v 1
(2.6) J=y— —z+ —(vaa3 — vsay)
U3 Vs
_ 1
| Z= g(z — as3)
bzw.
(2.7) €] = e] — El63, €y = €9 — v—2€3, €3 = i?i
VU3 VU3 U3

Die Tangentialebene 7 an (2.3) ist einfach zu bestimmen. Man bildet
aus (2.3) die partiellen Ableitungen Fy = 2(1 — v})T — 2v1vy7, Fy =
= 2(1 — v2)y — 2v1v,%, und berechnet damit in einem Zylinderpunkt
P (go, Yo, Zo) als Gleichung von 7

[(1— )z — V12T (T — To) + [(1 — v3)Tp — v1v2To] (T — To) =0

bzw. mit den Abkiirzungen
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(2.9) A= (1-v3)To — v1v3Ty, B := (1 - 3G, — v1v2T
nach einer kleinen Zwischenrechnung

(2.10) Aa+ By = d°.

Da P(Zy, 7y, Z0) in der Tangentialebene T liegt, gilt

(2.11) A=y + By, = d>.

Da E ebenfalls in 7 liegen soll, folgt aus (2.10)

(2.12) Ae + Bies =0

Wir fassen nun (2.9) als Gleichungssystem in Tp und 7, auf und berech-
nen daraus

1 — 1 _
(213 a, b) To = 2)—2— Pl'(l—v%)Jerlvz], @-O = ’0—2 [f(l—v%)—#Avlm] .
3 3

Aus (2.13 a, b) und (2.11) gewinnt man schliefilich die Gleichung

(2.14) Zz(l ~ v2) 4 24 Bvyvg + §2(1 —0?) = d%v2,
die man mittels B = —Z;—; aus (2.12) umformen kann zu
(2.15) A [(1—wv3)es - ZEiézvlvz + & (1 —v?)] = d*vies.
Damit gewinnt man die Losungen

i +dequs
(2.16) V(1 —v2)e2 — 251;6‘21111)2 + (1 — v3)e?

5 Fdejvs

V(1 —v2)E — 2ereavivs + (1 — vd)Ed
Die Tangentialebenen sind durch
(2.17) AT+ By—d*=0

festgelegt. Nun werden die Gleichungen (2.16) und (2.17) mittels (2.6)
und (2.7) zuriicktransformiert. Man findet

d(eqvs — voe3)vs d(e1vs — vies)vs
B =
w ’ + w ’

wobei W die Quadratwurzel von

(2.18) A=+
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(1 — ’U%)(ez'l)g; - ’U2€3)2-—
—27}1'()2 (62’03 _ ’U263)(€1'03 - ’11163) + (1 - v%)(elvg — ’U163)2
bezeichnet. Fiir die Tangentialebene 7 stellt sich ein:

Avzz + Busy — (Avy + Bua)z + A(vias — vias — vsay)+

2.19
( ) +B(vzas — v3az) = d?vs.

Die Koeffizienten in (2.19) lassen sich noch ndher berechnen. Man
erhalt

d’l)gz) (62’01 — 61’1)2)

(2.19 a) Avy + Buy = W und
(2.19 b) A(v1a3 - ’U3CL1) + B(v2a3 e ’Uga,g) =
dv?
=3 le1(vsas — voas) + ea(vias — vaar) + es(vaar — v1as)].

Mit den Abkiirzungen
(2.19 ¢) oy :=w3zaz—wv3a3, Qg:=via3—U3a1, Q3= Ua1—U102,

ergibt sich dann

d 2
(2.20) A(’Ulag — U3a1) + B(’Ugag - v3a2) = W’U} [05161 + ageq 4+ sz@z}.
Die Gleichung (2.19) mit (2.19 a), (2.20) und (2.18) stellt die gesuchte
Hilfsformel dar, die in §3 zur rechnerischen Losung beider Probleme
verwendet wird.

3. Die rechnerische Losung der beiden Zylinder-
probleme

Zur Losung des Problems I legen wir um die Geraden {gi,...94}
Drehzylinder ®4,...,%4 vom Radius d und suchen ihre gemeinsamen
Tangenten auf; diese sind die Achsen der gesuchten Drehzylinder vom -
Radius d, die {g1,...,94} berithren. Wir wéahlen g; und g, in der
Normaldarstellung
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1
gi-.. ?z(0,0,—l) +A(cosf,—sin£,0)
2 2 2
(3.1 a-b) 1
» ga--- ?z(O,O,——Z—l>—!—)\(cos—(g,sing,O).

Hierbei wurde die z- Achse des zugrundegelegten Koordinatensystems
in die Gemeinnormale n von g; und g2 gelegt und der Normalabstand
von g; und gs mit [ bezeichnet.. ¢ ist der Kreuzungswinkel von g; und
g2- Die Darstellungen (3.1) sind normiert im Sinne von §2, d.h. es gilt
|72 =1, V- @ = 0. Ahnlich wie in §2 findet man fiir den Drehzylinder
®; mit der Achse g1 ((3.1a)) vom Radius d die Tangentialebenen 71 und
71 durch den Fernpunkt E(0: e; : es : e3) zu

1
(3.2) Ajsin gm + Aj cos gy + Biz — §ZB1 —d?>=0
mit
(3.3 a,b) a4 =+2% p o 3 ersin g - excosy)
. ) 1— Wl, 1= F er

und der Abkiirzung

2 2
Fir den Drehzylinder @, mit der Achse g, ((3.16)) vom Radius d erhilt

man analog 7 und 7o

2
Wy = \/(elsinE + ey cos f) + €2,

(3.4) Agsin —gm—Az cos —(gy—t—Bgz—}— %le —d?2=0
mit
. P 4
(35 ab) Agzidﬂ, Bz::Fd(elsmE—ezcosE).
W2 WZ

und der Abkiirzung

2
Wy = \/(el sing — €5 COS f) + €.

2

Die Tangentialebenen 71, 72 und 73 haben nach (2.19) den Fernpunkt
E(0: e :ey: e3) gemeinsam. Sie gehoren einem Biischel an und liefern
damit eine gemeinsame Tangente von ®;, ®; und &3, wenn sie einen
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weiteren Punkt gemeinsam haben. Wir wahlen dazu einen Punkt in der
Ebene z = 0. Hiermit entsteht aus (3.2) und (3.4) das Gleichungssystem

1
Aqsin —(gm + A; cos fy =d?+ 1B,

(3.6) p z %
Ay sin 5:13‘ — Ay cos Y= d? — §ZB2
mit der Losung
d(Wy + W,) — leg cos 2 d(W; — W) — ley sin 2
_ 2 _ 2
(3.7 z= 7 , Y= o :
2ez sin ) 2e3 cos )

Wird schliefllich (3.7) in (2.19) mit z = 0 eingesetzt, so erhalt man die
gesuchte Bedingung. Es empfiehlt sich noch ez = 1 zu normieren. Dann
vereinfachen sich A und B aus (2.18) zu

(3.8) a=zlewazn) g s —u)
W W

mit der Abkiirzung

W= \/(1 —vi)e? + (1 — v2)e2 — 2vivaeres — 2vivzer — 2vgvses + (1 — v3).

Verwendet man weiters auch die frither eingefithrte Abkiirzungen im
Fall e3 =1, d.h.

2
Wi = \/1+ (elsing——!-egcos-g) ,

2
WZ:\/1+<elsing_e2COS'§) ,

so findet man die gesuchte Bedingung

(3.9) Wy {—dsin gvgel + dcos -(26’0362 + dsin gvl — d cos gvz] +

+Ws [dsin gvgq -+ dcos (—gvgez - d sin g—vl — dcos —(gvz} +

2 % — 6%[’03 cos? % -+ 3 sin p + eg (lvz cos? % + @2 8in 4,0) +

+ [6%[’03 sin
+e1 (—lvl sin? % + a1 sin (p) ] = dsin ww.

Die Computerberechnung zeigt, daf (3.9) ein Polynom vom Grad 16 in
e1 und e;, genannt Fy(ey,ey) ist. Fir die Geraden g¢;, g, und g4 wird



Zwet Zylinderprobeme im euklidischen Raum 49

nun eine analoge Bedingung Fy(e1, e2) aufgestellt und anschliefiend iiber
die Resultante R(ez) = 0 die gemeinsamen Losungen von F; = 0 und
Fy = 0 bestimmt. Aus € = (e, e, 1) und (3.7) erhalt man schlieBlich
die Losungsgeraden. Wir vermerken den

Satz 3. Die 32 beruhrenden Drehzylinder von 4 paarweise windschiefen
Geraden erhdlt man uber dem Korper C der komplexen Zahlen als
gemeinsame Nullstellen zweier algebraischer Kurven 16. Schnittpunkte
Ordnung der Bauart (3.10).

Die Gleichung (3.10), aufgefasst als Gleichung in den Variablen
e1, ex und d beschreibt eine algebraische Flache der Ordnung 24, die
durch G; (e1,es,d) festgelegt wird. Bildet man fiir die Geraden
(91,92, 94) und (g1, g2, g5) analog die Gleichungen G2 (e1, €2,d) = 0 und
G3 (e1,e2,d) = 0, so hat man die gemeinsamen Losungen (e1, ez, d) von
G1 = 0, G3 = 0 und G3 = 0 zu suchen. Dies geschieht mittels einer
Kette von Resultanten (vgl. [9, 103f]):

Gl 61762, G2(617e27 _O 61162, —"O
Ri(ez,d) =0 Ry(e2,d) =0

Noali

Ausgehend von den Nullstellen von R3 (d) = 0 ist nun zuriickzu-
rechnen, wobei die gemeinsamen Losungen (e, ez, d) auszufiltern sind.
Damit haben wir den
Satz 4. Die 512 beruhrenden Drehzylinder von 5 paarweise windschie-
fen Geraden erhalt man iber dem Korper C der komplexen Zahlen als
Schnitt-punkte von drei algebraischen Flachen 24. Ordnung der Bauart
(3.10).

Die praktische Berechnung von Beispielen bendtigt sehr viel Spei-
cher am Computer und ist daher nur mit einem modernen Super- Com-
puter auszufiihren.
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