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Abstract: In this paper, we consider a hierarchy of hamiltonian systems.
Usually, this system is nonintegrable, but we give two integrable cases in the
sens of Liouville. In the first case, we show that the system is linearized in
the jacobian variety of a smooth hyperelliptic Riemann surface. For the sec-
ond case, we describe a connection with the system of two coupled nonlinear
Schrédinger equations. We use this connection for deriving a Lax representa-
tion and a spectral curve for the system. The linearized flow can be realized
on an elliptic curve.

Les équations canoniques de Hamilton s’écrivent sous la forme
dy, OH  dxi 0H

2 & " om @ ow

ot (z1,...,%n) € R™ €t (y1,...,Yn) € R", sont des coordonnées dans
I'espace de phase R2". Ce sont 2n équations différentielles du premier
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ordre qui sont connues lorsqu’on connait la fonction H appelée hamil-
tonien du systéme. Le systéme (1) est Liouville intégrable lorsqu’il
posséde n intégrales premieres Hy = H, Hs,...,H, en involution
(c'est-a-dire que les crochets de Poisson

", (8H; 8H; OH;HH;
HivH' = : L — : ]
{ i} kz:; <8zk Oyr,  Oyi Ozp

>, 1<4,7<n

s’annulent deux & deux) et qu’en outre les gradients grad H; sont linéai-
rements indépendants. Pour des constantes génériques ¢ = (c1, .- ,Cn),
I’ensemble de niveau commun aux intégrales Hy,... , Hy:

M. ={z= (41, Yn, T1, -, Tn) ER™ : Hi(z) = C1, ..., Hn(z) =0 },

forme une variété de dimension n. D’aprés le théoreme d’Arnold-Liou-
ville [9], si la variété M, est compacte et connexe, alors elle est difféo-
morphe & un tore de dimension n:

T =R"/Z™ = {(p1,... ,pn)mod 27},

sur lequel le probléme se linéarise. En outre, on démontre l'existence
d’'une transformation canonique vers de nouvelles coordonnées, dites
variables action-angle, les coordonnées action étant des constantes du
mouvement et les coordonnées angle des fonctions linéaires dans le
temps. Le point

(ya(t), -, yn(t), z1(2), ... ,zn(t)),

représentant la solution du systéme (1) a un mouvement quasi-pério-
dique, c’est-a-dire en coordonnées angulaires (¢1,... ,@n), On a

dp

di |
Donc, en principe, la transformation canonique fournit les positions et
les moments en fonction du temps et le probléme est résolu.

w, w = w(c) = constante.

La résolution explicite de plusieurs équations des flots hamiltoniens
associés aux fonctions Hy,..., H, se fait & ’aide d’intégrales hyperellip-
tiques. Autrement dit pour une compactification appropriée, on a M, ~
~ Jac(C) ot C est une surface de Riemann hyperelliptique & déteminer
et le systéme en question se linéarise sur la variété jacobienne de C (voir
par exemple [1] ou [4]).

Dans ce travail, on considére un systéme différentiel non-linéaire
sur R* défini par le hamiltonien
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1 n
(2) H=3 (x% +a3+ ) (owyi + ﬁkyé")k),
k=1

dépendant de plusieurs parametres cy et §;. Dans ce cas, le systeme
différentiel est

dz e -
d(:iytl = 1, d—tl = — E kak(aky]z_ + ﬂky%)k 1y17
k=1
® o o
Y2 Z2 - 2 2\k—1
— =T k§=1 kBr(ckyt + Bry2)" " v

En général, ce systeme n’est pas intégrable. Cependant, pour des valeurs
particuliéres, celui-ci est Liouville intégrable et la linéarisation s’effectue
sur une sous-variété de la variété jacobienne d’une surface de Rie-
mann de genre [Z]. En particulier, pour n = 2 ou 3 (resp. 4 ou 5),
la linéarisation s’effectue sur une courbe elliptique (resp. variété ja-
cobienne d’une surface de Riemann hyperelliptique de genre 2). Pour
d’autres valeurs des parameétres, les solutions du systeme différentiel
en question sont liées & celles des équations couplées non-linéaires de
Schrodinger. Dans ce cas, le probleme admet une représentation de Lax
en termes de matrices d’ordre 2 et la linéarisation s’effectue & I'aide de
la. méthode de la courbe spectrale ou déformation isospectrale sur une
courbe elliptique.
Proposition 1. Quand ar = LBk, le systéeme (3) admet une intégrale
premiére quadratique qui détermine avec H(1) un systéme Liouwville
intégrable. En outre, la linéarisation c’est-d-dire la description des ni-
veaux communs des intégrales et les flots dont ils sont pourvus se fait
sur une sous-variété de la variété jacobienne d’une surface de Riemann
de genre [%]. En particulier, pour n = 2 ou 3 (resp. 4 ou 5), la liné-
arisation s’effectue sur une courbe elliptique (resp. variété jacobienne
d’une surface de Riemann hyperelliptique de genre 2).
Démonstration. Dans notre cas, I'existence d’une seconde intégrale
premidre indépendante et en involution avec Hi = H, suffit pour que le
systéme soit Liouville intégrable. Pour ay = Bk, le systeme différentiel
(3) implique

d*y +zn:ka B(y2 2)k=1y =0
dt2 et E\Y1 Ya 1 )
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doyz k -1
—7 + Zkak (7 +93)" g2 = 0.
de sorte que la fonction (le moment)
Hy = z1y2 — z2y1,
est une intégrale premi‘ere Les fonctions H; et Hs sont en involution

OH, OH, OH, OHpy
{H, Ho} = Z (3$k Oyr  Oys 5$k) =0

Donc cette seconde mtegrale premiére, détermine avec H; un systéme
Liouville intégrable. Soit

M. = {z = (y1,Y2,%1,%2) € R*: Hi(z) = c1, Ha(z) = €2},
la surface invariante. En substituant
Y1 = rcosé, ys = T8in b,
dans les équations
l n
H = 5(%? +a3+ ) oy +y§)’“) =
k=1
H; = z1y3 — z2y1 = c2,
on obtient

D’ou

dr\ 2 =
(Ta) + Z agrz(kﬂ) — 21 + cg =0,
k=1
et par conséquent
w? + P(z) =0,

__ ..dr 2
ou w = rg, 2=r7et

n
P(z) = Z ofzF+1) _2c 2 + 2.

La surface de Riemann

C = {(w,z): w?+ P(z) =0}
est lisse et hyperelliptique. Le polyndéme P(z) étant de degré n+ 1, la
surface de Riemann C est de genre g = [Z]. Pour n = 2 ou 3, on a une
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seule différentielle holomorphe w = —%—, et la linéarisation s'effectue
p v/ P(z)

donc sur la courbe elliptique C. Bien que la variété M, est de dimension
2, on a ici une réduction de dimension 1. Pour n = 4 ou 5, la surface
de Riemann C est hyperelliptique de genre 2 et on a deux différentielles
holomorphes indépendantes

w dz w zdz
] 1 = 3 2 — .
| P(z) Vv P(2)

‘, Considérons le systéme

ﬁ P(Zl) dz1 292 P(Z]_)

dt 21— 23 _6_1—7? 21 — 29
dzz  +/P(z2) dzg 21 P(z3)
dt N 29 — 21 ’ dr o 29 — 21

ott (t,7) € Jac(C). On note S%(C) l’ensemble des diviseurs positifs sur
la surface de Riemann C. L’application

M, — S*(C), (z1, %2, Y1, y2) — (P1, P2),

ot P, = (z1,+/P(21), P = (22,1/P(22) détermine une injection de la
surface M, — Jac(C) via Papplication d’Abel

S?(C) — Jac(C), (P1, P2) — (C1,€a),
avec

Pl Pz P1 Pz
(4) G =/ w1+/ w1, (o =/ w2+/ wa,
Py Py Py Py

le point P, étant fixé sur C. On a

dt P(zl) dt 1/13(22) dt ’
de _ &1 dn 2 dm
dt  /P(z) dt P(z,) dt ’
dC1 . 1 dz1 1 dZQ .
@ PGy dr | PG dr
A &z du = dn g
dr 1/P(zl) dr- 1/_P(zg) dr !

Donc le systéme se transforme, via application d’Abel, en un systéme
linéaire & coefficients constants. Le probléme de Jacobi permet d’inverser
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le changement de variables (4) et le systéme en question est complete-
ment linéarisé sur la variété jacobienne de C. ¢
Proposition 2. Pour

ar=p1=a, oc=F=—, o=p0=0 Vk2=3,

le systéme différentiel (3) admet une paire de Laz de sorte que la fonc-
tion

a 1 1

Hy = 5(-’”% + 25+ a(y +y3) + 5(9? +13)%) + 7@~ z211)%,
est une intégrale premiére quartique et la linéarisation s’effectue sur
une courbe elliptique.
Démonstration. Nous allons utiliser la méthode de la courbe spectrale
(voir [3,5,7,12]). Pour cela, considérons la forme de Lax
d

24 = [Bh, An] = BpAp — AnBh,
ou A et Bj sont des matrices dépendant d'un parametre complexe
h (parametre spectrale). Les coefficients du polyndéme caratéristique
det(Ap — AI), ne dépendent pas du temps et ce sont des intégrales
premiéres en involution. En outre, d’aprés la méthode de linéarisation de
van Moerbeke-Mumford [11, 7] le flot se linéarise sur un tore algébrique
complexe. Celui-ci étant engendré par le réseau définit par la matrice
des périodes de la surface de Riemann (ou courbe spectrale), d’équation
affine

(5) P(h,)) = det(Ap, — AI) =0,

et cette équation décrit une déformation isospectrale. Dans le cas de
notre systéme, on choisit

(U W (0 1
Ah“(W’h —Uh>’ Bh“(Rh 0)’

avec
1 (z1y1 + z2y2 1 [(z2 + 23 1, 5 2
U, = = ( T T T2 == — Bt = (g2 +1?),
2,2
Yi+ys 2 2
Vi=—1—AT% —h—y? — g2,
h 2a T+ h) R, Y1 — Y2
Explicitement, I’équation (5) fournit
(6) w? = h® + 2ah? 4 (a®> — Hy)h — Ha,

N

ou
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w = A(h +a),
1

1
Hy = (2% +23) + 5 (0] +v3) + 7008 +92)%,

NGRS

a 1
Hy = E(W% + 23 + a(y; +y5) + 5 (yl +y3)%) + (mly" — zoy1)? =
1
= qgH; + Z($1y2 - 332?!1)2-

Les deux intégrales premiéres H; et Hs sont évidemment en involu-
tion et le systéme en question est Liouville intégrable. Le flot est donc
linéaire dans la variété jacobienne de la surface de Riemann d’équation
affine (6). Le polyndme étant de degré 3, la surface de Riemann est de
genre 1 et on a donc une linéarisation sur une courbe elliptique. ¢
Remarque 1. Sous les conditions de la proposition précédente, les
solutions du systéme différentiel associé & la fonction H(2) sont liées a
celles des équations couplées non-linéaires de Schrodinger
ou 0% v O%w

ZES— = 912 + (IU‘Q + ‘Ulz)uﬂ 7"5; = Ot2

En effet, posons

u(s,t) = ((t)exp(ias),  v(s,t) = n(t)exp(ias),
ot1 ¢(t) et n(t) sont deux fonctions réelles et a une constante arbitraire,
ce qui implique comme conséquence qu’on aura

il +(a+¢+n%)¢ =0, 47

+ (Jul® + |v]*)v.

—l—(a+§2+n Yn = 0.

a2 dt?
En posant
ag dn
= Ca Yz = 1], Ty = dt Iy = E)
on obtient
d dx
Mg, = —(a+ 9} + v,
dy" dzo 2 9
— = — = —(a+ Y1 +¥3)V2-
di L2, dt ( 25 yz)yz

Ces équations donnent un champ de vecteurs sur R* et il apparait
ainsi que la résolution du systéme se trouve ramenée 2 la recherche
des solutions d'un systéme dynamique hamiltonien de la forme (3) avec

Oé1=,81:a,049 ;8‘)2 OAL,—,B]\,—_—OVZC>3
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