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THEOREMES DE POINT FIXE DANS LES CONES
BIEN BASES DANS LES ESPACES DE FRECHET. (II)

Isac, G.

Soit E(7) un espace de Fréchet qui a la propriété que la topologie 7 est définie
par une famille suffisante dénombrable de semi-normes {| |, }nen-

On utilise les notions et la terminologie de ouvrage [1].

THEOREME 3. Soit K C E un cone convezxe, fermé bien basé et F € E' une
fonctionnelle uniformément positive sur K.

On suppose que f: K — K est un opérateur compact et continu qui vérifie
les hypotheses suivantes.

1° 11 existe r > 0 et g un opérateur compact et continue,
g:{z e K|F(z)=r}— K, tel que:
inf{F(g(z)) |z € K, F(z) =r} > 0 et ’équation:
y = f(y) + Ag(y); 0 < A < +00 n’a aucune solution
zeK,={z€eK|F(zx)=r}.

2° 1l existe R > r tel que I’équation:

z=A-f(z); 0<A<1
n’a aucune solution z € Kr = {x € K | F(z) = R}.
Alors, f a un point fixe z, € K tel que: r < F(z,) < R.
DEMONSTRATION. On considére 1’ensemble:

D*:{w€K| <F(m)<R}

r
7 = <
et soit:

B= inf F(g(x)).

F(z)=r



84 Isac, G.

Soit:
M >F(f(2)):Vze K, ={2€ K| F(z) =r}.

Le nombre M il existe parce que d’apres la proposition 1. [1] L’ensemble K,
est borné, g est compact et F' est continue.

On prend: a > 0 tel que o > % et on considere 'opérateur: h: D* — K
donné par:

h(2) = () e () o (r) wssr@ s

f(x) siir <F(z) <R

L’opérateur h est compact et continu.

On suppose qu’il existe

mEng{m€K|F(m):g}

tel que:
(B1):h(z) = Az o A > 0.
Soit z = Pf(';”), alors d’aprés un calcul élémentaire de la relation (8;) on
obtient:

f(2)+a-g(z) =Xz

Si on applique la functionnelle F' et si on utilise le fait que F(f(z)) > 0 on
obtient:

(B2): A+ F(2) = F(f(2)) + aF(9(z)) > aF(9(2)) — F(f(2)).
Comme F(z) = r de la relation (82) on obtient:
AXr>a-B—M>r, donc \>1.
11 résulte ainsi que 'opérateur h vérifie ’hypothese (i) du théoréme 1.

L’opérateur h vérifie aussi I’hypothése (i) du méme théoreéme, parce que ¢a
c’est une conséquence de la définition de h et de ’hypothése (2).

Soit ¢ € Kx = {x € K | F(z) = }; on a dans ce cas:

=205 s 2)) 12 (22) )
() i 0 () 2o
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Comme cette relation est vraie pour tout z € K il résulte que:

inf{F(h(z)) | = € K3} >0

et de la remarque du [1] on a: 0 & h(Kz).

Parce que les hypotheéses du théoréme 1 sont vérifiées on obtient que A a un
point fixe z, € D*.

Si on suppose que: %r < F(z4) < r on obtient:

r —i’(m*))

20— 1(:o) + 20 (

-9(z0) oti: zo = Fe)
ce qui contredit I’hypothese (1).

On a donc r < F(z,) < R et le théoréme est démontré.

THEOREME 4. Soit K C E un cone convezxe, fermé bien basé et F € E' une
fonctionnelle uniformément positive sur K.

On suppose que f: K — K est un opérateur compact et continu qui vérifie
les hypothéses suivantes.

1° 1l existe r > 0 et g un opérateur compact et continu:

g:{re K| F(z) =r} = K. tel que:

F(g(z)) <rsize K, ={z € K| F(z) =1} et

(z e K)&(xz=Af(z) +(1=N)g(z); 0<A<1)=> F(zx) #7.
2° 1l existe R > r et h un opérateur compact et continu

h:{z € K| F(z) = R} — K tel que:

inf{F(h(z)) |z € K, F(x) =R} >0 et

(z € K)&(z = f(z) + Ah(2); 0 < A < +00) = F(z) # R.
Alors f a un point fixe 29 € K tel que: r < F(zo) < R.

DEMONSTRATION. Soit:

M >sup{F(f(z)) |z € K, F(z) = R},
v =inf{F(h(z)) | z € K, F(z) = R}.

On prend:

M
B€[0,r] et aZR-”; .

On considere 'opérateur,

k{z e K |r—3< F(z)} - K donné par:
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flx) sitr < F(z) <R

521 (75) R (P a5y ) e

L’opérateur k est continu.

+

On démontre que 'opérateur k vérifie les hypothéses du théoréme 2. [1] sur
I'ensemble: {z € K |r— 3 < F(z) < n- R} ou le nombre n sera déterminé.

Soit z € K tel que F(x) = r — 3. Si on suppose que: k(z) = Az ou A > 0

alors,
rna =520 (755 ) = 3 7y = ()

Comme F (%) = r, si on applique la fontionnelle F' & la relation (83), de
Ihypothese (1) on obtient: Ar < r c’est-a-dire A < 1.

Donc, ’hypotheése (ii) du théoréme 2 est vérifiée sur ’ensemble:
{z € K|r-p<Fz) <nR)

pour tout n € N. On suppose maintenant que: F(z) > R.

On obtient dans ce cas:

ren =5 |7 (1 (7))« = o # (1 (7)) 2
(«) - R

Z%FQZT”'“‘M]-

Sing € N, ng > 1 est fixé et suffisamment grand et si on prend:
K,.r={x € K| F(z) =noR}, alors, F(k(z)) > no[(no—1)-a-y—M] >0
d’ol on obtient que:

inf{F(k(z)) |z € K, F(x) =no-R} >0

et donc 0 & k(K,,R).
On suppose donc, k(z) = Az ot A > 0 et F(z) = ngR. Si on met: z =
on obtient:

F(z)

3= 1)+ (TR 0 he) = 1)+ (na - Dan(z)
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et si on applique la fontionnelle F' il résulte:

A-F(z) = (no — 1)aF(h(2)) + F(f(2)) = (no — L)ay — M
parce que F est positive, et enfin, A\- R > (ng — 1)ay — M d’olt:

1

A> =
R

[(no — 1)y — M].

La définition de a =

1 | R+M
A> =
R

(no— 1)y — M| = }%[(R+M)(no—1)—M] > 1,

Donc, k vérifie ’hypothese (i) du théoreme 2.

Comme l'opérateur k est compact sur 'ensemble
{z € K |r—B<F(z) <noR}.

D’apres le théoreme 2 on obtient que 'opérateur k¥ a un point fixe z¢ dans
I’ensemble:

{re K|r—pB<F(z) <noR}.

Si R < F(xo) < noR et si on met: zg = % on obtient:

F(xz9) — R

20 = f(z0) + R

-a - h(zo)

ce qui contredit I’hypothese 2°).

Si on suppose: r — 8 < F(zg) < r et si on met: zg = Fr(ww%) on obtient:

F(xg) —r r—F(z
20 = (1 + L) - f(zo) + r = F(zo) - g(z0)
g g
ce qui contredit I’hypothese 1°).

11 reste alors que r < F(x0)) < R ce qui démontre le théoréme.
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