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QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS CARDINALES

Ljubisa Koéinac

Si (dans une classe définie d’espaces toplogiques) une fonction cardinale
est donnée, il est naturel d’examiner son comportement par rapport a quelques
opérations avec des espaces, c’est-a-dire sous une application de I’espace: par ex-
ample, comment la fonction est changée par un passage & un sous-espace, & un
produit, sous des applications continues (ou quelques autres). Il est évident que le
procédé est aussi tout a fait logique quand il est inversé: si la fonction cardinale
satisfait cetraines conditions (naturellement)données, on peut se demender dans
quelle relation elle se trouve avec les fonctions cardinales connues. Dans ce travail
on examine justement cette deuxiéme maniere d’étude des fonctions cardinales.

La terminologie et les notations sont comme dans [9] et [4]; D et D(k)
dénotent l'espace discret de deux points et de k points, respecetivement; tous
les espaces considerés sont infines et T3 si 'on ne dit pas le contraire.

Soit ¢ une fonction cardinale. Considérons les conditions suivantes pour (:
(1) pour chaque espace discret X on a ¢(X) =| X |;
(2) ¢(X) <| X | pour chaque espace X;
(3)  est une fonction monotone, c’est-a-dire, si A est un sous-ensemble de
X, alors p(A) < o(X);
(4) si A est dense dans X, alors ¢(A) < p(X);
(5) si A est dense dans X, alors (X)) < p(A);
(6) si Y est une image continue de ’espace X, alors ¢(Y) < p(X);
7)

(7) si {Xs:s € S} est une famille d’espaces et X = II{X, : s € S} leur
produit (topologique), alors p(X) <| S | sup{p(X;) : s € S}.

THEOREME 1. (i) Le nombre de Kurepa-Souslin c est la plus petite fonction
cardinale qui satisfait auz conditions (1), (4) et (6)*%;
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*Une caractérisation de c differente de celle-la donnée par B. Efimov (v.[6] et [11]).
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(ii) L’étendue (spread) s est la plus petite fonction cardinale qui satisfait aux
conditions (1) et (3);

(iii) La densité d est la plus grande fonction cardinale qui satisfait aux con-
ditions (2) et (5).

Démonstration. (i) Soit o(X) = k et soit G une famille arbitraire de sous-
ensembles non-vides, ouverts et deux & deux disjoints de X. Sans limiter la
généralité de notre démonstration, nous pouvons supposer que G est une telle famille
maximale. Alors, Y = UG est un ensemble partout dense dans X et c’est pourquoi
d’apres (4) nous avons

*) (Y) < p(X)

D’autre part, nous pouvons appliquer continuement Y sur un espace discret Z de
cardinalité | G | (appliquant chaque U € G en un point de Z). D’apres (1) et (6)
nous aurons | G |=| Z |= ¢(Z) < ¢(Y). La derniéres inéqualité avec (*) donne
| G |< o(X) =k, ce qui signifie que ¢(X) < p(X).

Puisque, comme il bien connu [5; p. 86 et 155],[9; p. 14], ¢ satisfait aux
conditions (1), (4) et (6), Iaffirmation est complétement prouvée.

(if) Soient (X) =k et A un sous-espace discret et arbitraire de X. Alors
d’aprés (1) ¢(A) =| A |, tandis que d’aprés (3) ¢(A) < ¢(X). Done, | A |< p(X).
De méme

s(X) =sup{| A|: A est discret en X} < ¢(X).

Puisque s satisfait aux conditions (1) et (3), s est en effet la plus petite fonction
cardinale qui satisfait & ces deux conditions.

Remarque 1. D’une maniere complétement égale on prouve que p, (p(X) =
sup{| A4 |: A est un sous-espace discret et fermé en X}), est la plus petite fonction
cardinale qui satisfait (1) et

(3") pour chaque A C X fermé on a p(4) < p(X).

(i) Si d(X) = ket A est un espace dense dans X avec | A |= k, alors de (5)
il suit que p(X) < @(A), et d’apres (2) p(A) <| A |= k. Des lors p(X) < d(X).
Nous terminous la démonstration en remarquant que d satisfait aux conditions (2)
et (5).

COROLLAIRE 1. (a) Soient X un espace métrique et ¢ une fonction cardinale.
Alors p(X) = ¢(X) si et seulement si ¢ satisfait auz conditions (1), (2), (4), (5) et
(6)-

Cela suit du fait que dans les espaces métriques ¢ et d sont égales.

Faisons observer qu’ici on peut supprimer la condition (6) et remplacer (4)
par (3), ce qu’on peut facilement démontrer (v. [10]).

(b) Si X est un espace linéaire ordonné ou un bicompact séquential ou un
bicompact pseudo-radial, et ¢ satisfait aux conditions (1), (4) et (6), alors | X |<
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exp ¢(X) (v.[8; p. 18], [1; p- 258], et [4; p. 38]. respectivement); si X est un
bicompact a-séparé (a-expanded), alors | X |< exp exp ¢(X) [3; p. 507. th. 15].

(c) Si une fonction cardinale ¢ satisfait aux conditions (1) et (3), alors:

pour tout espace de Hausdorff X nous avons | X |< expexp ¢(X) et o(X) <
exp exp p(X) (v. [7; p- 350] et [9; p.24], respectivement);

si X est un bicompact a-gauche, alors | X |< ¢(X)T [3; p. 507, th. 16].

(d) Si X est un espace arbitraire de Hausdorff, ¢; une fonction cardinale qui
satisfait aux conditions (1) et (3) et 2 satisfait (2) et (5), alors ¢2(X) < exp ¢1(X)
[7; p. 347, th. 1]; de plus,

si X est un bicompact, alors @5 (X) < 1 (X))t [12; p. 59, th. 1];

si X est un bicompact dyadique, alors p2(X) < ¢1(X) [5; p. 293].

Remarque 2. Dans (d) on a une inégalité stricte; hp2(X) < exp ¢1(X).
En effet, si Vaffirmation n’était pas vraie, alors il existerait un ¥ C X tel que
v2(Y) > exp p1(X). Puisque selon la supposition ¢; est une fonction (cardinale)
monotone, p1(Y) < ¢1(X), d’ott nous avons ¢2(Y) > exp ¢1(Y) > exp p1(Y).
Cela s’oppose au résultat (d) (puisque Y est un espace de Hausdorff).

THEOREME 2. Soit ¢ une fonction cardinale qui satisfait auz conditions (1),
(3) et (7). Alors

(i) ¢(D*) =k, ou méme o(D(k)k+ = kt;

(i) (X, : s €S} > S |;

(iii) Dand la classe des espaces nuldimensionels le poids w est la plus grande
fonction cardinale qui satisfait auzx conditions (1), (3) et (7).

Démonstration. (i) L'espace D* contient un sous-espace discret A de la
puissance k determiné par A = {z € D¥ : 2, = 1 et 3 = 0 pour 8 # a, a € k}.
C’est pourquoi d’apres (1) et (3), o(D¥) > p(A) =| A |= k, et d’aprés (1) et (7),
@(D*) < k- (D) =k, c’est-a-dire ¢(D¥) = k.

Pour la preuve de la deuxiéme partie de Daffirmation nous utiliserons un
résultat de Mycielski (v. [8; p. 83]) disant qu’on peut immerger D (k) (comme un
sous-espace fermé) en D(k)**+. C’est pourquoi nous avons

P(D(R)") S K+ -(D(R)) = k" -k = k¥, et (D)) > p(D(k)) = k¥,

ci qui donne @(D(k)¥*) = k+.

(if) Puisque (les espaces étant T ) l'espace II{ X : s € S} contient I’ensemble
DISl] ce qui d’apres (3) entraine p(II{X, : s € S}) > p(D!S]), des lors d’apres (i),
@(D!S1) =| S|, ce qui prouve notre affirmation.

(iii) Soit X un espace arbitraire nultimentionel de poids w(X) = k. D’apres
un théoréme bien connu d’Alexandroff [5; th. 6.2. 16], 'espace X peut étre
immergé dans le cube de Cantor D*. Selon la condition (3), nous avons main-

tenant o(X) < ¢(D¥), c’est-a-dire grace & (i) dans ce théoreme, ¢(X) < k. Donc,
w(X) > p(X).
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La fonction w satisfait aux trois conditions données, de maniére qu’ell est
vraiment la plus gande de ces fonctions cardinales dans la classe des espaces
nuldimensionels.

THEOREME 3. Soit ¢ fonction cardinale qui satisfait les conditions (1), (3),
(6) et (7). Alors

(i) e(II{X,:s€ S}) =| S |sup{p(X;) : s € S};

(ii) Dans la classe des bicompacts le poids w est la plus grande fonction (car-
dinale) qui satisfait auz quatre conditions données;

(ifi) Si X est un bicompact et p(X) < k, alors pour au moins un point x € X
on awx(z,X) <k;

(iv) Si X est un bicompact extrémement non-conneze et o(X) < k, k> xo,
alors x(z,X) < k pour au moins un point x € X.

Démonstration. (i) D’aprés le théoreme 2 de (1), (3) et (7) il suit que
p(IlI{X, : s € S}) >| S |. D’autre part, d’aprés (6), étant que les projections
sont des applications continues, nous avons

o(II{X, : s € S} > v(X;), pour chaque s € S,

et finalement nous avons p(II{X, : s € S}) >| S| -sup{p(X;) : s € S}. Cela avec
(7) donne I’égalité.

(ii) T1 est connu que chaque bicompact X de poids w(X) = k est un trans-
formé continu d’un sous-espace fermé H du cube de Cantor D¥. Aussi d’aprés
(6) nous avons p(X) < ¢(H), tandis que d’apres (3), p(H) < o(D*), c’est-a-dire
d’apres (i) du théoréme 2, o(H) < k. Cela signifie que p(X) < w(X)

Puisque dans la classe des bicompact le poids w satisfait aux quatre condi-
tions données [4; p. 54, cor. 2.1.10] et [9; p. 103], notre affirmation est vraie.

(iii) Supposons, contrairement & laffirmation du théoréme, que pour chaque
r € X, mx(x,X) > k. D’apres un résultat de B. Sapirovski [13; p. 126, th. 1], [4;
p. 65, th. 3.1.9], [9; p. 63], ou peut appliquer d’une fagon continue l’espace X sur
I* ou I = [0,1]. Maintenant d’aprés (6), nous avons ¢(X) > ¢(I*¥). D’apres ce
qui fut prouvé en (ii) du théoréme 3 et du fait que I est bicompact, nous avons
o(I) < w(I) = Ny, d’ot1 & cause de (1), (3) et (7) nous aurions (I*¥) = k-p(I) = k.
Donc, ¢(X) > k, ce qui contredit ’hypothese.

(iv) Soit x(z,X) > k pour chague z € X. D’ apres un théoréme de Bandlov
(v. [4; p. 71, th. 3. 3. 15]), dans ce cas il est possible de transformer continiiment
X sur D*. Aussi (6) donne p(X) > p(D*), c’est-a-dire d’apres (i) du théoréme 2,
p(X) >k, ce qui est une contradiction.

Le théoréme est comlétement prouvé.

COROLLAIRE 2. Soient X un bicompact a-séparé, ¢1 une fonction cardinale
qui satisfait (1), (3), (6) et (7), et w2 une fonction cardinale qui satisfait (1), (4) et
(6). Alors ¢1(X) < exp p2(X) (v.[3; th. 15], [4; p. 37]).



Quleques propriétés des fonctions cardinales 107

Remarque 3. Pour la classe des bicompacts dyadiques on peut supprimer la
condition (3) dans lévaluation du poids de I’espace. En effet, le bicompact dyadique
X de poids k est une image continue de D* (v. [5; p. 292]). C’est pourquoi
P(X) < p(D*) < k- (D) = k, cest-a-dire p(X) < w(X).

De plus, on peut, au lieu de la condition (1), prendre la condition (2); w sera
la plus grande fonction cardinale qui dans la classe bicompacts quadiques satisfait
(2), (6) et (7).

De la remarque 3 (et du théoréme 3) et de (ii) du théoréme 1, on obtient une
conséquence importante:

COROLLAIRE 3. Dans la classe des bicompacts dyadiques le poids w est égal
a @ sid et seulement si ¢ satisfait auz conditions (1) (3) (6) et (7).

Les conditions (1), (3), (6) et (7) sont indépendantes. En effet, les fonctions
cardinales

| X |, si X est discret
8,d,p(X) =

(X), autrement , et p(X) =Ny pour chaque X

satisfont, respectivement, & toutes les conditions données sauf & la condition (7),
(3), (6) et (1), respectivement.

Je tiens a remercier M. A. V. Arhangelskii de ses suggestions bien utiles.
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