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ORDRE A DEUX COEFFICIENTS ARBITRAIRES
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Résumé. En profitant de la correspondance entre I’équation de Riccati et ’équation
différentielle linéaire et homogene du second ordre, et des résultats obtenus pour ’quation de
Riccati, on donne quelques critéres suffisants d’intégrabilité effective de 1’équation linéaire et
homodeéne.

0. Introduction

On sait bien, qu’il existe une correspondance biunivoque entre ’équation de
Riccati

(0.1) y' = a(@)y’ + b(a)y + c(z),
ota#0,a€Cl,bceC,, X = (z1,22), et 'équation lindaire et homogene
(0.2) f@)u" + g(x)u’ + h(z)u =0,

o f #o0, f € CL, get h € Cy. Profitant de cette correspondance nous allons
trouver des criteres d’intégrabilité effective de I’équation (0.2) correspondant & des
critéres d’intégrabilité des classes de ’équation (0.1) obtenues dans notre travail
[5].

Tous les résultats obtenus sont confrontés avec les résultats publiés dans le
traité de E. Kamke [3] ou [4] et G. Murphy [9]. Dans [3] il y a 545 équations du type
(0.2) — homogene et non homogene (sans équations citées dans les compléments — 11
notes (104 équations, v. [4]), et dans [bf 9] il y a 596 équations de ce genre. De ces
ensembles des équations, on peut obtenir 278 de quatre classes, qu on obtient des

AMS Subject Classification (1980): Primary 34A05



62 Andrzej Kapcia

conditions données dans ce travail, et de plus, 476 équations satisfont aux critéres
donnés avec certaines restrictions.

J’exprime mes sinceres remerciments & M-mes M. Lupa et B. Waligéra pour
la collaboration pendant 1 a vérification des équations de [3] et [9] au point de nos
criteres.

1. Remarques sur la construction des équations linéaires et homogénes
du second ordre effectivement intégrables

Dans [5 p. 120], nous avons donné la méthode générale de construction des
équations différentielles de Riccati (0.1) effectivement intégra bles en I’appliquant
dans les cas suivants:

(1.1) Yy —a(z)y* =0 et b(x)y+c(z)=0
(1.2) y —bx)y=0 et a(z)y®+c(z)=0,
(1.3) Yy —c(z)=0 et a(x)y’*+bx)y=0
Ici nous considérons encore le cas:

(1.4) y' =0 et a(z)y® + b(z)y + c(z) = 0.

Il conduit & la condition bien connue
(1.5) a(z)K? +b(z)K + c(x) =0
pour z € X (ou K — Cte réelle arbit., v. p. ex. ([3], p- 23] ou [9, p. 20]).

Pour obtenir les solutions et conditions qui correspondent aux solutions et
conditions données dans [5], nous profiterons de la transformation

(1.6) y = —u'/a(z)u,
qui transforme chaque équation (0.1) en ’équation

a'(z) — a(x)b(z) , -
Tu +a(z)e(z) =0,

et aussi chaque solution particuliere yo de (0.1) en la solution particuliere

(1.8) ug = C'exp (—/a(m)yo(;c)d:v)

de I’équation (1.7). Nous transformons maintenant 1’équation (1.7) en la forme
(0.2) en introduisant les substitutions suivantes:

(1.9) a(z) = 1/f(z), b(z) = (f'(z) — 9(2))/f(2)), c(z) = h(z).

Sa solution particuliere prend donc la forme

(1.10) o = exp (— / yo(w)/f(w)dw> (=1,

(1.7) u' —
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dans laquelle la solution yo est exprimée en fonctions de f, g ou h. On sait bi-
en que de la formule de Liouville on obtient la deuxiéme solution linéairemant
indépendante (v. p. ex. [3, p. 117], [6, p. 394], ou [8, p. 41]).

Comme dans [5], on donne onze différentes solutions particulieres de ’équa-
tion (0.1), alors nous pouvons construire, au moins, onze solutions particulieres
de ’équation (0.2). Ces solutions sont données dans les chap. 2, 3, 4 et 5 (v.
(2.1), (2.3), (3.1), (3.3.1), (3.3.2), (4.1); (4.3), (5.1) et (5.3)). Analogiquement, en
profitant des substitutions (1.9) dans les conditions de [5] et dans (1.5), on obtient
les conditions correspondantes pour ’équation (0.2) (cf. (2.2), (2.4), (3.2) etc.). Des
conditions obtenues (cf. p. ex. (2.2) et (3.2)), on construit, si cela est possible, les
sous-classes de I’équation (0.2) effectivement intégrables.

Introduisons encore les opérateurs suivants:

(1.11) Li(u) = = f(z)u" Ju — f'(z)u'/u,

(1.12) Li(u) = (g(z) — f'(z))u' /u+ h(z);

(1.13) Li(uw) = —f(z)u" ju— g(z)u' fu+ f(z)u'®/u?

(1.14) Li(u) = f(2)u'” Ju? + h(z);

(1.15) Li(u) = —f(@)u" [u— f'(@)u! [u + f(z)u"” [u? - h(z),
(1.16) Li(u) = f(2)u’ /u? + (g(z) — f'(@)u' /u;

(1.17) L3(u) = —f(2)u" [u— f'(@)u! Ju+ f' ()’ Ju— h(z)u’,
(1.18) Li(u) = f(x)u’ /u? — (f'(z) — g(@))u' /u + h(z).

On les obtient des c6tés gauches des équations (1.1) - (1.4) en appliquant la trans-
formation (1.6) et les formules (1.9). Il est évident, que de chaque paire convenable
de ces formules résulte 1’équation (0.2). On peut donc I’écrire pour u # 0 sur X en
forme

(1.19) L3, _1(u) = L3 (u) (k=1,2,3,4).

Nous formulerons des théorémes en forme des conditions nécessaires et suff-
isantes pour qu’une fonction, obtenue apreés des transforxnation citées ci-dessus,
soit la solution particuliere de 1’équation (0.2).

2. Cas correspondant au cas y' — a(z)y? = 0 et b(z)y + c(x) =0

THEOREME 2.1. Lu condition nécessaire et suffisante pour que Ia fonction
(2.1) ug = /f d.CL' + K,

ot K-Cte réelle arbit., soit une solution particuliére de I’équation (0.2) d coefficients
fe€Ck, g,heCx et f#0 dans X, est que les fonctions f, g et h satisfassent a la
condition

(2.2) f(z)h(z) + (g ‘/ Y z)dz + K

-1

=0
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pour z € X.

THEOREME 2.2. La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

soit une solution particuliére de l’équation (0.2) a coefficients f € C%, g,h € Cx,
fh#0, f'—g#0 dans X, est gue les fonctions f, g et h satisfassent d la condition

1 [f()—g@)]
24 f(w)[ F@)h(a) ] =0

T

pour z € X.

Remarque 2.1. La condition (2.2) est satisfaite par 37 équations des traités
[3] ou [4] et [9], et 28 de ces équations satisfont & la condition (2.4).

Démonstration. (La construction générale des démonstrations des théorémes:
2.1, 2.2, 3.1, 3.2, 4.1, 4.2, 5.1 et 5.2.) On démontre analogiquement tous les
théorémes cités dans ce travail en appliquant la procédure suivante. On profite
convenablement de ’équation (0.2) en forme (1.19) et des opérateurs (1.11) — (1.18).
Dans le chapitre 2 — I’équation (1.19) pour k = 1 et les opérateurs (1.11) et (1.12);
dans le chapitre 3 — ’équation (1.19) pour k = 2 et les opérateurs (1.13) et (1.14)
etc. En profitant des fonctions (2.1), (2.3) etc., citées dans les théorémes 2.1, 2.2
etc., on démontre succéssivement la nécessité et la suffisance des conditions citées.

Remarquons encore qu’on peut obtenir la condition (2.1) des coefficients de
Péquation (7.15) du travail [1] (si son troisiéme terme est correct).

3. Cas correspondant au cas y' — b(z)y = 0 et a(z)y? + c¢(z) =0
THEOREME 3.1. La condition nécessaire et suffisante pour gue Ia fonction

(3.1) W' = exp (- / K*exp (— / %dm) da:) ,

ou K* = K, K - Cte réelle arbit. (ou K* — Cte imaginaire pure: K* = (K ), soit
respectivement une solution particuliére réelle (ou imaginaire) de l’éguation (0.2)
a coefficients f,g,h € Cx, f #0 et fh <0 (ou fh > 0) dans Vintervalle X, est
gue les fonctions f, g et h satisfassent a la condition

(3.2) h(z) £ K% f(z) exp (—2/g(x)/f(x)dw> =0

pour © € X (le signe plus pour K* — réel, le signe moins pour K* - imaginaire).

THEOREME 3.2. La condition nécessaire et suffisante pour que les fonctions
(3.3.1) uot = exp (— / (=h(z)/ f(a:))l/de) ,
(332) wor = exp ( / <—h(x)/f<w))1/2dx) ,
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soient des solutions particuliéres de l’éguation (0.2) a coefficients f,h € Cx, g €
Cx et f#0, fh<0 ou fh >0 dans X, est que les fonctions f, g et h satisfassent
a la condition

(3.4) f@)W (z) — (f'(z) - 29(z))h(z) =0
dans Uintervalle X.

Remarque 3.1. Si les solutions particulieres sont imaginaires, alors on con-
struit les solutions réelles linéairement indépendantes d’une maniere bien connue.

Remarque 3.2. Les conditions (3.2) et (3.4) sont satisfaites par 136 équations
des traités [3] ou [4] et [9]. Beaucoup de résultats donnés dans [3], [4] et [9],
peuvent étre complétés et élargis.

4. Cas correspondant au cas y' — c(z) =0 et a(x)y? + b(z)y =0

THEOREME 4.1. La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

(4.1) "o = exp (—/f_l(;v) (/ h(z)ds + K) dm) ,

ot K — Cte réele arbit., soit une solution particuliére de I’équation (0.2) d coeffcients
[ €C%, g,h € Cx, et f # 0 dans Uintervalle X, est que les fonctions f, g et h
satisfassent a la condition

(4.2) / h(@)de + K + (&) — g(z) = 0
pour z € X.

THEOREME 4.2. La condition nécessaire et suffiscrnte pour que la fonction

w=ew ([ HEE ),

soit une solution particuliére de Uéguation (0.2) a coefficients f € C%, g € C¥%,
h € Cx et f # 0 dans Uintervalle X, est que les fonctions f, g et h satisfassent a la
condition

(4.4) h(z) = (9(z) — f'(z))x =0

pour z € X.

La condition (4.4) est bien connue — v. [3, p. 119]. L’Guation (0.2) est dans
ce cas une équation aux différentielles totalles. Dans ce travail elle était obtenue
totalement d’une autre maniere.

Remarque 4.1. Les conditions (4.2) et (4.4) sont satisfaites par 95 équations
des traités [3] ou [4] et [9].
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5. Cas correspondant au cas y' =0 et a(z)y? + b(z)y + c(z) =0

THEOREME 5.1. La condition nécessaire et suffisante pour que Ia fonction

(5.1) ug = exp (—/Kfl(m)d:c> ,

ot K — Cte réelle arbit. (ou K — Cte complexe arbit., K = a+1b), soit une solution
petrticuliére de 1éguation (0.2) a coefficients f € C, g,h € Cx et f # 0 dans
Vintervalle X, est que les fonctions f, g et h satisfassent d la condition

(5.2) K?+ Kf'(z) — Kg(z) + f(z)h(z) =0

pour x € X. La condition (5.2) pour K — complexe est éguivalente au systeme de
conditions suivantes

(5.2") g9(x) —2a— f'(x) =0 et f(z)h(z) — (a® +b%) = 0.
Remarque 5.1. La condition (5.2) est une généralisation de la condition donée
par H. Goertler (v. [2] ou [3] I’équation 2.444 a).

Remarque 5.2. La condition (5.2) (K — réel ou K — complexe) est satisfaite
par 125 équations des traités [3] ou [4] et [9].

THEOREME 5.2. La condition nécessaire et suffisante pour que les fonctions

(5.3) "o = exp (/ f'(@) —g(z) F \/A(w)dx> 7

2f(x)

ou A(z) = (f'(z) — 9(x))? — 4f (x)h(z); et 1) A(x) > 0 ou 2) A(z) < 0, soient des
solutions particuliéres de ’équation (0.2) a coefficients f € C%, g,h € Cx et f #0
dans Uintervalle X, est que les fonctions f, g et h satisfassent respectiventent auz
conditions

(54) [£/@) - o) = VA@)] =0
pour A(z) >0 etx € X; et
(5.4') (f'(z) = g(=)); =0 et (A(z)), =0

pour A(z) <0 etz e X.

Des conditions citées on peut obtenir quelques sous-classes de ’équation (0.2),
qui sont des généralisations de plus de 300 équations citées dans les remarques, mais
on peut les obtenir toutes seulement de quatre classes.

6. Remarques finsles

Les critéres de cette note sont aussi satisfaits par beaucoup d’équations
données dans des travaux originaux — par exemple les équations 3 de [7] et 1.1 —



Comppléments aux traités de Kamke et de Murphy IV... 67

1.25 de [10]. On peut renforcer tous ces résultats en introduisant dans le troisieme
coefficient la const. arbit.: FK?2.

On peut élargir les résultats présentés en définissant différement les systeémes
de fonctions, par exemple, le systeme

(6.1)  a(x) = h(x), blz) = —N'(z)/h(z) - g(x)/f(2), c(z)=1/f(=),

conduit au critere
(6.2) f(@)h (z) + h(x) (g(w) + /h(w)dw + K) =0.

Une autre maniere se fonde sur la déformation des équations, qu’on peut
obtenir de nos critéres, par le changement de variable u = a(z)y. Par exemple,
I’équation

63 Ja" + gl 5 K2f@ewn (-2 [ o)/ @) ) u=0
apres cette déformation prend la forme
(6.4) a(z)f(2)y" + (a(z)g(z) + 20/ (z) f(2))y'+

¥ (a”(w)f(x) + o (@)g(x) F K?o(z) f(z) exp (—2 / g(w)/f(w)dw>> y=0.

Parce que pour beaucoup d’équations (0.2) on peut trouver: a, f, g et K, c. -a-d.
on peut les écrire dans la forme (6.4), alors on peut les transformer & 1 aide de
substitution: y = o !(z)u en 1’équation (6.3), qui est effectivement intégrable.

Les idées d obtention des classes d’éuations (0.2), introduites dans cette note,
permettent d’intégrer effectivement beaucoup d’équations linéaires du second ordre
et ainsi elles permettent d’élargir les résultats présentés dans [3] ou [4] et [9], ainsi
que dans des notes originales.
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