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SYMMETRISCHE INVERSE o-AREOLARE DIFFERENZEN
UND o-INTERPOLATION

Milos Canak

Abstract. Applying previously introduced notion of symmetric, inverse a-areolar differ-
ences, we construct the a-interpolating complex continued fraction which, on given closed contours
z = gi(2), (i = 0,1,...,n), satisfies particular interpolation conditions. The question of the in-
terpolation error is also considered.

In seiner Dissertation [1] hat der Verfasser den Begriff der areoldren Reihe
eingefilhrt und die Frage ihrer Konvergenz erforscht. Die areoldre Reihe ist die
komplexe Reihe der Form

1) 3 n(2)
k=0

wobei ¢g(z) beliebige, analytische Funktionen sind. Der Verfasser hat auch den
folgenden Satz beweist:

SaTz. Es sei w(z,Z) eine stetige, komplexe Funktion in einem Gebiet G,
das den Koordinatenursprung enthdlt. Nehmen wir an, dass sie stetige, are-
oldre Ableitungen beliebiger Ordnung in G besitzt. (Die areolire Ableitung ist die
Ableitung im Sinne von Kollossov

(2) Dw = (u, — vy) + i(uy, + vy) = 2wy ).

Dann ldsst sich diese Funktion in der Umgebung G1 vom Koordinatenursprung in
eine areoldre Reihe der Form (1) entwickeln. Fir die Ausrechnung der Koeffizien-
ten pr(2) gilt die folgende Formel

agDFw
2k !

®3) or(2) =
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Bemerkung. Es sei {W | w = w(z,Z2)} die Menge der stetigen, komplexen
Funktionen in G, und es sei {2 | w = w(z)} die Menge der analytischen Funktionen
in G. Der Operator ag realisiert eine Abbildung der Menge W auf die Menge
Q auf folgende Art und Weise: Die Funktion w = aow ist eine solche Funktion,
die aus der Funktion w = w(z, Z) entstehen kann, wenn wir den Wert zZ mit 0
vertauschen und den Wert z unverinderlich lassen. Die Funktion w = agw enthilt
keine Verédnderliche Z und darum ist sie analytisch.

Auf eine dhnliche Art und Weise konnen wir den Operator ay ;) definieren,
wobei Z = g(z) die Gleichung einer glatten, einfachen, geschlossenen Kontur ist.
Dieser Operator korrespondiert jeder stetiger, komplexer Funktion w = w(z,2)
eine analytische Funktion, die sich erhalten kann, wenn wir den Wert Z mit g(z)
vertauschen und den Wert z unverénderlich lassen. Der geometrische Sinn dieses
Operators ist folgender: Die Funktionen w(z, Z) und a,(.)w besitzen einen gleichen
Randwert auf der geschlossenen Kontur z = g(z).

Definition 1. Es sei ein komplexer Kettenbruch der Form

wy(2) - Z
wa(z) - 2

1+ .
+

(4) wo(2) +
1+

wi(2) - Z
1+.

gegeben, wobei die Koeffizienten w; (i = 0,1,...,k) beliebige, analytische Funk-
tionen sind. Die Briiche der Form
w(2) -2 _ P(22)
wo(z) - Z C Qr(2,2)’
1+

+

(5) wo(2) +
1+

wg(z) - Z
1+ .

nennt man als die giltigen Briiche fiir den Kettenbruch (4). Fiir die Ausrechnung
des Zghlers und Nenners des k-ten giiltigen Bruches gelten die folgenden rekurrenten
Formeln

Py(2,2) = Pr_1(2,2) + wi(2)Z - Pr—2(2,2

©) %k ( _) %1 ( _) k()_ %2 2 (k=12..)
Qr(2,2) = Qr-1(2,2) + wi(2)Z - Qp—2(2, 2)

mit den Anfangsbedingungen

(7) P0=u)0, P_1 :1, Q():]., Q_1=0

(siehe [2]).

Definition 2. Fiir eine gegebene areoldre Reihe der Form (1) kann man einen
solchen komplexen Kettenbruch bestimmen, dass die Entwicklung jedes seinen n-
ten giiltigen Bruches in die areoldre Reihe, mit der gegebenen Reihe einschliesslich
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Z™ identisch ist. Einen solchen Kettenbruch nennen wir als der korrespondierende
areolire Kettenbruch fiir die gegebene areolire Reihe (1). Er ldsst sich auf folgende
Art und Weise bestimmen.

Es sei eine areoldre Reihe der Form (1) gegeben. Den korrespondierenden,
areoldren Kettenbruch suchen wir in de Form (4) oder

4o w"|(z1) w2 ] -:wo(z)+i7wi(|z)z|

w1(2)zZ |  wa(2)Z |
|1 | 1

(8) wo(z) +

wobei man die unbekannten analytischen Koeffizienten w;(z) bestimmen soll.
Schreiben wir die Reihe (1) in der Form w(z, 2) = ¢o(z) + ¢1(2)Wi(z, 2)Z mit
)

o1y 2B) o es(®) L en(2)
Wi(z,2) =1+ <P1(Z)Z+ gol(z)z 4ot 2 <P1(Z)
Fihren wir die Substitution
9) 1Wi(z,2) = 1= B1(2)Z + Ba(2) 2 + - - + (-1)"Bp2" +

ein. Wenn man die beiden Seite von (9) mit Wi(z,Z) multipliziert und die
entsprechenden Koeffizienten vergleicht, so erhilt man

Pni1(2) 6, (z)(p"(z) + B2(2) #n1(2) o+ (=1)"Ba(2) =0

Daraus finden wir sukzessiv die Koeffizienten g,(z), (n =1,2,...)

10 pae) = (ari el +Z 45, () 25,

Schreiben wir weiterhin 1/Wy(z,2) in der Form 1/Wi(2,2) = 1 — p1(2)Z
Wy (z,2Z) mit

Bo(2) L o) o, (LpyeBan(2)

Bi(=) Bi(2) Bi(2)
Fiihren wir wieder die Substitution 1/Ws(z,2) = 1 + 71(2)z + 72(2)2% +
- ein. Wenn man die beiden Seite dieser Gleichung mit W5(z,z) multipliziert
und die entsprechenden Koeffizienten vergleicht, so kann man die Funktionen ;(z)
bestimmen. Das gleiche Verfahren lsst sich ad infinitum fortsetzen. Dabei erhélt
man formal den Bruch

W(z,2) = po(2) +

Wa(z,2) = 1 - TS g
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oder
o w1(2)Z | wa(2)Z | wn(2)Z |
(11) W(Z,Z) = 'LUo(Z) + | 1 | 1 + + | 1
(wo =0, w1 =1, wo=—LF1, W3g="Y1, -...)

deren Koeflizienten mitels der Koeflizienten der Reihe (1) ausgedriickt werden.

Die Briiche die den gegebenen areoliren Reihen (1) in der Form (11)
entsprechen, werden als die reguldren, areoldren Kettenbriiche genannt.

SATZ 2. Die Ordnung der Polynome Py, Qss, Pas 1, Q251 der entsprechen-
den giiltigen Briiche Pas/Q2s und Pas_1/Q2s—1 fiir den areoldren Kettenbruch (11)
der der areoldren Reihe

(12) 1+ci(2)24ca(2)22+ -+ cp(2)Z"+---

korrespondiert, kann nicht s-te Ordnng tibertreffen. Die Koeffizienten dieser Poly-
nome lassen sich eindeutig mittels der Funktionen w,(z) (n = 1,2,...) ausdriicken.

Beweis. Beweisen wir dass die Polynome Py, Q25, Pos 1, Q251 in der Form

P25 = @50(2) + @51 (2)Z + @52(2)2° + -+ + @s5(2)Z°

(13) = B5,0(2) + Bs,1(2)2 + B5,2(2) 2 + -+ - + B5,5(2)2°
st 1= Y5,0(2) + 75,1 (2)Z + 75,2(2) 2 + -+ + 75,5(2)2°
Q25—1 = d50(2 )+5s,1(2)5+5s,2(2)52+ -4 0s,5-1(2)2°7 !
darstellbar sind. Auf Grund der rekurrenten Formel (6), gilt
(14) P, =Py_1 4+ wnp(2)Z2P,_o.

Leicht kann man einige von erster Glieder

Py =wo(z) +wi(2)z
Py =wo(2) + [w1(z)
Ps = wo(z) + [wi(2) wo (2)ws (2))Z + w1 (2)ws (2)z>
(2) (2) wo(2)ws(2) + wo(2)wa(2)
(2) 12°

Z

Py = wo(z) + [wi(z 1z

dieser Folge ausrechnen.
Wenn wir annehmen, dass die Relationen (13) fiir s = k erfiillt sind, d.h.
Poy, = apo(2) + a1 (2)2 + apa(2)2® + - + app(2)2*

Pa_1 = Y,0(2) + 1,1 (2)Z + 1,2 (2)2% + - + Y (2) 2

so finden wir durch die Ausniitzung der Formel (14) auch die Werte
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Paky1 = ak,0(2) + Zlo,1(2) + Yk,0(2)w2k41(2)]

+ 2k 2(2) + Y1 (D)wangr (2)] + - - + Yk (2)war g (2) 25
Poka = ano(2) + 2ok (2) + 1k,0(2)wars1(2) + aro(2)wan2(2)]

+ o 2 ok (2)wargn (2) + g (2)wakg2(2)]

und das heisst, dass Pagy1 und Psg2 Polynome (k+ 1)-ter Ordnung sind. Dadurch
wird mit Hilfe der Methode der mathematischen Induktion gezeigt, dass Pos_1 und
Py, Polynome s-ter Ordnung sind. Auf eine gleiche Art und Weise beweist man
diese Tatsache fiir alle Werte (13).

Durch eine einfache Berechnung erhalten wir die folgenden Formeln

[0 Z)=u\2)wa\2) - s Wogl\Z) - wl(z) wl(Z)wS(Z)
@) =0 @) () |14 2
wy (2)ws(2) - ... - was—1(2)
(15) oo wo (2)wa(2) - .. .- wes(2) ]
Bs,s(2) = wa(2)wa(2) - ... - was(2)
¥s,5(2) = w1 (2)ws(2) - ... - was—1(2)

wa(z) | wa(2)wa(z)
ws(2) w3(z)w5(z)
wa(2)wa(2) - ...+ w23_2(z):|

Jws (2)

w3(2)ws(z) - ... was_1(2) |’

Definition 3. Es sei eine nichtanalytische komplexe Funktion W (z, Z) gegeben,
und es seien Lo: Z = go(2), L1: Z=g1(2), ..., Ly: Z = g,(2) die Gleichungen von
(n + 1)-einfachen, glatten, geschlossenen Konturen, wobei alle analytische Funk-
tionen g;(z) (i =0,1,... ,n) verschiedene sind. Wir definieren die a-Interpolation
der Funktion W (z,Z) als Approximation dieser Funktion mit einem komplexen,
areolaren Kettenbruch s(z, z) der Form (4) wobei die folgenden Bedingungen

ago(z)W Qgq Z)S(Z Z) = 30( ) ag1(z)W = ag1(z)5(zaé) = sl(z)a

o g ()W =y, (2)8(2,2) = sp(2)

w,

(16)

erfiillt sind.

Da der Interpolationsbruch auf der gegebenen Konturen z = g;(z) (i =
0,1,...,n), den gleichen Randwert wie die Funktion W (z,z) hat, so ist der Sinn
dieser Interpolation in der Approximation einer vielleicht komplizierten Funktion
mit einem Kettenbruch der in vielen Fillen fiir die numerischen Berechnungen
giinstiger ist. Andererseits, kann diese Interpolation eine wichtige Rolle in der
Theorie der Randwertaufgaben fiir die nichtanalytischen Funktionen spielen.

In seiner Arbeit [3] hat der Verfasser gezeigt, dass der gesuchte a-Interpola-
tionskettenbruch die folgende Form

Z—go | Z—g | y Z—gn-1|

17) s(z,2) = ageW + o
(17) 8(2,2) = agy | Fi(g0,91) | F2(90,91,92) | Falgo, 91 -, 9n)
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besitzt, wobei Fy, Fi, Fs,... , Fy, die sgn. k-ten inversen, a-areoldren Differenzen
der Funktion W (z,z) fiir die Werte go(2), g1(2), ---, gn(z) sind, die durch die
Formeln

zZ)— z
Fo(go) = ageW,  Fi(go, 91) = %
g1 go

_ gr(2) — gr-1(2)
Fi_1(g0,--- > 9k—2,9%) — Fr—1(90,-- - , 9k—1)

Fk(QO;gl; e Jgk)

gegeben werden.

Die inversen Differenzen (18) sind nicht symmetrisch. Aber, in der Interpola-
tionstheorie spielen die Differenzen, die symmetrisch im Bezug auf die Argumenten
9; sind, eine wichtige Rolle. Darum hat der Verfasser in seiner Arbeit [4] den Begriff
der symetrischen, inversen, a-areoldren Differenz eingefiihrt. Aus der Definitions-
relation

T£(90,915-- -, 9k) = Fr(go,--- ,9k) + Fr—2(g0,--- , gr—2)

19
(19) + Fy4(go;--- »9k—a) + -+ Fo_opr21(g05 - - - » Gr—2[r/2))
erhilt man die folgende rekurrente Formel
(20) Tk (g0, -+ s 9k) — Tk—2(gos - -+ ,Gk—2) = Fr(go,--- , gk)-

Der Ausdruck

rk(gO:--- 7gk—17.qk) = Ik — k1
(21) Tk—1(90, - - » Gk—2,9k) — Tk—1(go, - - - , Gr—2, Gk—1)

+re—2(90,-- ,Gr—2), r_1 =0, (k=1,2,...)

stellt die symmetrische, inverse, a-areoldre Differenz k-ter Ordnung fiir die Funktion
W (z,z) und fiir die Argumente gg, g1,--- ,gr dar.

Auf Grund der Formeln (19) und (20) erhalten wir
Fo(90) = age(»W, Fi(g0,91) =71(g0,91)
(22) F3(90, 91, 92) = r2(90, 91, 92) — ag, W

Fn(gO:gla B Jg’n) = Tn(QOagla EER) Jgn) - Tn—2(90;91; re Jgn—Q)'
Wenn wir die Werte (22) in (17) einsetzen, so geht diese Formel in
Z=go| Z—g |
| 71(90,91) | 72(90,91,92) — ag,W

z_gn—ll
4+t
| rn(QO;--- 7gn) _rn—2(907--- 7gn—2)

s(z,2) = gy ()W +
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iiber. Die Formel (23) stellt die Verallgemeinerung der Interpolationsformel von
Thiele (siehe [5]) fiir die reellen Funktionen einer reellen Veranderlichen dar.

SaTz 3. Die symmetrischen, inversen, a-areoliren Differenzen rs(go, g1, - - -

. ,9s) der stetigen komplexen Funktion F(z,Z) lassen sich eindeutig mittels der

Werte g; und ag, W (s =1,2,...), als Quotient von zwei Determinanten, die sich

nur in der letzten Spalten unterscheiden, darstellen. Sie sind symmetrisch im Bezug
auf alle Argumente.

Beweis. Betrachten wir einen allgemeinen, komplexen Kettenbruch der Form

bl(z7§) | b2(z72) | bk(zaz) |
(a2 a2 T Ta2)

(24) ao(z,2) +

und seinen k-ten giiltigen Bruch By /Aj. Die Formeln
(25) By =arBi_1 +bpB_2, Ap=apAp_1+bpAr_s (k =1,2,.. )

die die Verallgemeinerungen der Formeln (6) darstellen, lassen sich in der Matrizen-
form

(26) |:Bk Bk—1:| _ [Bk—l Bk—2:| ) [ak 1]
A Apar Ap_1 Ag_o br 0

schreiben. Wenn wir das Verfahren (26) k-mal wiederholen, so erhalten wir

Bk Bk—l _ | @ 1 . ai 1 . . ap, 1
I il o A R ()
und speziell

Bk_agl'all' _ak_ll'ak
S e i R A S PR R T

Wenn der Kettenbruch (24) in (23) iibergeht, so haben wir

aozago(z)W, by =2 —go, a1 =ri1(go,91), ---,

b =2 —gk—1, >ar =7k(90>---,9k) — Tk—2(g0s--- » Gr—2)

und

(29) [f’; ]

1 0 Z—go O Z—aq1 0
=1 —TR—3 1| |7k —TR—2
Z—gk—2 0| Z—gk |~

Unmittelbar aus (29), wie auch auf Grund des Satzes 2 sieht man, dass
Bsp11(2,2), Ask+1(2,2) und Bag(z, Z) areoldre Polynome k-ter Ordnung sind und

[aQOW 1] [rl(go,gl) 1][T2(90;91;92)—%0W 1
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Asp(z,Z) ein areoldres Polynom (k — 1)-ter Ordnung darstellt. Diese Polynome
haben die Form

Bok = fo(2) + fu(2)2+ - + fuma(2)2° 71 + 2
Ao = €o(2) + e1(2)Z+ -+ + e _2(2)2 7> + 2" rayp g
(30) sk—1 | sk
BQkJ'_l o(z) 1(2) + - +dk_1(z) + 2% rop
Aggy1 = Co(z) +c (Z) + -+ Ckfl(Z)Z L4 zk,

Wenn wir den k-ten giiltigen Bruch Y (z,z) = By/A; als Approximation
wéhlen, so haben wir Y (z,z) = By /A + Ry wobei Ry Approximationsfehler ist.
Daraus folgt

Oégs(z)RkZO, Vs=0,1,...,k—1

und ay, W = oy, [Bi,/Ax] oder
(31) g, Br — g, W-a,, A =0.
Wenn wir jetzt in (31) k£ mit 2k vertauschen und niitzen dabei (30) so erhalten
wir
fo(2) + f1(2)gs(2) + -+ + frm1(2)[gs (2)]F " + [gs(2)])*
(32) —ag, W -[eo(2) +e1(2)gs(2) + -+ + ex—2(2)[gs (2)]"
+ [g5(2)]¥trop 1] = 0, (s=0,1,...,2k—1).

Durch Auflsen des Systems (32) von 2k lineéiren, algebraischen Gleichungen,

finden wir die Werte eg(2), e1(2), .., ex—2(2), fo(2), f1(2), ---, fe—1(2), Tak—1
und dadurch auch By /As,. Den Wert rop_1 finden wir als Quotient von zwei
Determinanten

|17agswagsags'agsw g§_17g§|
|1,agsW,gs,gs-a9sW...g§ 7g§ L. gsW|

(33) TZk—l(gO, g1,--- 792k—1) =

die sich nur in der letzten Spalten unterscheiden. Der Quotient (33) zeigt uns,
dass r25_1(90, g1, - - - ,92k—1) eine symmetrische Funktion im Bezug auf alle Argu-
mente ist. N#hmlich, Anderung der Stelle beliebiger zwei Argumente bezeichnet
die Anderung der gleichen Zahl von Spalten bei den beiden Determinanten und
darum &ndert sich der Wert (33) nicht.

Auf eine gleiche Art und Weise finden wir den Wert

|1 ag, W, 95,95 ag, W .. gf‘l-agsW,gf-agsW|

|17agSW7 9s,9s ° agsW .- -95_1 : ag.sW7g§|

(34) 7‘2k(90>gla" . 592k)

Diese Funktion ist auch symmetrisch im Bezug auf alle Argumente.

Aus diesem Ergebnis folgt, dass sich die Argumente g; der symmetrischen,
inversen, a-areoldren Differenzen in einer beliebigen Anordnung wéhlen lassen, was
eine grosse Bedeutung in der Interpolationstheorie hat.
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Bemerkung 2. Ahnlich wie in der Arbeit [3] reduziert sich die Abschétzung
des Interpolationsfihlers auf die Abschitzung des Ausdrucks Y77 1 2% - ¢p(2).
Nehmen wir an, dass in einem endlichen, gechlossenen Gebiet

/<E  und  |de(2) <C

fir jede k =n+1,n+2,... gilt, wobei E und C positive Konstanten sind. Daraus
folgt

> C . Entl
= il = 2 #0| <o

und wir sehen dass |R,| = 0 fiir £ <1 und n — oo.

Beispiel. Es seien vier konzentrische Kreise Ki: Z = 1/z, Ka: Z = 4/2, Ks:
Z = 9/z, K4t Z = 16/z, gegeben. Man soll den a-areoldren Interpolationsket-
tenbruch s(z,z) der Form (23) bestimmen, der auf den gegebenen Konturen den
follgenden Randbedingungen

(36) Q.8 = 22, Qy),8 = 2?2 /4, Qg/,8 = 2%/9, Qi6/:8 = 2%/16
geniigt.
Auf Grund der gegebenen Daten kann man die folgende Tafel
g(z) Qg(2)S 1 T
go(z) =1/z Qgos = 22

[z Qg8 = Z2/4 r1(90,91) = —4/z3
g2(2) = 9/2 Qg8 = 32/9 ri(g1,92) = —36/23 r2(90,91,92) =0
93(2) =16/2 | ags=2°/16 | r1(g2,93) = —144/2% | 12(91,92,93) =0

formieren. Durch Substitution der Werte aus dieser Tafel in die Formel (23) erhélt
man

z—1
(37) s(z,2) =22 + ? /z
4)53 1 27 4/z
—4/23 + —n
oder nach Ausrechnung s(z,z) = z/Zz.
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