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ANNEAUX DE POLYNOMES A COEFFICIENTS
DANS UNE INTERSECTION DE PRODUITS FIBRES

A. AYACHE

Résumé: Dans cet article, on considere 'intersection R d’anneaux R; de construc-
tions (T, M;, D;) en divers idéaux maximaux M; (1 <i < k) de T. On étudie la dimension
de Krull de Panneau de polynémes R[m] ainsi que des conditions nécessaires et suffisantes
pour que anneau de polynémes R[m] soit de Jaffard ou localement de Jaffard. Suivent
plusieurs applications, notamment lorsque les R; sont issus d’'une méme algebre de type
fini sur un corps, ou des anneaux de la construction (V;, M;, D;) ou les V; sont des an-
neaux de valuation deux a deux incomparables d’un méme corps de fractions, ou encore

des anneaux de pseudo-valuations de méme corps de fractions.

Introduction

Tous les anneaux considérés sont commutatifs, unitaires, integres et de di-
mension de Krull finie. Si A est un anneau, on note k(A) son corps de fractions,
dim A sa dimension de Krull, dim, A sa dimension valuative et A[m] ’anneau de
polynémes en m indéterminées sur A. Si P est un idéal premier de A, on note
ht4 P la hauteur de P dans A et P[m| '’étendu de P & A[m|. Enfin si B est un
anneau contenant A, on note d.t.[B: A] le degré de transcendance de k(B) sur
kE(A). On rappelle et on précise les définitions qui servent de cadre & cet article:

Soient 7" un anneau, I un idéal de 7', D un sous anneau du quotient 7'/I et
R le sous anneau de T formé des éléments de T' dont la classe modulo I est dans
D. R est alors un produit fibré dit ’anneau de la construction (T, 1, D) [11] et
illustré par le carré cartésien suivant [13]:
R — R/I=D
1 1
T — T/I
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Dans cet article, on considere 'intersection R de constructions (7', M;, D;) en
divers idéaux maximaux M; (1 < i < k) de T', qu’on peut aussi définir comme
Panneau de la construction (7', I, D) ou I est l'intersection des M; et D le produit
des D;. Une telle construction généralise sensiblement l'intersection des sous an-
neaux D; 4+ M; d’anneaux de valuation V; = K 4+ M; (deux a deux incomparables)
d’un méme corps de fractions [4, p.400]. Notant R; 'anneau de la construction
(T, M;,D;), ki = T/M;, d; = d.t.[ki:D;] et y; = M; N R, on a les résultats

suivants:

Lemme 0.1 ([6, Corollaire 1.2 et Proposition 1.3]).
(i) Pour tout i, R/n; = R;/M; = D,.

(ii) Pour tout premier P de R ne contenant pas I, il existe un idéal premier
Q deT tel que QN R =P et on a alors Rp =1g.

(iii) Tout premier P de R contenant I contient un et un seul n; et il existe
un idéal premier q; de D; tel que Rp est 'anneau de la construction

(iv) Si T est semi-local d’idéaux maximaux M; (1 <i < k) et R} est 'anneau
de la construction (Tyr,, M;Thr,, D), alors R = (f_; R, et R, = S; 'R ou
S; est ’ensemble des éléments de R égaux a 1 modulo M;.

Le premier paragraphe est consacré a 1’étude de la dimension de Krull de
R[m]. Rappelons que P.J. Cahen a établit un encadrement de dim R[m] [10,
Théoreme 2], [11, Lemme 3]:

(i) dim Rlm] < Max<;< {dim T[m], dim D;[m]+htry,,) Mi[m]+inf(m, d;)} .
(0.2)
(i) dim Rlm)] > Maxys g, 1<i<k { dim D;[m] + htp) Mi[p] + inf(q, d;) }

D’autres auteurs ont déterminé sa valeur dans des cas spéciaux [1, 7, 12]. De
notre coté, on montre que dim R[m| est la valeur maximale des dimensions de
Krull des R;[m| [Proposition 1.2]. Ceci permet de fournir, avec des hypotheses
encore plus faibles, la valeur exacte de dim R[m| [Théoréme 1.7].

Rappelons qu’un anneau A est dit de Jaffard si dim, A = dim A, ou de facon
équivalente dim A[m| = m + dim A pour tout entier naturel m. Les anneaux
noethériens et les anneaux de Priifer sont des anneaux de Jaffard. D’autres classes
d’anneaux de Jaffard ont été données par A. Bouvier a la suite de ses travaux
en collaboration avec D. Dobbs, M. Fontana et S. Kabbaj [1], [8], puis par P.J.
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Cahen [11] et A. Ayache [5], mais contrairement aux anneaux noethériens et de
Priifer, les localisés d’un anneau de Jaffard ne sont pas de Jaffard. Un anneau
A est dit localement de Jaffard si Ap est un anneau de Jaffard pour tout idéal
premier P de A, ou de fagon équivalente ht 4, P[m| = ht4 P pour tout entier
naturel m et pour tout idéal premier P de A.

Dans le second paragraphe, on donne des conditions nécessaires et suffisantes
pour que 'anneau R[m] soit de Jaffard ou localement de Jaffard [Théoréme 2.2],
[Théoreme 2.5], [Théoreme 2.7]. Noter que pour m = 0, on retrouve les résultats
connus du transfert de la notion de Jaffard & I'anneau R [1, Théoreme 2.6 et
Corollaire 2.12].

Enfin au troisieme et dernier paragraphe, on donne plusieurs applications
intéressantes de cette étude, notamment lorsque les R; sont des anneaux de la
construction (V;, M;, D;) ou les V; sont des anneaux de valuation deux a deux
incomparables d’'un méme corps de fractions [Théoreme 3.2], ou des anneaux de
pseudo-valuations [Corollaire 3.3], ou encore des sous anneaux issus d’une méme
algebre de type fini sur un corps [Théoréme 3.1]. Suivent des exemples de telles
constructions.

1 — Dimension de ’anneau de polynémes

Dans ce paragraphe, on se propose d’étudier la dimension de ’anneau de
polynémes R[m] pour tout entier naturel m et on commence par le lemme prépara-
toire suivant:

Lemme 1.1. dim R[m] = Maxlgigk{dim T[m], Sup,,cpdim Rp [m]}
Démonstration: D’apres [4, Corollaire 2.10], on a
dim R[m] = Sup pegpec g dim Rp[m] ,
soit encore
(1) dim R[m| = MaX{SupI¢P dim Rp[m], Sup;cp dim Rp [m]} .
D’une part, on a
(2) Sup;gp dim Rp[m] = Suplgigk{dim To[m]: Q # MZ} .

D’autre part, pour tout ¢ € {1,2,...,k}, n; O I et R,, est 'anneau de la cons-
truction (Tng,, MiTar,, k(D;)) [Lemme 0.1(iii)]. Alors les deux anneaux Ty, [m],
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Ry, [m] partagent le méme idéal M;Tyy,[m] et on peut écrire htr,, () Mi T, [m]
htg, (m) MiTh;[m] [10, Proposition 5]. Donc dim Ty, [m] = m + hty,) M;[m]
dim R, [m] < Sup;c p dim Rp[m]. Ainsi on a

IAINA

(3) Sup; <<y dim Ty, [m] < Supjcp dim Rp[m] .

En combinant (1) et (2), on déduit la formule:
dim R[m] = Max{SuplSiSk{dim Tolm]: Q # Mi}, Sup;c p dim Rp[m]} :
Utilisant I'inégalité (3), on peut aussi écrire dim R[m] sous la forme:

dim R[m] = MaX{SuplgiSk{dim Tolm): Q # M},
Sup; << dim Ty, [m], Sup;cpdim Rp [m]} ,

soit encore dim R[m] = Max{dim T'[m], Sup;c p dim Rp[m|} puisque par ailleurs,
on a la relation:

dim T'[m| = MaX{SupKKk{dim Tolm]: Q # Mi}, Sup; <<k dim Ty, [m]} .
D’ou en définitive

dim R[m] = Maxlgigk{dim T[m], Sup,,cp dim Rp[m]} .m

Proposition 1.2. On a dim R[m] = Max;<;<x{dim R;[m]}. Si en par-
ticulier T' est un anneau semi-local d’idéaux maximaux M; et R} est I'anneau
de la construction (Th;,, M;Th,,D;) ou 1 < i < k, alors on a dimR[m| =
Maxlgigk{dim R; [m] }

Démonstration: On a dim R[m]=Max;<;<x{dim T'[m], Sup,,c p dim Rp[m]}.
Comme, a tout idéal premier P de R contenant 7); correspond l'idéal premier
Q = P + M; de R; contenant M;, et on a en outre Rp = (RZ-)Q, alors on peut
écrire

dim R[m] = Maxlgigk{dim T[m], Supy,co dim(Ri)Q[m}} .
Ainsi, en appliquant le Lemme 1.1 & chaque anneau R; (qui représente I’anneau
de la construction (7, M;, D;)), on obtient dim R[m] = Max;<;<,{dim R;[m]}.
Si T est semi-local, on peut tirer donc la formule

dim R[m] = Maxlgigk{dimTMi [m], Supys,co dim(Ri)Q[m]} .
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Comme cette fois, a tout idéal premier Q de R; contenant M; correspond un
idéal premier @' de R} contenant M;Ths,, et on a aussi (R;)g = (R})q (puisque
R = S;'R, on S; = {x € R: 2 = 1(M;)} [Lemme 0.1(iv)]), alors on peut
affirmer que

dim R[m] = Maxlgigk{dim T, [ml], Sup sy, cQr dim(R}) ¢ [m]} .

Soit encore dim R[m| = Max;<;<,{dim R}[m]} en appliquant le Lemme 1.1 &
chaque R.. u

En peut, en conséquence, déduire la dimension valuative de R en utilisant le
fait que dim, R = lim,,_~ dim R[m| — m:

Corollaire 1.3 ([1, Proposition 2.18]).

(1) dim, R= Maxlgigk{diml,Ri} = Maxlggk{dimyT, dlml,DZ—i-dlml,TMl —|—dz}

En particulier si T' est semi-local d’idéaux maximaux M; (1 < i < k), alors

(ii) dim, R = Maxj<;<{dim, R} = Max;<;<,{dim, D; + dim, Ty, + d;}.

Donc déterminer dim R[m] (resp. dim, R) pour une intersection R de produits
fibrés R; revient a chercher séparément dim R;[m| (resp. dim, R;).

Si A est un anneau local d’idéal maximal M, alors dim A[m]=ht g(,) M [m]+m
pour tout entier naturel m. On tire immédiatement le résultat suivant, qui nous
sera utile pour la suite.

Lemme 1.4. Soient A un anneau local d’idéal maximal M et r un entier
naturel. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) A[r] est un anneau de Jaffard.

(ii) ht g M[m] = ht 4, M[r] pour tout entier m > r.

Dans les résultats qui suivent, on fournit la valeur exacte de dim R[m| dans
des cas tres intéressants, généralisant ainsi tous les résultats qui figurent dans
la littérature [1, Proposition 2.3], [7, Théoreme 5.4], [12, Théoréme 3.1]. On
commence d’abord par le cas local.

Lemme 1.5. Soit T un anneau local d’idéal maximal M et de corps résiduel
k, et soit R I'anneau de la construction (T, M, D). Posant d = d.t.[k: D], alors
on a

dim R[m] = Max{dim Tm], dim D[m] + htp,,) M[m] + inf(m, d)}



160 A. AYACHE

dans les trois cas suivants:
(i) Pour tout m, si d = 0.
(ii) Pour tout m, si T est un anneau de Jaffard.

(iii) Pour m > s +d, si T[s] est un anneau de Jaffard pour un entier s.

Démonstration: Soient p et ¢ deux entiers naturels tel que p + ¢ = m.
Alors, compte tenu de [0.2], on a les inégalités

dim D[m] + ht7, M([p] + inf(m, ¢) < dim R[m]
< dim D[m] + htpp,) M[m] + inf(m, d) .

On obtient des égalités dans les trois cas suivant:
(i) Si d =0, on choisit p = m (donc g = 0).

(i) Si T est un anneau de Jaffard, on choisit p = 0 (donc ¢ = m), puisque
htp(m,) M[m] = hty M [Lemme 1.4].

(iii) Si T'[s] est un anneau de Jaffard pour un entier naturel s et m > s+d, on
choisit p = m—d (donc q = d), puisque htp,,) M[m] = htgp,—q M[m—d]
[Lemme 1.4]. »

Remarque 1.6. On peut noter que la relation donnée par le lemme précédent
“ dim R[m| = Max{dim T'lm], dim D[m] + htyy,) M[m] + inf(m, d)} »

ne peut étre la formule générale qui donne la dimension de R[m]. Par exemple,
partons d’un anneau local T d’idéal maximal M et de corps résiduel K tels
que dim7" = 1 et dim, T = 2 et d’un sous corps k de K tel que d.t.[K:k] =
d > 1 (d < o), puis considérons I'anneau R de la construction (7', k,M). On
constate [Lemme 1.5] que la formule précédente est valable pour m > d puisque
T[s] est un anneau de Jaffard pour s = 1. Par contre, cette formule n’est plus
correcte pour m < d, puisqu’elle donne la valeur 2m + 2, alors qu’on a, en réalité,
dim R[m] = 2m + 1 (dim R[m] < 2m + 1 puisque dim R = 1 [14, Corollaire 30.3]
et dim R[m] > 2m + 1 en appliquant [0.2(ii)] avec p =0 et ¢ = m).

Ainsi, en combinant [Proposition 1.2] et [Lemme 1.5], on obtient facilement:

Théoréme 1.7. Si pour tout entier i, d; = 0 ou Ty[si] est un anneau
de Jaffard pour un entier s;, alors, posant §; = 0 sid; = 0 ou s; = 0, et §; =
d; + s; dans le cas contraire, on a dim R[m] = Max;<;<,{dim T'[m], dim D;[m] +
htpp,) M; [m] + inf(m, d;)} pour tout m > Maxj<;<k{0;}.
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2 — Propriétés de Jaffard

On garde toujours les mémes notations et on commence par la remarque
suivante:

Remarque 2.1. Si d; = oo pour un certain entier i, alors pour tout entier
naturel m, 'anneau de polynémes R[m| n’est pas de Jaffard (a fortiori R[m)]
n’est pas localement de Jaffard) car on a dim, R = +o0o [Corollaire 1.3] (a fortiori
dim, R[m] = +00).

Supposons désormais que d; < oo pour tout entier ¢ € {1,2, ..., k}.

Théoréme 2.2. Si pour tout i, Tys[si| est un anneau de Jaffard pour
un entier s;, D;[t;] est un anneau de Jaffard pour un entier t; et T[s| est un
anneau de Jaffard pour un entier s, alors R[m] est un anneau de Jaffard pour
tout m > Maxlgigk{di + S, S, ti}.

Démonstration: D’apreés [Théoreme 1.7], on a pour tout entier r > 0,
dim R[m+r] = Maxlgigk{dimT[m—i—r], dim D;[m+r]+htpp, 1 Mi[m—i—r]—l—di} .

Comme T}y, est local et Ty, [s;] est un anneau de Jaffard, alors ht (4. M;[mtr] =
htp() M;[m] [Lemme 1.4]. Par ailleurs T'[s] et D[t;] étant des anneaux de Jaffard,
alors on a simultanément dim7T'[m + r] = r + dim7'[m] et dim D;[m + r| =
r 4+ dim D;[m]. D’ou
dim R[m + r| = Maxlgigk{r +dim T'[m], r+ dim D;[m] + htgy,) M;[m] + di}
=7r+ Maxlgigk{dim T[m], dim DZ‘ [m] + htT[m] Mi [m] + dz}
=r+dimR[m|.m

On peut noter dans le théoreme précédent que, si 7' est un anneau semi-
local d’idéaux maximaux M; (1 < i < k), alors T[s] est un anneau de Jaffard
pour s > Maxj<;<i{s;}. Dans ce cas, la condition sur l'entier m se réduit a
m > Maxlgigk{di + Si, ti}.

Lemme 2.3. Supposons que T' est local d’idéal maximal M.

(i) SiT([s], D[t] sont des anneaux de Jaffard et m > Max(d+ s,t), alors R[m]
est un anneau de Jaffard.

(ii) Si R[m| est un anneau de Jaffard, alors T[m|, D[m] sont des anneaux de
Jaffard et m > d.
En outre, si T est un anneau de Jaffard, alors R[m| est un anneau de Jaffard
si et seulement si D[m| est un anneau de Jaffard et m > d.
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Démonstration: La premiere assertion est un cas particulier du Théoreme
2.2. Prouvons la seconde: si R[m| est un anneau de Jaffard, alors

dim R[m| = dim, R[m| = dim, R +m = dim, D +dim, T+ d+m .

Or de I'inégalité [0.2(i)], on tire dim R[m| < dim D[m|+dim T'[m] —m+inf(m, d).
Alors

dim, D[m] + dim, T'm] + d < dim D[m| + dim T'[m] + inf(m, d) .
d’ou
dim, D[m] = dim D[m], dim,T[m]=dimT[m| e m>d.

Enfin la derniere assertion découle de (i) et (ii) et du fait que si T' est un anneau
de Jaffard, il en est de méme pour T'[s] [1, Proposition 1.2]. u

Lemma 2.4. Soient B un anneau de dimension de Krull finie et (B;)1<i<k
des suranneaux de B tels que dim B[m| = Max;<;<,{dim B;[m|} pour un entier
naturel m, alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) B[m] est un anneau de Jaffard.

(ii) Il existe j € {1,2, ..., k} tel que dim, B = dim, Bj et Bj[m] est de Jaffard.

Démonstration: Si B[m| est un anneau de Jaffard, comme il existe
Jj € {1,2,...,k} tel que dim B[m] = dim B;[m], alors dim, B[m| = dim B[m| =
dim Bj[m| > dim, Bjjm|. D’ou dim Bj[m] = dim, B;j[m] et dim, B[m| =
dim, Bj[m]. Inversement, si dim, B = dim, B; pour un anneau B; tel que B;[m]
est de Jaffard, alors

dim B[m] > dim Bj[m| = dim, Bj[m] = dim, B[m] .
Donc nécessairement dim, B[m| = dim B[m]. u

En combinant [Proposition 1.2}, [Corollaire 1.3] et [Lemmes 2.3 et 2.4], on tire
directement le résultat suivant:

Théoréme 2.5. SiT est semi-local d’idéaux maximaux M; (1 <i < k) et
localement de Jaffard, alors les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) R[m| est un anneau de Jaffard.

(ii) Il existe j € {1,2,...,k} tel que m > d;, dim, R = dim, D; + hty M; + d;
et D;[m] est de Jaffard.
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Pour passer du cas local au cas global, on a besoin du lemme suivant qui
découle aisément de [11, Lemme 1]:

Lemme 2.6. Soient A un anneau et m un entier naturel. Les assertions
suivantes sont équivalentes:

(i) A[m] est localement de Jaffard.
(ii) Apr[m] est localement de Jaffard pour tout idéal maximal M de A.

(iii) Ap[m| est de Jaffard pour tout idéal premier P de A.

Théoréme 2.7.

(i) Si pour tout i € {1,2,....,k}, T[s], D;[t;] sont des anneaux localement de
Jaffard et m > Maxy<;<i{d; + s,t;}, alors R[m|] est un anneau localement
de Jaffard.

(ii) Si R[m| est un anneau localement de Jaffard, alors T|m|, D;[m] sont
des anneaux localement de Jaffard pour tout i € {1,2,...,k} et m >
Maxlgigk{di}.

En outre, si T est un anneau localement de Jaffard, alors R[m] est un anneau
localement de Jaffard si et seulement D;[m| est localement de Jaffard pour tout
1€ {1, 2, ..., k} et m > Maxlgigk{di}.

Démonstration: (i) Soit P un idéal premier de R. Compte tenu de [Lemme
2.6], il s’agit de prouver que Rp[m] est un anneau de Jaffard. Deux cas peuvent
se présenter:

Si I ¢ P, il existe un idéal premier ) de T" tel que Q N R = P et Rp =T
[Lemme 0.1]. Comme Tg[s] est un anneau de Jaffard, il en est de méme pour
Rp[s], donc Rp[m] est aussi un anneau de Jaffard [1, Proposition 1.2].

Si I C P, alors I contient un et un seul 7; et il existe un idéal premier ¢; de
D; tel que Rp est 'anneau de la construction (T, M;Thr,, (Di)g;), out Thy, est
évidemment local [Lemme 0.1], alors Rp[m] est un anneau de Jaffard [Lemme 2.3].

(ii) Si ¢; un idéal premier arbitraire de D; et P son image réciproque par
la surjection canonique 7' — T'/M;, alors Rp est I'anneau de la construction
(Tnays MiTo,, (Di)g,), et par conséquent (D;)g,[m], Th,[m] sont des anneaux de
Jaffard et m > d; [Lemme 2.3]. Il reste a prouver que T[m| est un anneau de
Jaffard pour tout idéal premier ) de T distinct de M;, c’est a dire ne contenant
pas I, or dans ce cas, on a Rpr = Tg ot P’ = @ N R. Comme Rp/[m] est un
anneau de Jaffard, alors Tg[m] aussi. Ainsi [Lemme 2.6] permet de conclure.

La derniere assertion découle de (i) et (ii) et du fait que si T' est un anneau
localement de Jaffard, il en est de méme pour T'[s| [11, Lemme 1]. u
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Remarque 2.8. L’hypothese m > Maxj<;<i{d; + s,t;} est essentielle dans
le premier point de chacun des résultats [Lemme 2.3 et Théoreme 2.7] comme
I'indique ’exemple suivant: considérons ’exemple de la Remarque 1.6, ou T est
local d’idéal maximal M et de corps résiduel K et ou dim7 =1 et dim, T = 2,
k un sous corps de K avec d.t.[K :k] = d > 1 et R 'anneau de la construction
(T,k,M). Dans ce cas,ona s =1, t =0 et Max{d + s,t} = d + 1. Pour tout
entier m > d + 1, Panneau R[m] est localement de Jaffard [Théoréme 2.7]. Par
contre, pour m < d + 1, anneau R[m| n’est pas (localement) de Jaffard, car
dim R[m] = 2m + 1, alors que l'on a

dim, R[m] =dim, R+ m=dim, T+d+m=2+m+d .

3 — Applications

Une premiere application consiste a prendre pour 7" une algebre de type fini
sur un corps, c’est évidemment un anneau localement de Jaffard. En combinant
alors [Théoreme 1.7], [Lemme 2.4] et [Théoreme 2.7] avec I’étude des sous anneaux
de la forme D + I développée dans larticle [5], on tire aisément:

Théoréme 3.1. Soient T une algébre de type fini sur un corps K, M; des
idéaux maximaux de T et D; des sous anneaux de K (1 <i<k). Si R, = D;+M;
et dl = dt[K : Dl}, posant R = ﬂz Rz et d = Maxlgigk{di}, on a:

(i) dim R[m] = Max;<ij<x{dim D;[m] + dim T + inf(m, d;)}.

(ii) R[m| est un anneau de Jaffard si et seulement s’il existe j € {1,2,...,k}
tel que dim, R = dim, D; + dim T + d;, D;[m] est un anneau de Jaffard
et m > dj.

(iii) R[m] est un anneau localement de Jaffard si et seulement si m > d et

D;[m] est un anneau localement de Jaffard pour tout i € {1,2, ..., k}.

Une seconde application consiste a prendre pour R; des anneaux de la con-
struction (V;, M;, D;) ou les V; sont des anneaux de valuation deux & deux incom-
parables d’un méme corps de fractions.

Théoréme 3.2. Soient {V;}i1<i<) des anneaux de valuation deux a deux in-
comparables de méme corps de fractions L et respectivement d’idéaux maximaux
M; et de corps résiduel k;. Si pour tout i € {1,2,...,k}, D; est un sous anneaux
de k; tels que d; = d.t.[k;: D;] et R} est I'anneau de la construction (V;, M;, D;),
posant R =; R, et d = Maxj<;<x{d;}, on a:
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(i) dim R[m] = Max<;<k{dim D;[m| + dim V; + inf(m, d;) }.
(ii) R[m] est un anneau de Jaffard si et seulement s’il existe j € {1,2,....,k}
tel que dim, R = dim, D; +dim V; +d;, D;[m] est un anneau de Jaffard
et m > d;j.
(iii) R[m] est un anneau localement de Jaffard si et seulement si m > d et
D;[m] est un anneau localement de Jaffard pour tout i € {1,2, ..., k}.

Démonstration: Posons T'= (N}, V;. L’anneau T est de Priifer semi-local
d’idéaux maximaux M; = M;NT tels que V; = Ty, et M;Tpg, = M; (1 < i <k).
Donc R} est 'anneau de la construction (T'ay,, M; T, D;). Ainsi (i) découle du
Théoreme 1.7, (ii) du Théoreme 2.5 et (iii) du Théoreme 2.7. u

Rappelons qu'un anneau R est dit de pseudo-valuation si tout idéal premier
P de R est fortement premier, c’est a dire x € k(R), y € k(R) et xy € P implique
x € Pouy € P [15]. D.F. Anderson et D.E. Dobbs [2, Proposition 2.6] ont
montré qu’'un anneau de pseudo-valuation R est local d’idéal maximal M et que
c’est anneau de la construction (V,M,k) o V = (M :M) est un anneau de
valuation appelé I'anneau de valuation associé a R et k est un sous corps du
corps résiduel de R. Le résultat suivant est un cas particulier du Théoreme 3.2
(chaque D; étant ici un corps).

Corollaire 3.3. Soit R lintersection d’un nombre fini k d’anneaux de
pseudo-valuation R de méme corps de fractions L et respectivement d’idéaux
maximaux M;, deux a deux incomparables. Pour tout i € {1,2,...,k}, soit
Vi = (M;: M;) Panneau de valuation associé a R} et d; = d.t.[V;/M; : R./M;]
et d = Maxi<;<k{d;}, on a alors:

(1) dim R[m] = Max;<;j<x{dim V; +m + inf(m, d;)}.

(ii) R[m] est un anneau de Jaffard si et seulement s’ il existe j € {1,2,...,k}
tel que dim, R = dim V; +d; et m > d;.

(iii) R[m] est un anneau localement de Jaffard si et seulement si m > d.

Exemple 3.4. Soient k un corps, 11,15, ..., Tn, Z1, Zo, ..., Zy des indéterminé-
essur k et K=k(T1,Ty,...,T,). Dans’anneau de polynémes By =k[11, T, ..., Ty],
on considére les idéaux premiers incomparables: M| = (Z1), M}y = (Z1 — 1, Z3),
o M), =(Z1-1,Zy—1, ..., Z,) et la partie multiplicative S = B\ U; M/. Posons
B =SBy et M; =S 'M! (1 <i<mn). B estun anneau semi-local d’idéaux
maximaux My, My, ..., M, tels que htg M; = i, B/M; = K(Z;11, Zi+2, ..., Zn) €t
di =d.t.[B/M;: K] =n—1.
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Soit enfin R; 'anneau de la construction (B, M;, k[T1, Ts, ..., T,]) et R =, R;.
On a alors:

dim R; = Maxlgigk{dimB, dim k[T, Ty, ..., Tp)] + ht Mi} —nti,
dim,, R; = Maxy<j<{dim, B, dim, k[1}, Ty, ..., Ty] + dim, Bas, } = 27 .

— R comme R,, est un anneau de Jaffard de dimension de Krull 2n mais R;
n’est pas de Jaffard pour 1 < i < n, donc R[m] est un anneau de Jaffard
pour tout entier naturel m méme si m < d (contrairement au cas local, le
Lemme 2.3 n’est pas valable pour une intersection de produits fibrés).

— R[m)] est localement de Jaffard si et seulement si m > d = Maxj<j<x{d;} =
n — 1.

Exemple 3.5. Soient k un corps, X, Y, Z1, Zs, ..., Zg (d > 1) des indéterminées
sur k et K = k(Zy,Zs, ..., Zq). Considérons les anneaux de valuations:

Vo= K(X)[Y]ys1) = K(X)+ Ny ot Ny= (Y +1) K(X)[Y]y -

V1 et V4 sont incomparables ayant le méme corps de fractions K(X,Y) (car
si Vi C V3, alors N) C My, donc 1 = (Y +1) — 1 € My, ce qui est faux).
Soit Vo = K[X]x) + Ny le sous anneau de valuation de V; d’idéal maximal
Ny = (X) K[X](x)+ N3. On voit de méme que V; et V3 sont aussi deux anneaux
de valuations incomparables ayant le méme corps de fractions K (X,Y") tels que
Vl/Ml = K(X) et VQ/NQ =K.

Enfin soit R lintersection de R} et R, qui sont respectivement les anneaux
de la construction (Vi, Mi, K[X]) et (V2, N2, k). On a alors:

— dim R; = dim, Ry = dim K[X] 4+ dim V; = 2, donc R; est de Jaffard.
—dim Ry = dimk +dim Vs = 2 et dim, Ry = dimk +dimVs +d = 2+ d,
donc Ry n’est pas de Jaffard.

—dimR = dimR; = 2 et dim, R = dim, Ry = 2+ d, donc R n’est pas de
Jaffard (on voit que les hypotheses dim R = dim Ry et R; est de Jaffard ne
peuvent suffire dans le Lemme 2.4 pour que R soit de Jaffard).

— dim R[m] = Max{dim K[X][m] + dim V1, dim k[m] + dim V5 + inf(m, d) } =
m + 2 + inf(m, d).

— R[m] est de Jaffard (et méme localement de Jaffard) si et seulement si
m > d.
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Exemple 3.6. Soient K un corps et Z1, Zs, ..., Zy, Zp+1 des indéterminées
sur K. Considérons les anneaux de valuations:

Vi= K(Zl, 29,y e, Zn)[Zn+1](Zn+1) = K(Zl,ZQ, ,Zn) + M

Vo = K(Zpt1) + Z1 K(Zn+1)[Z1)(21) + - + Zn K(Znt1)[Zn] (2n)
= K(Zn+1) + My .

V1 et V5 ont le méme corps de fractions K(Z1, Za, ..., Zpn, Zn+1) et sont de di-
mension de Krull respectives 1 et n. On a Vi /My = K(Z1, Za, ..., Zy) et Vo /My =
K(Zp41). En outre V; et Va sont incomparables (car si Vo C Vi, alors M C M.
Comme Z, 1 € Ms et Z;il € Vo, on aurait alors 1 = Z,, 11 Z;il € M>, d’ot1 une
contradiction).

Enfin considérons l'intersection R des deux anneaux de pseudo-valuations
R et Rp qui sont respectivement les anneaux de la construction (Vi, My, K)
et (Va, My, K). On a alors:

—dimR = dim Ry = n et dim, R = dim, Ry = dim, Ry = n + 1. Donc R
n’est pas de Jaffard.

— dim R[m] = Max{m + dim V; + inf(m, n), m + dim V5 + inf(m, 1)}
=m +n+inf(m, 1).

— R[m] est de Jaffard si et seulement si m > 1.

— R[m)] est localement de Jaffard si et seulement si m > n.
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