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LOIS CONDITIONNELLES DES EXCURSIONS
D’UN PROCESSUS DE MORKOV A NAISSANCE
ET MORT ALEATOIRES

H. BouTABIA

Résumé: On donne certaines lois conditionnelles des excursions et des couples d’ex-
cursions chevauchant des temps aléatoires quelconques d’un processus de Markov a nais-
sance et mort aléatoires (Y3),cr sans les hypotheses de dualité. (Y3),cg n’est pas supposé

stationnaire comme dans [15], [16], [17]. Ceci étend les résultats de [17].

Abstract: We give certain conditional laws of excursions and of pairs of excursions
straddling arbitrary random times for a right Markov process (Y3);cgr with random times
of birth and death without the duality hypotheses. (Y:);cr is not assumed to be station-
ary as was assumed in [15], [16], [17]. This extends results of [17].

1 — Introduction

Mitro [15] construit & partir de deux processus standards en dualité, un pro-
cessus auxilliaire qui est un processus stationnaire a naissance et mort aléatoires,
et construit dans [17] un “systeme de sortie mixte” permettant de décrire les
couples d’excursions de ce processus auxilliaire.

Dans le présent article et en particulier dans les paragraphe 4 et 5, on étudiera
dans diverses situations, pour un processus droit (Y;);cg & naissance et mort
aléatoires et un ensemble aléatoire fermé et homogene M, I'indépendance condi-
tionnelle des variables aléatoires (7g,7p) et (Yu)p<u<a, OW:

G:sup{seM:ng}, D:inf{sEM:SZS},

76 = (Yast)zo et 7p = (¥Y(p-y-)e=0
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lorsque S et T sont deux temps aléatoires quelconques. On ne fera aucune
hypothese de dualité ni de stationnarité. On démontrera ’extension de la for-
mule obtenue dans [12] permettant de calculer, pour un processus Z positif et
(Fp,)-prévisible

(Dt :sup{s eM, s >t}, te R+) ,

I’expression de la forme:
PT Y Zs f(65)
seGe

(Q, F, Fy, X4, 0;, P”) est la réalisation canonique du semi-groupe de transition de
(Yz), et G° est ’ensemble des extrémités gauches des intervalles contigus & M.

Dans le paragraphe 2 on adaptera le résultat de base obtenu par Maisonneuve
dans [14], ou 'on exprimera a ’aide des mesures de sorties de M, la loi de 7¢ par
rapport au passé de GG. De facon similaire on précise dans le paragraphe 3, la loi
de Tp par rapport au passé de —D, relatif au processus de réserve (}A/t) = (Y—y-)
que 'on supposera markovien pour la circonstance.

2 — Notations et résultats préliminaires

Soit (2, F, F;, Xy, 0, P”) la réalisation canonique d’un semi groupe standard
(P;), d’espace d’état E supposé lusinien. On note B (resp. B*) la tribu borélienne
(resp. des ensembles universellement mesurables) de E, et 'on désigne par § le
point cimetiere (hors de E).

On considere ’ensemble W des applications w de R dans E'U {¢} satisfaisant
la condition suivante: il existe un intervalle ouvert non vide de R sur lequel w est
a valeur dans F, continue a droite avec des limites a gauche, et hors duquel w=4.
Soient (Y;)¢er le processus des coordonées sur W (i.e. Yy(w) = w(t); t € R), (X9)
sa filtration naturelle et X9 = o(Y;: t € R). Les variables aléatoires inf{Y; € E}
et sup{t: Y; € E'} seront notées respectivement « et (3.

Pour tout t € R, on désigne par 74 la projection sur € telle que Xgom = Yiqs
sur {Y; € E} (s > 0), et par o; application & valeurs dans W telle que oy =
(Y;H-u)ueR'

Notons que:

OsoTt = Tirs €t Opoy =04y (LLu€R et s>0) .

11 est facile de voir (d’apres un théoreme de Kuznetsov [9]) que si (7¢)ter est
une famille de mesure o-finies sur E telle que n1s > n.Ps (t € R, s > 0), alors il
existe une unique mesure @) sur W telle que n; = Q(Y; € -) sur B (t € R) et (Y3)
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est markovien de semi-groupe (P;). Dans toute la suite nous supposerons que @
est une telle mesure. En fait, (Y;) est fortement markovien sous @ (cf. [1], [15]),
au sens que sur {Yy € E},

(1) Q(forv|Bu) =P(f)

pour f > 0 et F°-mesurable et U un temps d’arrét de (¥;), ou ¥; est la Q-com-
plétion de la tribu %, et F° =o(X,: s >0) (t € R).

On note ¥ la Q-complétion de 3.

Soit (V;) = (Y(—¢)-) le processus de réserve de (Y;). Sur l'intervalle stochas-
tique |, B [=]-0,—al, (}A/t) est continu a droite et posséde des limites & gauche
dans E. Les objets analogues a E? , 2t, T+ et o3 correspondant a (}7}) seront notés
respectivement i?, ZA]t, Ty et 0.

Pourt e R, w € W et w € Q on note w /¢ /w la trajectoire w de W égale a
w sur |— oo, t[ et telle que W(u) = w(u —t) si u > ¢, on a alors 74(W) = w.

Ces trajectoires vont jouer un role clé dans les développements ultérieures.

On se donne un sous-ensemble aléatoire fermé de ]0,+oo[ défini sur Q et
noté M, que 'on supposera optionnel et homogene tel que la variable aléatoire
R = inf M soit F*-mesurable (F* étant la complétée universelle de la tribu F°).
Soit (B,*P) un systeme de sortie de M (cf. [10], [11]).

A M on associe le sous-ensemble fermé de Jo, 5] (noté encore M) défini par:

M = U {t+ Rom},
a<t<f

et & B on associe la mesure aléatoire sur W (notée encore B) portée par |a, 3],
telle que sur {Y; € E} (t € Ret s > 0)

(2) B(lt.t+5]) = Beri .

On notera que 'additivité de B assure l'existence de B sur W (cf. [7]) et que sur
{Yi € B}
(3) (M—t)N]0,+oo[=Mom .

On désigne par G° (resp. D°) I’ensemble des extrémités gauches (resp. droites)
des intervalles contigus & M, qui sont contenus dans |a, 3.
La formule suivante est une extension du théoreme (1.3) chapitre II [1]:

@ QY Vil = [ Q) [ Blw,dt) Viw) P (f(w,t,)

teGe
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pour tout processus V > 0, (3;)-optionnel et pour toute fonction f > 0,
¥ ® Br ® F*-mesurable (Bg désigne la tribu borélienne de R).
Pour tout ¢ € R, on pose:

Gt:sup{seMzsgt} (sup® = —o0)

gt:sup{sEM:s<t},

Dt:inf{seM:s>t} (inf @ = +00) ,
Ar=t—-Gy, Ri=Romn, mrn=R- et di=D; ,

et on note (Ry) et (By) les filtrations de () respectives (Ep,) et (i—g—t)'

Soit maintenant 7" un temps aléatoire sur (W, X), qui sera fixé dans toute la
suite, tel que T' < Dp sur {Yg € E} ou l'on a posé G = Gr et d = Dr.

On notera que Q est o-finie sur la tribu g N {Ys € E}; en effet:

(5) {(YeebE}y= |J UMeEIn{r<Gin{Yse<kE}

r rationnel neN

ou (E)) est une suite croissante de 3 convergeant vers E, telle que
QY, € E)) < +o00.
Pour tout w € Q et pour tout w € {Yi € E} on pose

AY(w) =T(w/G(w) /w) — G(w) .

Nous utiliserons dans toute la suite la notation habituelle v(:]A) = VZE('AA;) si

0 < v(A) < 400 et 0 ailleurs, pour toute mesure v sur (2, F'*) et A € F*.

La formule (4) et une application du théoréme 5.4 [14] nous permettent
d’affirmer que sur {Yg € E} la loi conditionnelle du futur de G par rapport
& son passé est *PY¢ apres conditionnement par {0 < A° < R}, et par {A" < R}

lorsque T est un temps d’arrét de (), d’ou le résultat suivant:

Théoreme 1. Pour toute fonction F > 0 et F'* mesurable, on a pour presque
tout w € {Yg € E}:

(i)
(6) Q(f(re) |56 ) (w) = P (fl0 < A < R) ;

(ii) La mesure *PYc(®) est portée par:

{Gw) e G (w/Gw)/)} ;
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(iii) De plus si T' est un temps d’arrét de (R¢) on a:

(7) Q(f(TG) | EG) (w) = *PYo®) (f|Aw < R) .

Comme dans [14], la condition 0 < A" < R peut étre remplacée par A* =0
siT e G°sur {Yr e E}etpar 0 < AY < Rsi G < T sur {Yg € E}.
Soit la famille de mesures P>¥ sur (Q, F), définie pour (z,£,y) € ExR x E
par:
Pty = p*(|R =, Xp=y)

et introduite dans le lemme 5.1 [14].
Pour tout w € {Yg € E} et pour tout w € €2, on pose:

A (w) = A" (w / d(w) = G(w) [ Ta(w)) ,

ou les trajectoires w/s/w’ sont définies pour w,w’ € Q et s > 0 comme les
trajectoires, w/s/w avec w € W, w € Q et t € R (cf. [14]).

Dans ce cas les formules du théoreme (5.4) de [14] s’adaptent également
a notre situation, et on a pour presque tout w € {Yg € E} la loi condi-
tionnelle de 7¢ (resp. kg o 7¢) par rapport a la tribu engendrée par g, d, Yy
(resp. X, d, 7q) est nV(-|0 < AY < R) (resp. n¥(kr € |0 < AY < R)), ol
nv = PYew)d(w)=Gw).Ya(w) ~ Opn notera que kr o 7o est 'excursion chevauchant
T, ou l'on a désigné par k; I'opérateur de meurtre a t (i.e. Xs(ki) = X5 si s <t,
0 sis>t).

3 — L’excursion du processus de reserve chevauchant un temps aléatoire
quelconque

Soit S un temps aléatoire sur (W, X)), qui sera également fixé dans toute la
suite, tel que gs < S sur {Yp- € E}, ot l'on a posé D = d.

Pour les analogues des résultats cités plus haut et toute suite, nous ferons
I’hypothese que le processus (f’t) est également markovien sous @, relativement
A un autre semi-groupe standard (P;) et sa filtration naturelle. La réalisation
canonique de (]3t) sera notée (2, F, F, Xy, 0:, ﬁx) Notons que dans les situations
étudiées par Mitro ([15], [16], [17]) 7 ne dépend pas de t. Dans ce cas les processus
(Y;) et (Y;) sont stationnaires.

Soit M un ensemble aléatoire, défini sur €2, de la méme maniere que M a ceci-
pres qu’il est (ﬁt)—optionnel, au lieu d’étre (F})-optionnel, et tel que la variable
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aléatoire R = inf M soit F*-mesurable. On note encore M le sous-ensemble de

~

|a, B[, défini par:

(8) M= J {t+R o7}
a<t<B
et on supposera dans toute la suite que M=-M , de sorte que si t est une

extrémité gauche d’un intervalle contigu a M , alors (—t) est une extrémité droite
d’un intervalle contigu a M. L’exemple le plus important est celui considéré par
Getoor et Sharpe [6], ol

M = {s >0: (Xo—, X,) € F}, M = {s >0: (Xo—, X,) € f} sur Q
I étant un bordlien de E x E et I' = {(z,y): (y,z) € I'}.

Sur W, M={seR: (¥, Y,) €T}, M={scR: (V,-,V,)el}.

Remarque 1. 1l est intéressant de noter que: M = M ody et D° = D° o0y,
en particulier on a:

gt 000 =g (pour tout t €R) et gs000=g,.5, -

En effet, M = M o0&, provient de la définition (8) de M et D° = D° 05 découle
de I'égalité:
D° = {t €R: Ro7 >0 et Ro7_y— :o} .

Pour les résultats qui vont suivre, il est commode d’exprimer les formules
faisant intervenir le processus (Y;), a l’aide des opérateurs:

Tt =Tt (XeoTt = Y(4—s)- pour s > 0)

et des tribus &, = $_,;. La tribu &; est alors engendrée par les ensembles de
@-mesures nulles et les variables aléatoire Y,- tel que v > t.
Pour tout w € {Yp- € E} et pour tout w € £ on pose:

rf(w) = D(w) = S(w/=D(w) /w) .

Pour l'analogue du théoreme 1, on a sur {Yp- € E} la loi conditionnelle
du futur de —D par rapport & son passé, relativement au processus (f/t), est
*PYp- () aprés conditionnement par {0<r < ]?{}, et par {r < }A%} lorsque —S
est un temps d’arrét de (%), ott (B, *P) est un systéme de sortie optionnel de M.
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Théoreme 2. Pour toute fonction f > 0 et F*-mesurable, on a pour presque

tout w € {Yp- € E}:
(i) ~ ~ ~ ~ -

9) Q(f(?D) | ED>(w) = *PYp-(w) (f|0 <r¥< R) :

(ii) la mesure *PYp~ ) est portée par:

{D(w) e D*(w/-D(w)/)} ;

(iii) de plus si S est un temps d’arrét de (R;) = (igt) on a:
(10) Q(F(7p) [Sp) (w) = "P*o-() (F|r" < R) .

Démonstration: Observons d’abord que D = D o gy sur {Yp- € E}.
En vertu de la remarque 1, il suffit de voir que:

Soaoy € lgs, D] sur {Yp- € E},
or si tel n’est pas le cas alors on aura:
Sody ¢ |gsodg,Dodg], sur {Yp-odp€ E},

ce qui contredirait I’hypothese faite sur S.
Ainsi, en posant W = go(w) pour tout w € {Yp- € E}, t = D(w) est 'unique
t = D°(w) tel que:

0<t—S@/—t/7(w)) < RoF(w) .

Ceci permet alors de raisonner comme dans le théoreme 3.2 [14] et on obtient la
formule:

(1) Q(F(7p)|Zp)(w) = "P'>-®)(fl0 < D(w)~S(@/-D(w)/) < R)

pour presque tout w € {Yp- € E}.
Pour tout w € €, la condition

0<D-S(6/-D/w) < Rw)

est équivalente a
0<rw)<Rw) sur {Yp- € E}.

La formule (9) découle de (11), et la suite du théoreme se démontre comme pour
le théoreme 1. u
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4 — Loi de (7¢,7p) par rapport a g N )

On se place dans la situation du paragraphe précédent et on suppose que
c(G)NACESp et o(D)NACIg,

ou l'on a posé A ={a < D < G < (3}. Noter que ces hypothéses entrainent la
o-finitude de @ sur la tribu (X NXp) N A. En effet, on a

A= |J UD<r<@n{v,eE}nA,

r rationnel neN

ou (E}) est la suite considérée dans (5).
Pour tout w € A, considérons les mesures v et v * sur (€2, F*) définies par:

(12) v =*PYe@(j0<AY < R), »¥="Po-W(]0<r*<R).
Le théoreme suivant est le résultat principal de cet article.
Théoreme 3. Pour presque tout w € A on a:

(13) Q(F(r¢,7p) | SaNZp) (w) = v @ 7 (F)

pour toute fonction F' > 0, F*® F*-mesurable.

En particulier sur A, v'® v est la loi conditionnelle du couple (7¢,7p) par
rapport a Yg N Xp. Noter qu'un résultat similaire peut étre obtenu a partir de
la formule du “systeme de sortie mixte” (cf. [17]), sous les hypotheses de dualité.

Démonstration: Soit f, fdeux fonctions positives F*-mesurables, et
AeXgnNEp tel que QANA) < +oo.

Pour prouver (13), il suffit d’établir la formule suivante:

~ ~

14 Q) FFo) Lara) = [ Qw) v (1 7*(P) Lo w)

Comme f(16)Ia = (D, mp,G)I4 ou @(s,w,t) = f(Oi_s(w)) pour (s,w,t) €
RxQxR (s < t), et comme 7p est Xp-mesurable (car le processus (7_¢) est
(X4)-optionnel) alors f(7g) a4 est Xp-mesurable. De la méme fagon on a

o(Yg)NA C Xp, et de maniére similaire on montre que f(7p) I4 est Xg-mesurable
et o(Yp-)NACZq.
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En utilisant la formule (9) et le fait que w = w/G(w) / 7q¢(w), le premier
membre de (14) devient

| @taw) frotw)) PYo- ) (o <
< D(w) - 5((w/ G(w)/ ro(w)) / ~D(w) /) < R) Linn(w)
et d’apres une extension de la formule (6), on obtient:

Q(f(r¢) F(7p) Lann) =

19) = [ Qlaw) [ (o) @) P (flo <
< D(w) —S((w/G(w)/w)/—D(w)/-) < ﬁz) Taoa(w)

Observons que pour presque tout w € A on a: H(w, w/G(w)/-) = H(w,w) "
p-s., pour toute fonction H > 0 et ¥ ® X-mesurable. En effet, une extension de
la formule (6) nous permet d’écrire:

[, Q) v* (H(w, w/Glw) /) # Hw,w)) = QUH # H;A) =0
En posant:
H(w,w') = PY>-)(F|0 < D(w)-S(w'/~D(w)/-) < R)

alors on a pour presque tout w € A (en utilisant la définition (12) de v*):

[ v (@) f0) P (Flo <
Q

< D(w) = S((w/Gw)/w) | ~Dlw) /) < ) Lina(w) = v*(1)7"(F)
et en reportant dans le second membre de (15), on obtient la formule (14). m

Remarque 2. On notera que sur 4 la tribu g N S p contient I'information
fournie par (Yy)p<u<ag et par Y et Yp-.

Exemple 1. Soit U un temps aléatoire sur (€2, F’*) strictement terminal et
exact:
U=s+Uofl; sur {U>s} et s+Uofs|U

lorsque s | 0. On pose:

T= inf {s+Uocb;} et S= sup {s—Uo7s}.
a<s<f a<s<f3
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Il est aisé de voir que T =t+Uor sur {T >t; Y, € E} et que S =t—Uo Ty
sur {S <t; Y- € E} pour tout t € R.

La condition AY > 0 (resp. ¥ > 0) entraine A* = U (resp. r* = U), il résulte
alors des formules (6) et (9) que sur {Yg € E}

(16) Q(f(re) %) ="P"¢(fl0 < U < R)
et sur {Yp- € E}
(17) Q(fGp)|Bp) =P (Fl0<U<R) sw {Yp-€E},

de plus si U est un temps d’arrét de (Fy)s>o alors T' (resp. —S) est un temps
d’arrét de (X¢) (resp. (X)), et de ce fait la condition 0 < U peut étre supprimés
dans les formules (16) et (17). Ainsi le théoreme 3 signifie que sur A la loi du

couple (7¢,7p) par g NXp est
Pe(0<U<R) @ PP (J0<U<R),

par conséquent les variables aléatoires (7¢,7p) et (Yu)p<u<g sont conditionnel-
lement indépendantes étant donné (Yg, Yp-).

Exemple 2. Soit 7" un temps d’arrét de la filtration (Xg,)4+. D’apres la
discussion de l’exemple 6 [14] (adaptée a notre situation) on a sur {Yg € E}

(18) Q(f(r0)|2¢) = PAYe(f)
ou 'on a posé pour tout 0 < a < +oo et pour z € EU{d}:

pac _ {*Px(-|R >a) sia>0,
pP* sia=0.

Si maintenant S est tel que —S soit un temps d’arrét de filtration (X4 ,), alors
on a de la méme fagon, la formule suivante:

(19) Q(F(7p)|Sp) = P™¥o (f)
sur {Yp- € E} on P est I’analogue de la mesure P%% définie & 1'aide de *P*.
Il résulte du théoreme 3 que sur A, la loi conditionnelle de (7, 7p) par rapport

a Xan ip est PATYG @ PrsYp- | Dans ce cas les variables aléatoires (TG, 7TD) et
(Y.) D<u<c sont conditionnellement indépendantes étant donné (Y, Ap, Yp-, 7).
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Exemple 3. Soient a >0, b >0, T =inf{t: A; > a} et S =sup{s: ry > b}.
D’aprés [11] T (resp. —S) est un temps d’arrét de (S¢,) (resp. (3q_,)) et comme
Ar = a, rs = b sur A, alors d’apres 'exemple précédent la loi de (7¢,7p) par
rapport a Xg N v p est P¥Ye @ ]?’b’YD*, et on a 'indépendance conditionnelle de
(1q,Tp) par rapport & (Yy,)p<u<g, étant donné (Y, Yp-).

5 — Loi de (7¢,7p) par rapport a Rg-N %D*

Rappelons quun ensemble A € R— (resp. Rp- ) s'il existe un processus V (Ry)
(resp. (Ry))-prévisible tel que 14 = Vg (resp. Iy = V_p).

En notant encore Dy la variable aléatoire sur €, inf{u € M : u > s} pour
s > 0, et en posant

XP=Xp, et YP=Yp, (sur W)
pour t € R, on a alors sur {Y; € E}
(20) XPor =Y/, .

Soit (L,°P) un systeme de sortie (Fp,)-prévisible pour M (cf. [12]). Pour tout
processus Z > 0 et (Fp,)-prévisible, et pour toute fonction f > 0 mesurable sur
(Q, F*) on peut écrire Vo € E

(21) PEYS Z(60) = P [ 2P (1) Lids)
seGe R+

ol l'on a noté encore G°, 'ensemble des extrémités gauches des intervalles con-
tigus & M (sur Q).

Comme pour B, on définit la mesure aléatoire sur W (notée encore L) portée
par Jo, O] et telle que sur {Y; € E} (t€R et s >0)

(22) L(]t,t—i—s]) =LsoTy .
On a alors le théoréme suivant:

Théoréme 4. Pour tout processus V > 0, (R;)-prévisible et pour toute
fonction f comme dans (21), on a:

(23) o( L vism) = ([ vt nan)

teG°
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Remarque 3. Une application directe du théoreme (4.1) [12] permet d’obte-

nir une telle formule, mais au lieu de °PY:> on a un noyau N de (Rx W, P) dans
(Q, F°), ou P est la tribu (Ry)-prévisible sur Rx W.

Pour démontrer le théoreme 4, nous avons besoin des deux propositions sui-
vantes:

Proposition 1. On a pour tout processus V et pour toute fonction f comme
dans (23): Vu € R

(24) Q(I{YueE} 3 thm)) - Q(I{YueE} / Ty epys (f)L(dt)) .

teGo
t>u

Proposition 2. Pour tout processus V, (R;)-prévisible, le processus indexé
par Ry, Z, = Vi (w/u/-) est (Fp,)-prévisible, quelque soit w € W et u € R
fixés.

Démonstration de la Proposition 2: D’aprés un argument de classes
monotones, il suffit de montrer que si V est (R;)-adapté alors Z est (Fp,)-adapté,
car la tribu (R¢) (resp. (Fp,))-prévisible est engendrée par les processus (R;)
(resp. (Fp,))-adaptés continus a gauche. On est donc ramené a montrer que
Papplication: w +— (w/u/w) est mesurable de (2, Fp,) dans (W, Rsiy,).

Rappelons qu'un ensemble A € Ry, (resp. B € Fp,) si AN{Dgy,, <t} € 3y,
pour tout t appartenant a R (resp. BN {Ds; < t} € F; pour tout t € R,),
et remarquons que l'application citée plus haut est mesurable de (2, F;) dans
(VV, Zt-‘ru)v t > 0.

Pour tout s,t € Ry, et pour tout A € Rsyy, on a:

{w: w/u/w e A}y N{Ds <t} = {w: w/u/w € AN{Dgyy §t—|—u}} S

car
Am{Ds+u §t+u} S Et—i—u )

ce qui signifie que {w: w/u/w € A} € Fp,_. u

Démonstration de la Proposition 1: En vertu de la formule (1) et un
raisonnement de classes monotones, on a pour toute variable aléatoire positive v,
Y y-mesurable, et pour toute fonction positive g, 3y ® F°-mesurable:

@) [ Q) v glw () = [ Quw)v(w) PP glw, )
{YveE} {YycE}

U étant un temps d’arrét de ().
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Observons que G° vérifie, d’apres (3), I'égalité
(G°—u)N]0,400[=G 01, sur {Y, € E},
par suite

se€ G°Nu,+o0| & s—ueG°(r,) sur {Y, €E},

QT X Vef)) = QL X Veralfu/m) £

s€>G° seG° (Tu)
s>u

(E}) étant la suite considérée dans la formule (5).
Il résulte de la formule (25) avec:

<w=1{yueEg}, ) = (3 Veralw/u)) (6. ) @) e Uzu)

seG°
que:
Q(I{YueEg} > st(Ts)> =
(26) Sf;i
— Yo (w)
[, Q)P (Z(;m (w/u/) £6.))

D’apres la formule (21) avec:

$:Yu(’tU) et Zs= s+u( / /)

on a:

PR (S Vasatw/uf) £(65)) = P ([ Vawalaofu/) P (1) Lids) )

sEG®

et la formule (26) devient:

Q(I{YuEE}:} > st<75)> =

seGO
s>u

= o QU P ([ Vitiofur) P (1) 1)

=, Q) (/ V) P 1) L), s))

- /{YUeEﬁ}Q(dw) ( :oov;(w) P (W)(f)L(wde)> ’
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ou dans la deuxieme égalité on a utilisée la formule (25) avec:

(w:I{YMEE%}v g(w,w)Z/]R Varu(w/u/w) PX=(f) Liw, ds) et U=U) ,
+

et dans la derniere égalité on a utilisé la formule (22). La formule (24) s’obtient
alors par le théoreme de la convergence monotone. m

Démonstration du Théoréme 4: Comme G° C |a, 5[ et L est portée par
Ja, B[, alors on a:

Q([{ﬁ<u} > Wf(n)) = Q(I{[Ku} /:ooY/;:"PYt]2 (f)L(dt)) =0.

teG°
t>u

En vertu de la proposition 1, il suffit de démontrer la formule suivante:

@) QIpzacny X VI @) = QTuzacsy [ VP (D 20))

teGP
t>u
Soit (a,) approximation dyadique décroissante de a.
D’apres le raisonnement utilisé dans la démonstration de la proposition 1, on
a en posant:

(n € N et k entier relatif):

+o00

(28) Q(IA,c tZGO th(ﬂf)) = Q(IAk ko jom
t>k/2n

VP (1) Lido))

En sommant par rapport a tous les entiers relatifs k tels que u < k/2™, on obtient:

29 QTuzaesy SVI0) = QTusencsy [ VP () ()

teGe
t>u

Pégalité (27) s’obtient alors de (29) d’apres le théoréme de convergence dominée. u

Soit maintenant le processus (sur W) (Y?) = (f/,g_t) et (L,°P) 'analogue de
(L,°P) correspondant au processus indexé par R :

~

XsD:Xﬁs (ﬁszinf{uel\?: u > s} surQ).
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Les théoremes 1, 2 et 3 peuvent étre adaptés au conditionnement par rapport
a Rg-, Rp- et Re- N §RD7 respectivement, a condition de remplacer (B,*P)

par (L,°P), (B,*P) par (L,°P), Yg par Y2 et Yp- par Y(g_D),. La formule (6)

devient:

(30) Q(f(ra) | Re- ) (w) = *P'e-)(fl0 < A" < R)

pour presque tout w € {Y2. € E}, et la formule (9) devient:

@) Q(F) 1R )(w) = P o (Flo <1 < B)

pour presque tout w € {}A’(Q_D), € E}.
On notera que:

Y2 =Ygs swr{GeG°\I}, Yg sur{Gel},
et que

f/g

(Lp)- = YD sur {DeD°\I}, Yp- sw{Gel},

ou I est I'ensemble des points isolés de M U {a, 5}.
Comme dans le paragraphe précédent, si nous supposons que:

o(G)NAC Rp- et o(D)NAC Rg-

on obtient la o-finitude de @ sur la tribu (Rg— N Rp-) N A et analogue du
théoreme 3 de la méme fagon.

Théoreme 5. Pour presque tout w € A

(32) Q(F(ra,7p) | Rg- NRp- ) (w) = p @ p(F)

pour toute fonction F' > 0 et F*® F*-mesurable, ou les mesures pu* et g* sont
D
définies de la méme maniére que v et V¥ avec opYe- ) ay lieu *PYo(®) et

~y9 ~
OPY(*D)’(w) au lieu de «pYp- (W),

On remarquera que sur A, la tribu (Rg- NR p-) contient l'information fournie

D v
par Y., Y(_D)_

également. Ainsi dans la situation de I'exemple 1, sur A la loi conditionnelle du

et par (Yy)p<u<a, €t que les exemples 1, 2 et 3 s’adaptent
couple (7g,Tp) par rapport a (Rg- N ??EDf) est

?@(mgU<R)®° M(m<U<R)



254 H. BOUTABIA

ce qui signifie qu’il y a indépendance conditionnelle entre les variables aléatoires
(1¢,7p) et (Yu) p<u<c étant donné (YC?_ , Y(g_D)_). Dans la situation de I’exemple
2, la loi citée plus haut est

D ~re Y9I
OPAT’YG* ® oPTS7 (-D)—

et il y a indépendance conditionnelle entre (7g,7p) et (Y,)p<u<g étant donné
(YGD, S AT, Y(g_ D) ), ou °P%* et °P®* sont les analogues des mesures P%* et P»*

définies avec °P? et °P? au lieu de *P* et *P?. Dans la situation de I’exemple 3, la

loi citée plus haut est oPa’Yc?* ® O]3b’Y<g*D>* et on a l'indépendance conditionnelle

entre les variables aléatoires (7¢,7p) et (Yu)p<u<c étant donné (YGD,,XA/({ D)_).
On notera que si Q(G € I) = Q(D € I) =0, alors on a le méme résultat avec

Ra-, 3~?D7, YGD,, ?(ng)— remplacés par respectivement X5, f]Df, Yo, Yp.
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