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Аннотация: Изучаются различные примеры погруженных в коразмерности 1 мно-
гообразий на предмет допустимых комбинаций эйлеровых характеристик подмного-
образий кратных точек самопересечения. Получен полный ответ для погруженных
5-многообразий в 6-евклидово пространство. Изучены связи с другими конструк-
циями в дифференциальной топологии и теории особенностей.
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1. Введение

Пусть f : Mm → Rm+k — погружение общего положения. Обозначим че-
рез f(M)i множество точек x ∈ Rm+k, для которых существует по меньшей
мере i различных точек x1, . . . , xi ∈ M в многообразии-прообразе таких, что
f(xj) = f(xk) для всех 1 ≤ j < k ≤ i. Множество f(M)i наделено структурой
гладкого погруженного подмногообразия gi : �i → Rm+k, причем, вообще гово-
ря, это погруженное подмногообразие не общего положения, а подмногообразие
gi+1(�i+1) ⊂ gi(�i) точек кратности i + 1 служит сингулярным подмногооб-
разием для gi(�i) в том смысле, что последнее многообразие самопересекается
вдоль него не в общем положении. Удобно определить �1 = M . Тогда погруже-
ние gi : �i → Rm+k, dim(�i) = m− k(i− 1), самопересекается вдоль �̃i+1 ⊂ �i,
Im(gi|�̃i+1) = gi+1(�i+1).

Цель настоящей работы — изучить различные примеры погружений f с раз-
личными комбинациями эйлеровых характеристик χ(�i) многообразий крат-
ных точек и найти некоторые закономерности для построения различных инте-
ресных примеров в рамках элементарных геометрических методов.

2. Вычисление эйлеровых характеристик
многообразий кратного самопересечения

Пусть f : S1 → R2 — погружение общего положения. Уитни [1] обнаружил,
что индекс Ind(f) погружения f , т. е. целое число вращения касательного векто-
ра при обходе вдоль ориентированной погруженной кривой f в положительном
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направлении, определяет класс регулярной гомотопии этой погруженной кри-
вой. В этой работе была также найдена важная формула, которая восстанавли-
вает этот класс регулярной гомотопии Ind(f) исходя из структуры множества
�2 — нульмерного подмногообразия плоскости, определенного множеством то-
чек двойного самопересечения погруженной кривой.

В. И. Арнольд [2] заметил, что формула Уитни допускает обобщения на
случай погружений в старших размерностях. Действительно, для погружений
ориентированных многообразий коразмерности 1 одно из возможных обобщений
было вскоре найдено Г. Михалкиным и М. Поляком [3]. Это обобщение связано
с интегральными формулами, где мера, по которой интегрируют, определена
как эйлерова характеристика стратов различной размерности, на которые по-
груженное подмногообразие f(M) разбивает объемлющее пространство Rm+1

и также на которые подмногообразие �i+1 разбивает погруженное подмногооб-
разие �i.

Независимо от проблемы обобщения формулы Уитни на случай старших
размерностей проблема интегрирования по эйлеровым характеристикам была
изучена в работе О. Я. Виро [4]. Итак, это мотивирует следующую проблему.

Проблема эйлеровой характеристики 2.1. Пусть f : Mm → Rm+k —
погружение общего положения. Найти всевозможные допустимые комбинации
чисел χ(�i) для эйлеровых характеристик погруженных подмногообразий то-
чек самопересечения кратности i.

Замечание. Многообразие �i определяется классом регулярной гомото-
пии исходного погружения неоднозначно, но с точностью до погруженного ко-
бордизма с заданной структурой нормального расслоения. Поэтому более об-
щая проблема состоит в вычислении класса кобордизма этого погружения (в
том числе в классе кобордизма с заданной структурой нормального расслое-
ния). Как правило, многообразие �i оказывается при этом неориентированным.
Четность эйлеровой характеристики многообразия доставляет простейший ин-
вариант класса кобордизма.

Исключительный случай возникает, когда само многообразие M ориенти-
ровано и k = 0(mod 2). В этом случае элемент из группы кобордизма �m−(i−1)k,
представленный многообразием �i, может, вообще говоря, иметь бесконечный
порядок. Класс кобордизма многообразия �i в этом случае был найден
А. Сючем в [5]. Оказалось, что при dim(�i) = 1(mod 2) будет χ(�i) = 0(mod 2).

Обратная проблема рассмотрена Т. Экхольмом в работе [6] и состоит в сле-
дующем. Может ли заданное погружение f быть восстановлено в классе регу-
лярной гомотопии, исходя из класса кобордизма многообразия [�2(f)] в группе
кобордизма погружений с соответствующей структурой нормального расслое-
ния?

Результаты работы [6] могут рассматриваться как обобщение результата
Уитни [7], который получил утвердительный ответ на поставленную задачу для
случая погружений многообразия в евклидово пространство при k = m. Т. Эк-
хольм применил в своих исследованиях теорию инвариантов Васильева.

Конечно, в общем случае ответ на обратную проблему отрицателен. На-
пример, оказывается, что класс регулярной гомотопии погружения f : S3 → R5

не может быть восстановлен по классу кобордизма многообразия �2(f). Более
того, оказалось, что существует бесконечно много вложений ϕi : S3 → R5, ника-
кие два из которых не связаны регулярной гомотопией. Более подробно, классы
регулярных гомотопий погруженных сфер по модулю операции связанного сум-
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мирования с вложенными сферами образуют циклическую группу порядка 24,
в то время как по структуре самопересечения удается распознать лишь элемент
в фактор-группе порядка 12. Полное решение задачи распознавания класса ре-
гулярной гомотопии погруженной сферы остается важной открытой проблемой.

Проблема 2.1 была исследована с различных точек зрения в различных ра-
ботах (см. [5, 8–11]). Для i = 1(mod 2) проблема вычисления четности χ(�i)
существенно упрощается. Каноническое i-листное накрытие �i → �i определе-
но, причем многообразие �i погружено в M . Следовательно, χ(�i) = χ(�i)/i.
Учитывая результаты [12], подмногообразие �i определим как класс кобордиз-
ма вложенного подмногообразия — нулей сечения общего положения расслоения
(i− 1)νf (здесь νf — нормальное расслоение погружения f), которое представ-
лено прямой суммой i− 1 изоморфных копий.

Это наблюдение сразу позволяет вычислить χ(�i)(mod 2), а значит, и
χ(�i)(mod 2). В работе [12] подмечено, что для i = 1(mod 2) значение χ(�i)
зависит лишь от класса кобордизма M и не зависит от выбора погружения f .

В случае ориентированного M при k = 0(mod 2) значение χ(�i) для каж-
дого i = 0(mod 2) было вычислено в [5]. Новая идея здесь состоит в том, что в
этом случае �i представляет элемент из группы �m−(i−1)k, и можно доказать,
что χ(�i) = 0 при помощи трансфера даже при четнолистном накрытии.

В частности, оказалось, что при m 6= 2(mod 4) справедливо χ(�i) = 0 для
всех значений i. Заметим, что при i = 0(mod 2) проблема исключительно труд-
на. К рассмотрению этого случая мы и переходим.

Алгебраический аппарат для решения проблемы 2.1 в самой общей форме
представлен в обзорной статье П. Экклза [13]. Мы теперь не предполагаем, что
M ориентировано. Наиболее ясная картина имеется для вычисления четности
0-мерного множества точек самопересечения максимальной кратности m+ 1.

В этом случае ответ зависит от значения m(mod 4). Для m = 0, 2, 3, 6 и для
более общего случая m = 2j − 3, если дополнительно предположить, что в раз-
мерности 2j −2 существует многообразие с инвариантом Кервера 1, существует
погружение f : Mm → Rm+1 с нечетным числом �(f) точек самопересечения
максимальной кратности m + 1 [14]. С другой стороны, при других значениях
m �(f) принимает только четные значения.

Случай m+1 = 2(mod 4) наиболее интересен. Элементарное доказательство
тривиальности инвариантов Кервера для m 6= 2j − 3 было недавно получено в
совместной работе первого автора и П. Экклза [15]. Заметим, что вычисление
χ(�i) усложняется при возрастании m. Полное решение проблемы 2.1, таким
образом, тесно связано с основными открытыми проблемами теории гомотопий.

3. Основные результаты

В этом разделе мы рассмотрим различные примеры погружений f : Mm →
Rm+1 при m ≤ 5 и сформулируем основную теорему.

Пример 3.1 [16]. Существует погружение проективной плоскости RP 2 в
R3, для которого χ(�1) = χ(�3) = 1 (см. также [10]).

Пример 3.1 был обобщен в [9] на случай погружений произвольных мно-
гообразий четной размерности. Идея доказательства основана на применении
теоремы Фубини (общая идея представлена в работе [4]). Само доказательство
элементарно и не использует теорию гомотопий.

Tеорема 3.2 [9]. Для произвольного погружения f : Mm → Rm+1, m =
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0(mod 2), справедливо равенство∑
i

χ(�2i+1) = 0.

Недавно A. Сюч, используя результаты из теории гомотопий, получил пол-
ное решение проблемы 2.1 в случае четного m.

Теорема 3.3 [17]. Если f : Mm → Rm+1, m ≥ 8 или m = 4, — произвольное
погружение, то χ(�2i+1) = 0 для любого i. Если m = 6, то χ(�7) = χ(�5) =
χ(�3) = χ(�1) = 0 или 1. Если m = 2, то χ(�1) = χ(�3) = 0 или 1.

Замечание. В случае χ(�2i+1) = 1 подмногообразие �2i+1 представлено
(с точностью до кобордизма) проективным пространством RPm−2i.

Теперь переходим к рассмотрению случая m = 1(mod 2).
Пример 3.4. Существует погружение кривой в плоскость с одной точкой

самопересечения, т. е. χ(�2) = 1 и dim(�2) = 0.
Этот простейший пример показывает, что значение χ(�2) не зависит, во-

обще говоря, от класса кобордизма исходного многообразия M и аналог теоре-
мы 3.3 не справедлив при нечетных m.

Пример 3.5 [14]. Существует погружение f : M5 → R6 такое, что χ(�6)=1.

Конструкция. Выберем погружение g : S3 → R6 с единственной точкой
трансверсального самопересечения, следуя конструкции Уитни [7]. Погруже-
ние g можно оснастить, т. е. существует тривиализация ν(g) = 3ε нормального
расслоения. Следовательно, существует погружение f : S3 × RP 2 → R6, опре-
деленное в локальных координатах оснащения по формуле f = g × g′, где g′ —
поверхность Боя, описанная в примере 3.1.

Основной результат работы, отвечающий на поставленную в работе [9] про-
блему, составляет

Tеорема 3.6. Если f : M5 → R6 — произвольное погружение, то χ(�2) =
χ(�6) = 0 или 1, но χ(�4) = 0.

Замечание. (1) В случае χ(�2) = 1 многообразие �2 кобордантно RP 2 ×
RP 2.

(2) Если M5 ориентируемо, то χ(�6) = 0 (см. [13] или [9, замечание 3]).
Следовательно, в этом случае χ(�2) = χ(�4) = χ(�6) = 0.

Следствие 3.7. Для погружения RP 2 × S3 из примера 3.5 имеют место
равенства χ(�2) = χ(�6) = 1 и χ(�4) = 0.

При доказательстве теоремы 3.6 мы развиваем новую технику разрешения
особенностей многообразий кратных точек самопересечения. Наша техника яв-
ляется прямым обобщением конструкции, использованной М. Фридманом в [11].
П. Экклз сообщил нам, что наш результат можно доказать, используя вычисле-
ния в алгебре Дайера — Лашофа, как это было сделано для аналогичных задач
в [13]. Наш подход основан на элементарных геометрических рассмотрениях.

Tеорема 3.6 обобщает следующую теорему Кошорке [18], которая была пе-
реоткрыта и доказана другим способом в [8]. Она обобщает основную теорему
из [11] на неориентированный случай.

Tеорема 3.8 [18]. Пусть f : M3 → R4 — произвольное погружение, причем
многообразие M не предполагается ориентированным. Тогда χ(�2) = χ(�4) =
0 или 1.
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Следующая гипотеза показывает, что проблема 2.1 может оказаться слож-
ной и не сводится к вычислению эйлеровой характеристики нульмерного мно-
гообразия точек самопересечения максимальной кратности.

Гипотеза 3.9. Существует погружение M9 → R10 такое, что χ(�2) =
χ(�6) = 1 и χ(�4) = χ(�8) = χ(�10) = 0.

4. Доказательство основной теоремы

Доказательство теоремы 3.6. Равенство χ(�2) = χ(�6) легко вытека-
ет из результатов [14], где все утверждения сформулированы в алгебраических
терминах (геометрическая формулировка имеется в [15, теорема 1.6]). Подроб-
нее, имеем χ(�6) = 〈e(ν2)2, [�2]〉, где ν2 — нормальное расслоение погруженного
многообразия g′2 : �2 → R6. Пример 3.5 показывает, что существуют погруже-
ния с χ(�2) = χ(�6) = 1.

Докажем, что χ(�4(f)) = 0. Выберем g′2 : �2 → R6 и рассмотрим �2(g′2).
Можно естественно определить�2(g′2) = M∪N , гдеM определено как 3-листное
накрытие над поверхностью �4(f) и N получено в результате разрешения осо-
бенностей погружения g2 вдоль подмногообразия �̃3 посредством деформации
g2 → g′2, приводящей погружение в общее положение.

Более формально, пусть D1, D2 — два листа многообразия �2, которые
пересекаются вдоль листа поверхности l ∈ g′2(D1) ∩ g′2(D2) ⊂ �2(g′2). По опре-
делению l ∈M , если g2(D1)∩ g2(D2) ⊂ �4(f). В другом случае лист l лежит на
поверхности N . Очевидно, если l ∈ N , то g2(D1) ∩ g2(D2) ⊂ �3(f).

Опишем поверхность N следующим образом. Пусть p : �3 → �3(f) —
каноническое 3-листное накрытие (I3 : �3 ⊂ M — каноническое погружение),
многообразие �̃3 ⊂ �2 определено посредством разрешения особенностей трой-
ных точек самопересечения (�̃3 ⊂ �2). Мы отождествляем �̃3 и �3 посред-
ством тавтологического диффеоморфизма H. Рассмотрим погружение общего
положения g̃′3 : �̃3 → R6, которое аппроксимирует g̃.

Каноническое 2-листное накрытие q : �̂3 → �̃3 индуцировано из канони-
ческого накрытия �2 → �2. Заметим, что многообразие �̂3 допускает кано-
ническое погружение h : �̂3 → �1, которое индуцировано каноническим по-
гружением I2 : �2 → �1. Более того, погружение h можно определить как
композицию h = I3 ◦ q. В частности, определен класс когомологий w1(ν′) ∈
H1(�3), где ν′ → �3 — одномерное расслоение, индуцированное из нормального
1-расслоения ν → �1 погружением I3 : �3 ⊂ �1 (допуская вольность, далее мы
обозначим расслоение ν′ снова через ν).

Диффеоморфизм �3 = H(�̃3) позволяет рассматривать ν как расслоение
над �̃3.

Определим j : N ⊂ �̃3 как подмногообразие, представленное гомологиче-
ским эйлеровым классом сечения 1-расслоения γ → �̃3, где w1(γ) = w1(q) +
w1(ν). Дадим эквивалентное описание, используя накрытие q. Рассмотрим �̂3

как многообразие, погруженное в тотальное пространство расслоения ν → �̃3,
в результате малой деформации общего положения 2-листного накрытия q базы
расслоения �̃3.

Итак, приведем q(�̂3) в общее положение q → q′ и определим j(N) = �2(q′).
После проекции на базу расслоения можно рассматривать j(N) ⊂ �̃3. Заметим,
что dim(N) = 2, как и требуется в конструкции. Кроме того, определено по-
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гружение j′ = g ◦ j : N → �̃3 → R6. Для произвольной малой деформации
g′2 при соответствующем выборе j поверхность N оказывается диффеоморфной
поверхности �2(g′2) \M .

Лемма 4.1. χ(N) = 0.

Доказательство. Вспомним, что поверхность N ⊂ �̃3 = H−1(�3) опре-
делена эйлеровым классом 1-расслоения κ → �3, w1(κ) = w1(q) + w1(ν). При
этом само многообразие �3, рассматриваемое как погруженное подмногообра-
зие в �1, может быть определено как подмногообразие точек самопересечения
погруженного подмногообразия I2(�2) в �1. Из результатов [12] непосредствен-
но вытекает, что погруженное подмногообразие I2(�2) ⊂ �1 кобордантно как
погруженное подмногообразие вложенному подмногообразию, представленному
нулями сечения расслоения ν → �1. Следовательно, подмногообразие N ⊂ �̃3
ограничивает, поскольку при регулярном кобордизме многообразия �2 оба ха-
рактеристических класса w1(q), w1(ν) остаются определенными на трехмерном
подмногообразии самопересечения. Лемма 4.1 доказана. Теорема 3.6 вытекает
из равенства χ(�2(g′2)) = 0, это следствие основной теоремы работы [19].
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University of Ljubljana, Jadranska 19, 1000, Ljubljana, Slovenia
joze.malesic@uni-lj.si
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