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РАСПОЗНАВАНИЕ НЕКОТОРЫХ

ЛИНЕЙНЫХ ГРУПП НАД БИНАРНЫМ

ПОЛЕМ ПО ИХ СПЕКТРАМ

М. С. Лючидо, А. Р. Могхаддамфар

Аннотация: Исследованы линейные группы Ln(2) и получены некоторые общие
результаты для этих групп. Показано, что линейные группы Lp(2), где 2 — перво-
образный корень по модулю p (p простое нечетное), распознаваемы по их спектрам.
Например, линейные группы L3(2), L5(2), L11(2), L13(2), L19(2), L29(2), L37(2),
L53(2) и т. д. распознаваемы по их спектрам.

Ключевые слова: граф Грюнберга — Кегеля, специальная проективная линейная
группа, распознавание по спектрам.

1. Введение

Всюду ниже все группы предполагаются конечными и все простые груп-
пы — неабелевыми. Некоторые интересные задачи в теории конечных групп
касаются арифметических структур. Для группы G к арифметическим струк-
турам относятся порядок G, обозначаемый через |G|, множество простых дели-
телей |G|, обозначаемое через π(G), множество ω(G) порядков всех элементов
G, называемое спектром G, и т. д.

Спектр ω(G) группы G определяет граф Грюнберга — Кегеля GK(G) с
множеством вершин π(G), в котором вершины p и q соединены ребром, если
pq ∈ ω(G). Обозначим через s(G) число компонент связности GK(G) и че-
рез πi = πi(G), i = 1, 2, . . . , s(G), — i-ю компоненту связности GK(G). Если
2 ∈ π(G), то мы предполагаем, что 2 ∈ π1(G). Обозначим через µ(G) множество
чисел в ω(G), максимальных относительно отношения делимости. Обозначим
через µi = µi(G) (ωi = ωi(G)) множество чисел n ∈ µ(G) (n ∈ ω(G)) таких, что
каждый простой делитель n принадлежит πi.

Для множества � ⊂ N натуральных чисел определим h(�) как число (воз-
можно, ∞) неизоморфных конечных групп G со спектром � и положим h(G) =
h(ω(G)). Группу G называют распознаваемой по спектру, если h(G) = 1. Неко-
торый перечень простых групп, распознаваемых или нет, дан в [1].

Для m ∈ N обозначим через π(m) множество простых делителей m. Для
краткости будем обозначать PSL(n, q) через Ln(q), так что Ln(2) = GL(n, 2).
Согласно [2] имеем

s(Ln(2)) =
{

1, если n 6= p, p+ 1,
2, если n = p или p+ 1,
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где p > 3 простое. Если n равно p или p + 1, то Ln(2) имеет две компоненты
связности, одна из которых

π1 = π

(

2
p−1∏

i=1

(2i − 1)

)

, соответственно π1 = π

(

2(2p+1 − 1)
p−1∏

i=1

(2i − 1)

)

,

а другая в любом случае
π2 = π(2p − 1).

Для простой степени q обозначим через Fq конечное поле порядка q. Зна-
чения s(G) и h(G) для некоторых линейных групп над полем F2 можно найти
в табл. 1.

Таблица 1

G s(G) h(G) Ссылки

L3(2) ∼= L2(7) 3 1 [3]

L4(2) ∼= A8 2 1 [4]

L5(2) 2 1 [5]

L6(2) 2 1 [5, 6]

L7(2) 2 1 [5, 7]

L8(2) 2 1 [8]

L9(2) 1 Неизвестно

L10(2) 1 Неизвестно

L11(2) 2 1 [9]

Как видно из табл. 1, ничего не указано для h(G) в случаях G = L9(2) и
L10(2). Так происходит потому, что наш способ распознавания связан с группа-
ми, граф Грюнберга — Кегеля которых несвязен, а группы L9(2) и L10(2) имеют
связный граф Грюнберга — Кегеля. Тем самым можно поставить следующую
задачу (см. также [6]).

Задача. Могут ли специальные проективные линейные группы L9(2) и
L10(2) быть распознаваемы по их спектрам?

Так как до сих пор не известно никакого n ≥ 3, для которого h(Ln(2)) 6= 1,
сделаем следующее

Предположение. Специальные проективные линейные группы Ln(2) для
всех целых n ≥ 3 распознаваемы по их спектрам.

Примитивные простые делители впервые были рассмотрены Жигмонди
[10]. Сформулируем теорему Жигмонди следующим образом.

Теорема Жигмонди [10]. Пусть a и n суть целые, большие 1. Существует
простой делитель p числа an− 1 такой, что p не делит ai− 1 для всех 1 ≤ i < n,
кроме как в следующих случаях:

(1) n = 2, a = 2s − 1, где s ≥ 2;
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(2) n = 6, a = 2.
Такое простое p назовем примитивным простым делителем an−1 и будем

при этом использовать обозначение a[n]. Разумеется, может быть более одного
примитивного простого делителя у an − 1, и символ a[n] относится к какому-
либо из них. Например, примитивными простыми делителями числа 474 − 1
будут 5, 13, 17, и через 47[4] обозначается одно из них. Очевидно, что если
a[n] — примитивный простой делитель an − 1, то a имеет порядок n по модулю
a[n] и тем самым a[n] ≡ 1 mod(n). Итак, a[n] ≥ n+ 1.

Будем говорить, что a — примитивный корень по модулю p, если (a, p) = 1
и a[p−1] = p. Целочисленный вариант гипотезы Артина о примитивных корнях
утверждает, что для фиксированного целого a, не являющегося точным корнем
и не равного −1, есть бесконечно много простых чисел таких, что (a, p) = 1
и a[p−1] = p. В предположении выполнения гипотезы Римана для некоторого
числового поля гипотеза Артина была доказана в [11].

В данной статье, используя классификационную теорему для конечных
простых групп, мы докажем, что наше предположение также верно для линей-
ных групп Lp(2), где 2 — примитивный корень по модулю p (p простое нечетное).
В завершение будет доказана

Основная теорема. Пусть p простое нечетное. Если 2 — примитивный
корень по модулю p, то линейная группа Lp(2) распознаваема по спектру.

Например, линейные группы L3(2), L5(2), L11(2), L13(2), L19(2), L29(2),
L37(2), L53(2) и т. д. распознаваемы по их спектрам.

Введем некоторые обозначения. Будем через AoB обозначать полупрямое
произведение A и B. Будем писать Zn для циклической группы порядка n и
обозначать через bnc наибольшее целое, не превосходящее n. Для элемента x
группы G обозначим через o(x) порядок x. Все другие обозначения стандартны
и могут быть найдены, например, в [12, 13].

2. О спектре Ln(2)

В [9] найдено µ(L11(2)). Точно таким же путем были найдены µ(Ln(2)) для
n = 9, 10, указанные в табл. 2.

Таблица 2

G µ(G)

L9(2) 16, 56, 120, 124, 186, 210, 217, 252, 254, 255, 381, 465, 511

L10(2) 16, 120, 168, 248, 252, 315, 372, 381, 420, 434, 465, 508,
510, 511, 651, 889, 1023

Этот же путь можно проделать для нахождения µ(Ln(2)) при n ≥ 12, но это
связано с длинным вычислением, и так как мы в основном имеем дело со специ-
альными числами в µ(Ln(2)), то мы можем опустить получение всего множества
µ(Ln(2)), а ограничиться лишь некоторыми числами в µ(Ln(2)), играющими
важную роль в распознаваемости групп по их спектрам.

Здесь мы используем обозначения, аналогичные [9], и все они, по существу,
восходят к [14].
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Пусть f(t) = td+ad−1td−1+· · ·+a0 — полином над F2 степени d. Определим
матрицы

U(f) = U1(f) :=





0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

... . . .
...

0 0 0 0 . . . 1
a0 a1 a2 a3 . . . ad−1




,

Um(f) :=





U(f) 1d 0 . . . 0
0 U(f) 1d . . . 0
...

...
... . . .

...
0 0 0 . . . U(f)





с m диагональными блоками U(f), 1d — единичная матрица. Наконец, если
λ = {l1, l2, . . . , lp} — разложение положительного целого k в сумму p слагаемых,
записанных в порядке убывания: l1 ≥ l2 ≥ · · · ≥ lp > 0, то

Uλ(f) := diag{Ul1(f), Ul2(f), . . . , Ulp(f)}

и ее характеристический полином det(t1−Uλ(f)) есть f(t)k. Пусть A ∈ GL(n, q)
имеет характеристический полином

fk1
1 fk2

2 . . . fkNN ,

где f1, f2, . . . , fN суть различные неприводимые полиномы над Fq, ki ≥ 0 (i =
1, 2, . . . , N), и если d1, d2, . . . , dN — соответствующие степени f1, f2, . . . , fN с
N∑
i=1

kidi = n, то A сопряжена с

diag{Uν1(f1), Uν2(f2), . . . , UνN (fN )},
в GL(n, 2), где ν1, ν2, . . . , νN — некоторые разбиения k1, k2, . . . , kN соответствен-
но. В таком случае классы сопряженности c группы A обозначим символом

c =
(
fν11 fν22 . . . fνNN

)
.

Кроме того, если B сопряжена c diag{Uk1(f1), Uk2(f2), . . . , UkN (fN )}, то

o(B) = l.c.m.{o(Uk1(f1)), o(Uk2(f2)), . . . , o(UkN (fN ))}. (1)

С другой стороны, легко видеть, что o(A) делит o(B). Следовательно, среди
всех элементов GL(n, 2), имеющих один тот же характеристический полином
fk1
1 fk2

2 . . . fkNN , у B наибольший порядок.
Определение. Пусть f ∈ Fq[t] — ненулевой полином. Если f(0) 6= 0, то

наименьшее положительное целое e, для которого f(t) делит te − 1, называют
порядком f и обозначают через ord(f).

Если A — элемент из GL(n, q) с характеристическим полиномом f(t), то из-
вестно, что порядок A в GL(n, q) равен ord(f). Поэтому нахождение порядков
полиномов над Fq важно для нахождения порядков элементов в общих линей-
ных группах и мы будем интересоваться GL(n, 2).

Пусть w(d, 2) — число неприводимых полиномов f(t) степени d над F2. Да-
лее, если w(d, 2) = k, то найдутся k неприводимых полиномов степени d над F2,
допустим, g1, g2, . . . , gk. Разумеется, o(U1(gi)) = ord(gi) делит 2d − 1, а также
существует gj , 1 ≤ j ≤ k, такое, что o(U1(gj)) = ord(gj) = 2d − 1.

Сформулируем наш первый результат.
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Лемма 1. Пусть n =
N∑
i=1

kidi, где k1, k2, . . . , kN , d1, d2, . . . , dN — положи-

тельные целые и n ≥ 3. Пусть e = l. c.m.{2d1 − 1, 2d2 − 1, . . . , 2dN − 1} и m —
наименьшее целое такое, что 2m ≥ max{k1, k2, . . . , kN}. Тогда 2me ∈ ω(Ln(2)).

Доказательство. Пусть A ∈ Ln(2) имеет характеристический полином

f = fk1
1 fk2

2 . . . fkNN ,

где f1, f2, . . . , fN суть различные неприводимые полиномы над F2 степеней
d1, d2, . . . , dN соответственно и o(U1(fi)) = ord(fi) = 2di − 1. Предположим,
что A сопряжена с

diag{Uk1(f1), Uk2(f2), . . . , UkN (fN )}.

Тогда по теореме 3.8 из [15] имеем

o(Uki(fi)) = 2mi ord(fi) = 2mi(2di − 1), i = 1, 2, . . . , N,

где mi — наименьшее целое с 2mi ≥ ki. Также по (1) получим

o(A) = l.c.m.{o(Uk1(f1)), o(Uk2(f2)), . . . , o(UkN (fN ))}
= l.c.m.{2m1(2d1 − 1), 2m2(2d2 − 1), . . . , 2mN (2dN − 1)}

= 2m × l.c.m.{2d1 − 1, 2d2 − 1, . . . , 2dN − 1},

где m = max{m1,m2, . . . ,mN}. �
В следующем результате мы установим некоторые свойства множества

ω(Ln(2)). Их доказательства основаны на изучении структуры классов сопря-
женности Ln(2) и некоторых арифметических рассуждениях.

Следствие 1. Справедливы следующие утверждения.
(a) Для n ≥ 3 имеет место включение ω(Ln(2)) ⊂ ω(Ln+1(2)). В частности,

2i − 1 ∈ ω(Ln(2)) для каждого 1 ≤ i ≤ n.
(b) (qn− 1)/d(q− 1) и (qn−1− 1)/d принадлежат µ(Ln(q)), где d = (n, q− 1).

В частности, 2n−1 − 1, 2n − 1 ∈ µ(Ln(2)).
(c) Если s — наименьшее целое такое, что 2s ≥ n, то 2s — 2-период Ln(2),

тем самым s ∈ N таково, что 2s ∈ ω(Ln(2)) и 2s+1 /∈ ω(Ln(2)).
(d) Если A ∈ Ln(2), то o(A) ≤ 2n − 1.
(e) k(2n−2 − 1) ∈ ω(Ln(2)) тогда и только тогда, когда k равно 1, 2 или 3.

Кроме того, если m ∈ µ(Ln(2)) и m четно, то m ≤ 2(2n−2 − 1).

(f) Пусть n =
N∑
i=1

di, где d1, d2, . . . , dN — целые положительные и (di, dj) = 1

для любых i, j = 1, 2, . . . , N . Тогда
N∏
i=1

(2di − 1) ∈ µ(Ln(2)).

Доказательство. (a) Очевидно, Ln(2) ↪→ Ln+1(2) для любого n ≥ 2, так
что ω(Ln(2)) ⊆ ω(Ln+1(2)). Кроме того, Li(2) содержит цикл Зингера порядка
2i − 1. Это завершает доказательство п. (a).

(b) См. лемму 14 в [16].

(c) Пусть сначала s — наименьшее целое такое, что 2s ≥ n. Тогда по лемме 1
заключаем, что 2s ∈ ω(Ln(2)). Далее, предположим, что c =

(
fk1
1 fk2

2 . . . fkNN
)
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представляет произвольный класс сопряженности в Ln(2), где fi — неприводи-
мый полином над F2 степени di и B ∈ c. Пусть |k|p — p-часть числа k. Рассуж-
дения, аналогичные приведенным в доказательстве леммы 1, показывают, что
|o(B)|2 делит 2m, гдеm— наименьшее целое такое, что 2m ≥ max{k1, k2, . . . , kN}.

Очевидно, что max{k1, k2, . . . , kN} ≤ n, когда
N∑
i=1

kidi = n, откуда заключаем,

что 2m ≤ 2s и, следовательно, |o(B)|2 ≤ 2s. Поэтому 2s — 2-период Ln(2).

(d) Пусть A ∈ Ln(2) имеет характеристический полином f = fk1
1 fk2

2 . . . fkNN ,
где fi — неприводимый полином над F2 степени di. Допустим, что m и e, как в

лемме 1. Очевидно, что o(A) делит 2me. Замечая, что
N∑
i=1

diki = n, заключаем,
что

o(A) ≤ 2me ≤ 2m(2d1 − 1)(2d2 − 1) . . . (2dN − 1) ≤ 2

(
m+

N∑
i=1

di

)

− 1 ≤ 2n − 1,

и это завершает доказательство п. (d).

(e) Пусть A ∈ Ln(2). Ясно, что A ∈
(
fn−2fki

)
тогда и только тогда, ко-

гда (i, k) равно (1, 2) или (2, 1). Используя (1), в первом случае имеем o(A) =
2(2n−2 − 1), а в последнем —

o(A) =
{

2n−2 − 1, если n четно,
3(2n−2 − 1), если n нечетно.

Отсюда k(2n−2 − 1) ∈ ω(Ln(2)) тогда и только тогда, когда k равно 1, 2 или 3.
Рассуждая, как в доказательстве п. (d), можно доказать, что 2(2n−2 − 1) —
наибольшее четное в ω(Ln(2)), откуда 2(2n−2 − 1) ∈ µ(Ln(2)).

(f) Пусть A ∈ (f1f2 . . . fN ), где fi — неприводимый полином над F2 степени
di, и o(U1(fi)) = 2di − 1. По лемме 1 легко показать, что

o(A) = l.c.m.{2d1 − 1, 2d2 − 1, . . . , 2dN − 1} =
N∏

i=1

(2di − 1),

так как (2di − 1, 2dj − 1) = 2(di,dj) − 1 = 1.
Докажем теперь, что o(A) ∈ µ(Ln(2)). Предположим, что Ln(2) содер-

жит элемент, пусть B, такой, что o(A) делит o(B). Предположим, что B ∈(
gk1
1 gk2

2 . . . gkzz
)
, где gj , 1 ≤ j ≤ z, — неприводимый полином над F2 степе-

ни mj ,
z∑

j=1
kjmj = n и o(U1(gj)) = 2mj − 1. Из леммы 1 имеем o(B) = 2te,

где t — наименьшее положительное целое такое, что 2t ≥ max{k1, k2, . . . , kz} и
e = l.c.m.{2m1 − 1, 2m2 − 1, . . . , 2mz − 1}. Поскольку o(A) делит o(B), для каж-
дого i найдется j(i) такое, что di | mj(i) , 1 ≤ i ≤ N . Тогда di ≤ mj(i) влечет
N∑
i=1

di ≤
N∑
i=1

mj(i) . С другой стороны, так как ki ≥ 1, получаем

z∑

j=1

mj ≤
z∑

j=1

kjmj = n =
N∑

i=1

di ≤
N∑

i=1

mj(i) .

Следовательно, имеет место равенство, откуда N = z, ki = 1 и mj(i) = di для
всех i, 1 ≤ i ≤ N . Тем самым A = B. Следствие доказано. �
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3. Предварительные результаты

Начнем с известных теорем Грюнберга и Кегеля.

Теорема Грюнберга — Кегеля (см. [17, теорема A]). Если G — конечная
группа с несвязным графом GK(G), то имеет место одно из следующих свойств:

(1) s(G) = 2, G фробениусова или 2-фробениусова.
(2) G — расширение π1(G)-группы N посредством группы G1, где P ≤ G1 ≤

Aut(P ), P — неабелева простая группа и G1/P — π1(G)-группа. Кроме того,
s(P ) ≥ s(G), и для каждого i, 2 ≤ i ≤ s(G), существует j, 2 ≤ j ≤ s(P ), такое,
что ωj(P ) = ωi(G).

Лемма 2 (см. [18]). Пусть P — конечная простая группа с несвязным
графом GK(P ). Тогда |µi(P )| = 1 для 2 ≤ i ≤ s(P ). Пусть ni(P ) — единичный
элемент в µi(P ) для i ≥ 2. Тогда значения P , π1(P ) и ni(P ) при 2 ≤ i ≤ s(P )
таковы, как в табл. 2a–2c из [19].

Лемма 3 [16, лемма 14]. Имеют место следующие утверждения.
(a) (qn−1)/(q+1)(n, q+1) ∈ ω(Un(q)) для четного n и (qn−1−1)/(n, q+1) ∈

ω(Un(q)) для нечетного n.
(b) 3n−1 − 1 ∈ ω(2Dn(3)).

Лемма 4 (см. [20]). Пусть a, b ∈ Ln(q), q = rm, n ≥ 4, o(a) = r и [a, b] = 1.
Тогда π(o(b)) ⊆ π(SL(n− 2, q)).

В качестве непосредственного следствия из леммы 4 отметим, что в графе
GK(Lp(2)) вершина 2 не соединена с 2[p−1]. Другими словами, получаем

Следствие 2. 2 · 2[p−1] /∈ ω(Lp(2)).
С другой стороны, в следующей лемме мы докажем, что существует внеш-

ний автоморфизм Lp(2) порядка 2 · 2[p−1], и это несомненно доказывает, что
ω(Lp(2))  ω(Aut(Lp(2))).

Лемма 5. 2 · 2[p−1] ∈ ω(Aut(Lp(2))).
Доказательство. Достаточно рассмотреть графовый автоморфизм α по-

рядка 2 группы K = Lp(2). Тогда, так как p нечетно, имеем

CK(α) ∼= PSO+(p, 2) порядка 2((p−1)/2)2(22 − 1)(24 − 1) . . . (2p−1 − 1).

(см. 19.9 в [21]). �
В следующей лемме будет доказано существование фробениусовой группы

типа 2n−1 : 2n−1 − 1 в Ln(2).

Лемма 6. Линейная группа Ln(2), n ≥ 3, содержит фробениусову под-
группу KC, ядро которой K является элементарной абелевой 2-группой поряд-
ка 2n−1, дополнение которой C есть циклическая группа порядка 2n−1 − 1.

Доказательство. Пусть H = 〈A〉, где A ∈ GL(n− 1, 2) и o(A) = 2n−1− 1.
Тогда

L =
{[

1 a1a2 . . . an−1

0 X

]
| X ∈ H, ai ∈ F2, 1 ≤ i ≤ n− 1

}
≤ Ln(2).

Положим

K =
{[

1 a1a2 . . . an−1

0 I

]
| ai ∈ F2, 1 ≤ i ≤ n− 1

}
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и

C =
{[

1 0
0 X

]
| X ∈ H

}
.

Ясно, что K — элементарная абелева 2-группа порядка 2n−1 и C — циклическая
группа порядка 2n−1 − 1. Кроме того, мы имеем полупрямое произведение
L = K o C, являющееся группой Фробениуса, что и требовалось. �

Покажем, как фробениусова подгруппа типа 2p−1 : p может быть построена
в Lp(2).

Лемма 7 (Заварницын). Линейная группа Lp(2), p ≥ 3, содержит фробе-
ниусову подгруппу конфигурации 2p − 1 : p.

Доказательство. Есть общий факт, что группа GL(n, q) содержит под-
группу, изоморфную Zqn−1 : Zn — расширению циклической группы порядка
qn−1 посредством циклической группы порядка n (см. [22, п. 7.3]). Эта группа,
вообще говоря, не фробениусова, но в случае n = p (простое) и q = 2 является
фробениусовой, ибо 2p − 1 ∈ µ(Lp(2)). �

Лемма 8 [23]. Пусть G — конечная группа, N — нормальная подгруппа
в G и G/N — фробениусова группа с фробениусовым ядром F и циклическим
дополнением C. Если (|F |, |N |) = 1 и F не содержится в NCG(N)/N , то p|C| ∈
ω(G) для некоторого простого делителя p числа |N |.

4. Доказательство основной теоремы

Пусть G — конечная группа такая, что ω(G) = ω(Lp(2)) с p = 2[p−1]. В
таком случае по следствию 2 будет 2p /∈ ω(G). Как было отмечено, простые
группы Ln(2) для n = 3, 4, . . . , 8, 11 распознаваемы, так что рассмотрим p ≥
13. Простые группы Lp(2), где p простое нечетное, имеют две компоненты
связности:

π1 = π

(

2
p−1∏

i=1

(2i − 1)

)

и π2 = π(2p − 1).

Докажем, что G ∼= Lp(2).
Следующая лемма сводит задачу к изучению простых групп.

Лемма 9. Выполнен п. (2) теоремы Грюнберга — Кегеля.
Доказательство вытекает из основного результата в [24]. �

Далее будем использовать обозначения из п. (2) теоремы Грюнберга — Ке-
геля.

Лемма 10. P ∼= Lp(2).
Доказательство. Согласно классификации конечных простых групп мы

знаем, что возможности для P таковы:
(1) знакопеременные группы An, n ≥ 5;
(2) 26 спорадических конечных простых групп;
(3) простые группы лиева типа.
Рассмотрим эти случаи по отдельности. Предположим сначала, что P —

знакопеременная группа An, n ≥ 5. Из [17] известно, что nj(An) для j ≥ 2
является простым нечетным. Отсюда 2p−1 должно быть простым и n ≥ 2p−1.
Рассмотрим простое r между b 2

p−1
2 c и 2p−1. Ясно, что r > 2p−1−1, тем самым

r ∈ π(An)\π(G);
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противоречие.
Предположим теперь, что P — спорадическая простая группа. Так как

согласно [17] ni(P ), i ≥ 2, для всех спорадических простых групп простые,
меньшие 71, то 2p − 1 простое и 2p − 1 < 71, что приводит к противоречию с
тем, что p ≥ 13.

Наконец, пусть P — простая группа лиева типа. Используем результаты,
вошедшие в табл. 2a–2c из [19], для доказательства того, что P изоморфно
Lp(2). Согласно числу компонент графа простых чисел группы P докажем
наше утверждение, рассмотрев соответствующие случаи.

Случай 1. s(P ) = 2.
В этом случае имеем n2(P ) = 2p − 1.
(1) Если P ∼= Ar−1(q), (r, q) 6= (3, 2), (3, 4), где r простое нечетное, то

(qr − 1)/(q − 1)d = 2p − 1, где d = (r, q − 1).
Предположим сначала, что d = 1. В таком случае если q = 2, то r = p

и P ∼= Lp(2), что и требовалось. Тем самым мы можем считать, что q > 2.
Вычислениями получаем, что qr−1 − 1 = 2(q − 1)(2p−1 − 1)/q, и ввиду того, что
qr−1−1 ∈ ω(Ar−1(q)), имеем 2(q−1)(2p−1−1)/q ∈ ω(G). Если q четно, то q = 2;
противоречие. Если q нечетно, то из 2(q− 1)(2p−1− 1)/q > 2(2p−2− 1) получаем
противоречие со следствием 1(e).

Пусть теперь d = r. Если q четно, скажем q = 2m, то

2mr − 1 = r(2m − 1)(2p − 1).

Очевидно, что mr > p ≥ 13. Рассмотрим теперь примитивный простой делитель
s = 2[mr]. Ясно, что s ∈ π(2mr − 1), но s /∈ π(r(2m− 1)(2p− 1)), что невозможно.
Тем самым можно считать, что q нечетно. В таком случае имеем

qr−1 − 1
r

=
(
q − 1
q

)[
(2p − 1)− 1

r

]
>

1
2
(2p − 2) = 2p−1 − 1 > 2(2p−2 − 1),

и так как по следствию 1(b) (qr−1 − 1)/r ∈ ω(P ) ⊂ ω(G), снова приходим к
противоречию со следствием 1(e).

(2) Предположим, что P ∼= Ar(q), где q−1 делит r+1. Тогда qr−1
q−1 = 2p−1.

Поскольку Ar(q) содержит элемент порядка (qr+1−1)/(q−1)2 > 2p−1, приходим
к противоречию со следствием 1(d).

(3) Если P ∼= 2Ar−1(q), где r простое нечетное, то qr+1
(q+1)(r,q+1) = 2p − 1. По

лемме 3(a) P содержит элемент порядка (qr−1 − 1)/(r, q + 1) > 2p − 1; противо-
речие.

(4) Случай, когда P ∼= 2Ar(q), r простое нечетное, q — простая степень,
(q + 1) | (r + 1) и (r, q) 6= (3, 3), (5, 2), может быть рассмотрен аналогично.

(5) P ∼= 2A3(2) или 2F4(2)′. Так как p ≥ 13, то 2p − 1 > 13.

(6) Если P ∼= Bn(q), n = 2m ≥ 4, q нечетно, то qn+1
2 = 2p − 1 и тем самым

4(2p−1 − 1) = qn − 1 = (q
n
2 − 1)(q

n
2 + 1).

Поэтому 8 должно быть делителем 4(2p−1 − 1); противоречие.

(7) Если P ∼= Br(3), где r простое нечетное, то 3r−1
2 = 2p − 1. Отсюда

4(2p−1 − 1) = 3(3r−1 − 1) = 3(3
r−1
2 − 1)(3

r−1
2 + 1)
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и снова должно быть 8 | 4(2p−1 − 1), что невозможно.

(8) Если P ∼= Cn(q), n = 2m ≥ 4, то qn+1
(2,q−1) = 2p− 1. Если (2, q− 1) = 1, то q

нечетно и тогда 2p− qn = 2; противоречие. Если (2, q− 1) = 2, то 2p− 1 = qn+1
2 ,

и мы приходим к противоречию, как в (6).

(9) Допустим, что P ∼= Cr(q), где r простое нечетное и q = 2, 3.
(i) Если P ∼= Cr(2), то из 2r − 1 = 2p − 1 вытекает, что r = p и P ∼= Cp(2).

В таком случае имеем

π1(P ) = π

(

2(2p + 1)
p−1∏

i=1

(22i − 1)

)

.

Рассмотрим теперь примитивный простой делитель s = 2[2p] ∈ π(2p + 1). Ясно,
что s ∈ π(P )\π(G); противоречие.

(ii) Если P ∼= Cr(3), то 3r−1
2 = 2p − 1, и мы приходим к противоречию, как

в (7).

(10) P ∼= Dr(q), где r ≥ 5 простое нечетное и q = 2, 3, 5.
(i) Если P ∼= Dr(2), то 2r − 1 = 2p − 1 и тем самым r = p. Теперь

π1(P ) = π

(

2
p−1∏

i=1

(22i − 1)

)

и рассмотрим примитивный простой делитель s = 2[2(p−1)]. Очевидно, что s
делит 2p−1 + 1, так что s ∈ π(P )\π(G); противоречие.

(ii) Если P ∼= Dr(3), то 3r−1
2 = 2p − 1, что невозможно, как в (7).

(iii) Если P ∼= Dr(5), где r ≥ 5 нечетное простое, то 5r−1
4 = 2p − 1. Вычис-

лениями получим, что 5(5r−1 +1) = 2(2p+1 +1). Но тогда 2[2(p+1)] ∈ π(P )\π(G);
противоречие.

(11) Допустим, что P ∼= Dr+1(q), где q = 2, 3.
(i) Пусть сначала q = 2. Тогда 2r − 1 = 2p − 1, откуда r = p и P ∼= Dp+1(2).

Далее,

π1(P ) = π

(

2(2p + 1)
p−1∏

i=1

(22i − 1)

)

,

и, как выше, рассмотрим примитивный простой делитель s = 2[2p]. Вновь легко
видеть, что s ∈ π(P )\π(G); противоречие.

(ii) Случай, когда P ∼= Dr+1(3), аналогичен (7).

(12) Если
P ∼= 2Dn(q), n = 2m ≥ 4,

то qn+1
(2,q−1) = 2p − 1, и доказательство аналогично таковому для (8).

(13) Если
P ∼= 2Dn(2), n = 2m + 1 ≥ 5,

то 2n−1 + 1 = 2p − 1, т. е. 2p − 2n−1 = 2; противоречие.
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(14) Допустим, что P ∼= 2Dr(3), где r простое нечетное и 5 ≤ r 6= 2m + 1.
В таком случае 3r+1

4 = 2p − 1. По лемме 3(b) P содержит элемент порядка
3r−1 − 1 > 2p − 1; противоречие.

(15) Если
P ∼= 2Dn(3), 9 ≤ n = 2m + 1 6= r,

где r нечетное простое, то 3n−1+1
2 = 2p − 1, и приходим к противоречию по

аналогии с (6).

(16) Предположим, что

P ∼= G2(q), 2 < q ≡ εmod 3, ε = ±1.

В этом случае q2 − εq + 1 = 2p − 1. Рассмотрим два случая.
(i) ε = +1. В этой ситуации имеем

q(q − 1) = 2(2p−1 − 1) = 2(2
p−1
2 − 1)(2

p−1
2 + 1).

Ясно, что q нечетно. Если q делит 2
p−1
2 − 1, то можно считать, что

q =
2
p−1
2 − 1
k

для некоторого k, следовательно,

q ≤ 2
p−1
2 − 1.

Кроме того,
q − 1 = 2(2

p−1
2 + 1)k ≥ 2(2

p−1
2 + 1).

Значит,
2 · 2

p−1
2 + 3 ≤ q ≤ 2

p−1
2 − 1;

противоречие. Если q делит 2
p−1
2 + 1, то

q =
2
p+1
2 − 1
k

≤ 2
p+1
2 − 1, q − 1 = 2(2

p−1
2 − 1)k ≥ 2(2

p−1
2 − 1),

откуда
2(2

p−1
2 − 1) ≤ q ≤ 2

p−1
2 + 1,

или 2
p−1
2 ≤ 2, и мы получили противоречие с тем, что p ≥ 13.

(ii) ε = −1. Рассуждая, как выше, приходим к противоречию.

(17) Случаи, когда P ∼= 3D4(q) или P ∼= F4(q), q нечетно, аналогичны (16).

(18) Рассуждения, подобные прежним, отклоняют случай, когда P ∼= E6(q).

Случай 2. s(P ) = 3.
Здесь имеем n2(P ) = 2p − 1 или n3(P ) = 2p − 1.

(1) Если

P ∼= A1(q), 3 < q ≡ εmod 4, ε = ±1, q = rm(r простое),

то r = 2p − 1 или q+ε
2 = 2p − 1.
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(i) Допустим сначала, что r = 2p − 1. Если m > 1, то rm+1
2 > r = 2p − 1, а

так как
rm + 1

2
∈ ω(P ) ⊆ ω(G),

приходим к противоречию по следствию 1(d). Тем самым можно считать, что
m = 1. В этом случае имеем |P | = 2p(2p−1−1)(2p−1) и |Aut(P ) : P | = 2. Ввиду
того, что P ≤ G/N ≤ Aut(P ), множество π(N) содержит нечетное простое,
скажем s. Рассмотрим фробениусову подгруппу 2p − 1 : 2p−1 − 1 группы P . Из
леммы 8 следует, что G содержит элемент порядка s(2p−1−1), что противоречит
следствию 1(b).

(ii) Пусть теперь q+ε
2 = 2p−1, где ε = ±1. Если ε = −1, то q равно 2p+1−1,

которое делит |P |, но не |G|, а такое невозможно. Если ε = +1, то

|P | = 22(2p−1 − 1)(2p − 1)(2p+1 − 1).

Пусть q = rm, где r простое нечетное. Так как rm = 2p+1 − 3, очевидно, r > 3
и m < p − 1. Рассмотрим теперь примитивный простой делитель s := 2[p−2].
Ясно, что s ≥ p− 1 > m, и поскольку

Aut(P ) ∼= PGL(2, q)o Zm,

имеем s /∈ π(Aut(P )). Отсюда s ∈ π(N). Рассуждая, как в предыдущем разделе,
можно показать, что рассматриваемый случай невозможен.

(2) Если P ∼= A1(q), q = 2n > 2, то q−1 = 2p−1 или q+1 = 2p−1. Допустим
сначала, что q − 1 = 2p − 1. Тогда q = 2p и рассмотрим примитивный простой
делитель 2[2p] ∈ π(2p + 1) = π(q + 1). Ясно теперь, что 2[2p] ∈ π(P ) \ π(G);
противоречие. Предположим, далее, что q+1 = 2p−1. В этом случае получаем
2p − 2n = 2; противоречие с тем, что p ≥ 13.

(3) Предположим, что P ∼= 2Dr(3), где r = 2m + 1 простое. Тогда должно
быть 3r+1

4 = 2p − 1 или 3r−1+1
2 = 2p − 1. Рассмотрим эти случаи отдельно.

(i) Пусть сначала 3r+1
4 = 2p − 1. В этом случае получим 22(2p + 1) =

32(3r−2 + 1). С другой стороны, имеем

π1(P ) = π1(2Dr(3)) = π

(

3(3r−1 − 1)
r−2∏

i=1

(32i − 1)

)

.

Рассмотрим теперь примитивный простой делитель 2[2p]. Ясно, что 2[2p] ∈
π(2p + 1), тем самым 2[2p] ∈ π(3r−2 + 1) ⊂ π1(P ); противоречие с тем, что
2[2p] /∈ π(G).

(ii) Предположим, далее, что 3r−1+1
2 = 2p − 1. Тогда легко видеть, что

2p+1 = 3(3r−2 + 1); противоречие.

(4) Если P ∼= G2(q), где q = 3n, то q2 + q+1 = 2p− 1 или q2− q+1 = 2p− 1.
Воспользуемся методом, подобным использованному выше (случай 1(16)), для
доказательства того, что такое невозможно.

(5) Предположим, что P ∼= 2G2(q), где q = 32n+1 > 3. В этом случае должно
быть 32n+1 − 3n+1 + 1 = 2p − 1 или 32n+1 + 3n+1 + 1 = 2p − 1. Допустим, что
32n+1 − 3n+1 + 1 = 2p − 1. Тогда легко вывести, что 2(2

p−1
2 − 1)(2

p−1
2 + 1) =
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3n+1(3n − 1). Если 3n+1 делит 2
p−1
2 − 1, то 3n − 1 < 3n+1 ≤ 2

p−1
2 − 1 < 2

p−1
2 + 1.

Тогда
3n+1(3n − 1) < 2(2

p−1
2 − 1)(2

p−1
2 + 1);

противоречие. Допустим теперь, что 3n+1 делит 2
p−1
2 + 1. Тогда 2

p−1
2 + 1 =

k(3n+1) при некотором k и тем самым 3n+1 ≤ 2
p−1
2 + 1. С другой стороны,

заметим, что 2k(2
p−1
2 − 1) = 3n − 1, так что 3n − 1 ≥ 2(2

p−1
2 − 1), т. е.

3n ≥ 2
p+1
2 − 1.

Поэтому
2
p+1
2 − 1 ≤ 3n < 3n+1 ≤ 2

p−1
2 + 1;

противоречие. В остальных случаях обсуждения аналогичны.

(6) Если P ∼= F4(q), q четно, то q4 + 1 = 2p − 1 или q4 − q2 + 1 = 2p − 1.
Первый случай, очевидно, невозможен. Для последнего случая рассуждения,
подобные проведенным в случае 1(16), также приводят к противоречию.

(7) Если P ∼= 2F4(q), где q = 22m+1 > 2, то
22(2m+1) − 23m+2 + 22m+1 − 2m+1 + 1 = 2p − 1,

или
22(2m+1) + 23m+2 + 22m+1 + 2m+1 + 1 = 2p − 1.

Теперь нетрудно увидеть, что ни одно из этих равенств не может быть выпол-
нено.

(8) Если P ∼= 2A5(2), E7(2) или E7(3), то 2p− 1 равно 7, 11, 73, 127, 757 или
1093, а это противоречит тому, что p ≥ 13.

Случай 3. s(P ) = 4, 5.

(1) Если P ∼= A2(4), 2E6(2), то, так как 2p > 19, этот случай не выполняется.

(2) Если P ∼= 2B2(22m+1) и 22m+1±2m+1+1 = 2p−1, тоm = 0 в противоречие
с тем, что m ≥ 1.

Если 22m+1 − 1 = 2p − 1, то p = 2m + 1 и найдется элемент порядка 2[4p] в
P . Но такой элемент не может быть в Lp(2).

(3) Если P ∼= E8(q), то 2p − 1 будет одним из следующих.
(i) q8 − q7 + q5 − q4 + q3 − q + 1. Отсюда

2(2p−1 − 1) = q(q − 1)(q + 1)(q5 − q4 + q3 + 1)
в противоречие с тем, что 8 делит (q2 − 1), если q нечетно. Если q четно, то
q = 2 также приводит к противоречию.

(ii) q8 + q7 − q5 − q4 − q3 + q + 1. Отсюда
2(2p−1 − 1) = q(q − 1)(q + 1)(q5 + q4 + q3 − 1),

а это противоречит тому, что 8 делит (q2 − 1), если q нечетно. Если q четно, то
q = 2 также дает противоречие.

(iii) q8 − q6 + q4 − q2 + 1. Тогда
2(2p−1 − 1) = q2(q − 1)(q + 1)(q4 + q2 − 1),

а это противоречит тому, что 8 делит (q2 − 1), если q нечетно. Если q четно, то
q2 = 2 также приводит к противоречию.

(iv) q8 − q4 + 1. В этом случае
2(2p−1 − 1) = q4(q4 − 1),

и мы снова приходим к противоречию. �
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Лемма 11. N = 1.
Доказательство. По лемме 10 P ∼= Lp(2). Так как s(G) = 2 и N — π1-

группа, �-подгруппа группы G, где � ⊆ π2, действует без неподвижных точек
на N . Отсюда согласно результатам Томпсона (см. [13, с. 337]) N нильпотент-
на. Предположим, что N 6= 1. Не уменьшая общности, можно считать, что
N — элементарная абелева r-подгруппа в G для некоторого простого r ∈ π1(G).
Предположим сначала, что r 6= 2. По лемме 6 P содержит фробениусову под-
группу с ядром порядка 2p−1 и циклическим дополнением порядка 2p−1 − 1.
Применяя лемму 8 к этой фробениусовой группе, получаем, что G содержит
элемент порядка r.(2p−1 − 1), что противоречит следствию 1(b). Итак, N —
нетривиальная 2-подгруппа. В таком случае по лемме 7 P содержит фробени-
усову подгруппу конфигурации 2p− 1 : p и G будет содержать элемент порядка
2p; противоречие. �

Лемма 12. G = P ∼= Lp(2).
Доказательство. По леммам 10 и 11 имеем N = 1 и P ∼= Lp(2). Оче-

видно, что P ≤ G ≤ Aut(P ) и тем самым G = P или G = Aut(P ), потому что
|Out(P )| = 2. С другой стороны, по лемме 5 ω(G)  ω(Aut(P )), откуда G = P ,
что и требовалось. �
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