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ГРАФЫ КЭЛИ ГРУПП Zd И ПРЕДЕЛЫ

ВЕРШИННО–ПРИМИТИВНЫХ ГРАФОВ HA–ТИПА
К. В. Костоусов

Аннотация: Исследуются предельные графы для конечных графов, допускающих
вершинно-примитивную группу автоморфизмов, содержащую регулярную абелеву
нормальную подгруппу. В [1] показано, что эти предельные графы являются гра-
фами Кэли групп Zd. В данной работе доказано, что для каждого d > 1 мно-
жество графов Кэли группы Zd, являющихся предельными для конечных графов
с вершинно-примитивными и реберно-транзитивными группами автоморфизмов,
счетно (причем в явном виде указаны счетные подмножества таких предельных
графов). Кроме того, при d < 4 перечислены все графы Кэли групп Zd, являю-
щиеся предельными графами для минимальных вершинно-примитивных графов.
Доказательства основываются на связи групп автоморфизмов графов Кэли групп
Z
d с кристаллографическими группами.

Ключевые слова: вершинно-примитивный граф, реберно-симметрический граф,
предельный граф, граф Кэли свободной абелевой группы конечного ранга, кри-
сталлографическая группа.

Введение

Всюду далее под графом понимается неориентированный граф без петель
и кратных ребер. Множество вершин графа � обозначается через V (� ), а мно-
жество ребер — через E(� ).

Граф называется вершинно-симметрическим (соответственно реберно-сим-
метрическим), если группа его автоморфизмов действует транзитивно на мно-
жестве вершин (соответственно ребер).

Пусть d — положительное целое число и M — система порождающих груп-
пы Zd такая, что M = −M , 0 �∈ M . Тогда графом Кэли группы Zd, соответ-
ствующим системе порождающих M , называется граф �Zd,M с множеством
вершин V (�Zd,M ) = Zd и множеством ребер E(�Zd,M ) = {{a, b} | a − b ∈ M}.
Группа автоморфизмов Aut(�Zd,M ) графа Кэли �Zd,M действует транзитивно на
V (�Zd,M ). Пусть Aut(�Zd,M )0 — стабилизатор вершины 0 в группе Aut(�Zd,M ).
Легко видеть, что граф �Zd,M является реберно-симметрическим тогда и только
тогда, когда множество M является Aut(�Zd,M )0-орбитой. Реберно-симметри-
ческий граф Кэли �Zd,M группы Zd назовем минимальным, если множество M
обладает наименьшей мощностью среди мощностей Aut(�Zd,M )0-орбит, отлич-
ных от {0}.

Пусть G — группа подстановок некоторого множества �. Напомним, что
блоком импримитивности группыG называется непустое подмножество� мно-
жества � такое, что g(�) ∩ � ∈ {�,∅} для каждого g ∈ G. Все множество � и
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любое его одноэлементное подмножество называются тривиальными блоками
импримитивности группы G. Группа G называется примитивной, если она не
имеет нетривиальных блоков импримитивности. Группа G называется регуляр-
ной, если она транзитивна на � и стабилизатор любой точки x ∈ � в группе G
единичен.

ЕслиX — произвольное множество конечных связных вершинно-примитив-
ных (т. е. допускающих примитивную на множестве вершин группу автомор-
физмов) графов, то предельными дляX называются такие бесконечные связные
графы, у которых каждый шар изоморфен шару некоторого графа из X (см.
[1]). Описание предельных для X графов доставляет описание типичного стро-
ения шаров графов из X .

Конечный связный граф � называется вершинно-примитивным графом
HA-типа, если он допускает примитивную на вершинах группу автоморфиз-
мов G, обладающую регулярной абелевой нормальной подгруппой. Если, кроме
того, валентность � не превосходит валентности любого связного графа �, для
которого V (� ) = V (�) и G ≤ Aut(�), то � называетсяминимальным вершинно-
примитивным графом HA-типа. Заметим, что в последнем случае группа G
действует транзитивно на ребрах графа � и, следовательно, этот граф является
реберно-симметрическим.

По теореме 4 из [1] каждый предельный граф для множества вершинно-
примитивных графов HA-типа является графом Кэли группы Zd для некоторо-
го d. Отсюда легко следует, что каждый предельный граф для множества ми-
нимальных вершинно-примитивных графов HA-типа является минимальным
графом Кэли группы Zd для некоторого d.

Нетрудно построить бесконечно много попарно неизоморфных графов Кэ-
ли группы Zd фиксированной валентности уже в случае d = 1. В то же время в
случае d = 1 существует только один реберно-симметрический граф Кэли груп-
пы Zd, а именно граф, соответствующий множеству порождающихM = {1,−1}.
Несложно показать, что последний граф будет также единственным графом Кэ-
ли группы Z, являющимся предельным графом для множества минимальных
вершинно-примитивных графов HA-типа.

В настоящей работе получены следующие результаты.

Теорема 1. Для каждого d ≥ 2 существует счетное число попарно неизо-
морфных реберно-симметрических графов Кэли группы Zd. Более того, для
каждого d ≥ 2 существует счетное число попарно неизоморфных реберно-сим-
метрических графов Кэли группы Zd, являющихся предельными графами для
множества реберно-симметрических вершинно-примитивных графов HA-типа.

Теорема 2. 1. Минимальные графы Кэли группы Z2 с точностью до изо-
морфизма исчерпываются графами, соответствующими следующим системам
порождающих:

M2,1 = {(1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1)};
M2,2 = {(1, 0), (1, 1), (0, 1), (−1, 0), (−1,−1), (0,−1)}.

Каждый из этих графов является предельным графом для множества мини-
мальных вершинно-примитивных графов HA-типа.

2. С точностью до изоморфизма существует только один минимальный
граф Кэли группы Z3. Он соответствуют системе порождающих

M3,1 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (−1, 0, 0), (0,−1, 0), (0, 0,−1)}
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и является предельным графом для множества минимальных вершинно-прими-
тивных графов HA-типа.

Работа имеет следующую структуру. В § 1 устанавливается важная для
дальнейшего связь групп автоморфизмов графов Кэли групп Zd с группами
аффинных преобразований и кристаллографическими группами пространства
R

d. В § 2 результаты § 1 используются для доказательства теоремы 1. На эту
связь внимание автора обратил В. И. Трофимов. Результаты § 1 позволяют,
кроме того, описывать минимальные графы Кэли групп Zd в терминах кристал-
лографических групп. В § 3 и § 4 на основе этого доказываются соответственно
утверждения 1 и 2 теоремы 2.

§ 1. Изоморфизмы и автоморфизмы
графов Кэли групп Zd

В настоящем параграфе исследуются изоморфизмы и автоморфизмы гра-
фов Кэли групп Zd. Показывается, в частности, что каждый автоморфизм
графа Кэли группы Zd естественным образом продолжается до аффинного пре-
образования пространства Rd, а полученная таким образом группа аффинных
преобразований сопряжена в A(d) с некоторой кристаллографической группой
евклидова пространства Rd (см. теорему 3).

В настоящей работе используется следующая терминология.
Пусть K — абелева группа и M — система порождающих группы K такая,

что M = −M и 0 �∈ M . Графом Кэли группы K, соответствующим системе
порождающих M , называется граф �K,M с множеством вершин V (�K,M ) = K
и множеством ребер E(�K,M ) = {{a, b} | a − b ∈ M}. Группа Aut(�K,M ) авто-
морфизмов графа �K,M содержит подгруппу t(K) сдвигов на элементы из K.

Пусть d— положительное целое число. Фиксируя некоторый базис e1, . . . , ed
векторного пространства Rd, будем считать, что элементами Rd являются век-
тор-строки вида (x1, . . . , xd), где x1, . . . , xd — координаты элементов Rd относи-
тельно базиса e1, . . . , ed. Мы отождествляем линейные преобразования вектор-
ного пространства Rd с их матрицами относительно базиса e1, . . . , ed. Таким
образом, действие линейного преобразования A векторного пространства Rd на
элемент (x1, . . . , xd) векторного пространства Rd задается формулой

A((x1, . . . , xd)) = (A(x1, . . . , xd)t)t,

где t обозначает транспонирование матрицы.
На множестве элементов векторного пространства Rd естественным обра-

зом определена структура вещественного d-мерного евклидова пространства с
метрикой

d(x, y) =

(
d∑

i=1

(xi − yi)2
)1/2

, где x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd),

и структура вещественного d-мерного аффинного пространства.
Группа движений евклидова пространства Rd обозначается через E(d).

Группа аффинных преобразований аффинного пространстваRd обозначается че-
рез A(d). Действие элемента g ∈ E(d) задается формулой

g(x) = Ux+ a,

где x, a ∈ Rd и U ∈ O(d). Здесь через O(d) обозначается группа ортогональ-
ных d × d-матриц над R. Действие элементов группы A(d) задается той же
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формулой, но с U ∈ GL(d,R), где GL(d,R) — группа невырожденных d × d-
матриц над R. При этом U называется линейной частью движения g евклидо-
ва пространства Rd (соответственно аффинного преобразования g аффинного
пространства Rd). С каждым элементом y ∈ Rd ассоциирован параллельный
перенос t(y) ∈ E(d), t(y) : x �→ x+ y.

Линейные преобразования векторного пространства Rd с положительным
(соответственно отрицательным) определителем будем называть преобразовани-
ями первого (соответственно второго) рода. Ясно, что если некоторая группа
H линейных преобразований векторного пространства Rd содержит преобра-
зования второго рода, то она имеет вид H+ ∪ H+h−, где h− — произвольное
преобразование второго рода из H , а H+ — подгруппа, состоящая из всех пре-
образований первого рода группы H .

Для произвольного подмножества M векторного пространства Rd через
〈M〉+ обозначим подгруппу аддитивной группы векторов пространства Rd, по-
рожденную множеством M .

Подмножество L аффинного пространства Rd называется d-мерной решет-
кой, если L = a + 〈{r1, . . . , rd}〉+ для некоторого базиса r1, . . . , rd векторного
пространства Rd и некоторого элемента a аффинного пространства Rd. Всюду
далее мы будем естественным образом отождествлять Zd с 〈{e1, . . . , ed}〉+, где
e1, . . . , ed — выбранный ранее базис пространства Rd.

Напомним, что подгруппа группы E(d) называется кристаллографической
группой, если она дискретна и обладает компактной фундаментальной обла-
стью. Множество линейных частей элементов кристаллографической группы
называется линейной частью этой кристаллографической группы.

Автоморфизм g связного графа называется ограниченным, если расстоя-
ния между вершинами графа и их образами под действием g не превосходят
некоторого фиксированного числа.

Следующее предложение следует из [2, предложение 2.2].

Предложение 1. Пусть ∅ �=M ⊆ Rd, M = −M и 0 �∈M . Тогда подгруп-
па сдвигов t(〈M〉+) совпадает с группой ограниченных автоморфизмов графа
�〈M〉+,M и, в частности, t(〈M〉+) � Aut(�〈M〉+,M ).

Следующая теорема устанавливает связь между группами автоморфизмов
графов Кэли групп Zd и кристаллографическими группами евклидова про-
странства Rd. Как обычно, если G,H — группы, H < G и g ∈ G, то полагаем
Hg = g−1Hg.

Теорема 3. (a) Пусть ∅ �= Mi ⊆ Rd, Mi = −Mi, 0 �∈ Mi для i = 1, 2. Если
ψ — изоморфизм графа �〈M1〉+,M1 на граф �〈M2〉+,M2 такой, что ψ(0) = 0, то для
любых a, b ∈ 〈M1〉+ справедливо ψ(a+ b) = ψ(a) + ψ(b).

(b) Пусть M ⊆ Rd, M = −M , 0 �∈ M и 〈M〉+ — d-мерная решетка. Тогда
каждый автоморфизм g графа �〈M〉+,M единственным образом продолжается
до некоторого аффинного преобразования φ(g) пространства Rd. Более того,
существует W ∈ GL(d,R) такая, что (φ(Aut(�〈M〉+,M )))W

−1
— кристаллогра-

фическая группа пространства Rd, а (φ(Aut(�〈M〉+,M )0))W
−1
— линейная часть

этой кристаллографической группы.
Доказательство. (a) Пусть χ — изоморфизм группы Aut(�〈M1〉+,M1) на

группу Aut(�〈M2〉+,M2), определенный следующей формулой: χ(g) = ψgψ−1 для
g ∈ Aut(�〈M1〉+,M1). Очевидно, что для произвольного ограниченного автомор-
физма g графа Aut(�〈M1〉+,M1) автоморфизм χ(g) графа Aut(�〈M2〉+,M2) так-
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же является ограниченным. Поэтому по предложению 1 имеем χ(t(〈M1〉+)) =
t(〈M2〉+). Далее, для произвольных a, b ∈ 〈M1〉+ будет

ψ(a+ b) = ψt(a)(b) = ψt(a)ψ−1ψ(b) = χ(t(a))ψ(b),

что в силу χ(t(a)) ∈ t(〈M2〉+) и χ(t(a))(0) = ψ(a) влечет χ(t(a)) = t(ψ(a)). Таким
образом, ψ(a+ b) = t(ψ(a))ψ(b) = ψ(a) + ψ(b).

(b) Из предложения 1 следует, что Aut(�〈M〉+,M ) = Aut(�〈M〉+,M )0�t(〈M〉+)
(где Aut(�〈M〉+,M )0 — стабилизатор вершины 0 графа �〈M〉+,M в группе
Aut(�〈M〉+,M )). Поэтому из (a) (при M1 = M2 = M) вытекает, что каждый
автоморфизм g графа �〈M〉+,M единственным образом продолжается до некото-
рого аффинного преобразования φ(g) пространства Rd.

Пусть H := φ(Aut(�〈M〉+,M )0). Положим S := 1
|H|

∑
B∈H

BBt. Соответству-

ющая матрице S квадратичная форма xtSx на векторном пространстве Rd по-
ложительно определена, и, следовательно, существует матрица W ∈ GL(d,R)
такая, что WSW t = Ed, где Ed — единичная d × d-матрица. Поскольку для
любой матрицы B ∈ H имеем

(WBW−1)(WBW−1)t = (WBW−1)WSW t(WBW−1)t

=WBSBtW t =WB

(
1
|H |

∑
B1∈H

(B1B
t
1)
)
BtW t

=W

(
1
|H |

∑
B1∈H

(BB1)(BB1)t
)
W t =WSW t = Ed,

то HW−1
< O(d).

Так как d-мерная решетка 〈M〉+ является орбитой группы φ(Aut(�〈M〉+,M ))
= H � φ(t(〈M〉+)), то d-мерная решетка W (〈M〉+) является орбитой подгруп-
пы (φ(Aut(�〈M〉+,M )))W

−1
= HW−1 � (φ(t(〈M〉+)))W−1

группы E(d). Таким об-
разом, группа (φ(Aut(�〈M〉+,M )))W

−1
является кристаллографической группой

пространства Rd, а группа HW−1
— ее линейной частью. Теорема доказана.

Всюду ниже для произвольного g ∈ Aut(�〈M〉+,M ), где M ⊆ Rd, M = −M ,
0 �∈ M и 〈M〉+ — d-мерная решетка, под φ(g) будет пониматься аффинное пре-
образование аффинного пространства Rd, определенное в соответствии с п. (b)
теоремы 3.

Для теоремы 4 нам понадобятся следующие два простых предложения.

Предложение 2. ПустьM ∈ Rd, M = −M и 0 �∈M . Тогда Aut(�〈M〉+,M )0
действует точно на множестве вершин M графа �〈M〉+,M . Если, кроме то-
го, граф �〈M〉+,M реберно-симметрический, то множество вершин M является
Aut(�〈M〉+,M )0-орбитой.

Доказательство. Пусть элемент g ∈ Aut(�〈M〉+,M )0 поточечно стабили-
зирует M . Достаточно показать, что в этом случае g — тождественный авто-

морфизм. Произвольная вершина x графа �〈M〉+,M имеет вид
k∑

i=1
mi, где k —

неотрицательное целое, а mi — образующие изM . Из теоремы 3(a) следует, что

g(x) =
k∑

i=1
g(mi) =

k∑
i=1

mi = x. Первая часть предложения доказана.
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Теперь покажем, что для любой пары вершин mi,mj ∈ M найдется авто-
морфизм g0 ∈ Aut(�〈M〉+,M )0 такой, что g0(mi) = mj . В силу реберной сим-
метричности графа �〈M〉+,M найдется g ∈ Aut(�〈M〉+,M ) такой, что g({0,mi}) =
{0,mj}. Если g(0) = 0 (и, следовательно, g(mi) = mj), то, полагая g0 = g, по-
лучим требуемое. Если же g(0) = mj , то g(mi) = 0. Тогда для g0 := I t(−mj) g,
где I — инверсия (т. е. автоморфизм, заданный формулой x �→ −x), имеем
g0 ∈ Aut(�〈M〉+,M )0 и g0(mi) = mj . Предложение доказано.

Следующее предложение очевидно.

Предложение 3. Пусть M1 ∈ Rd, M1 = −M1, 0 �∈ M1, 〈M1〉+ — d-мерная
решетка и M2 = U(M1), где U ∈ GL(d,R). Тогда

(a) 〈M2〉+ = U(〈M1〉+) и φ(Aut(�〈M2〉+,M2)0) = (φ(Aut(�〈M1〉+,M1)0))
U−1

;
(b) графы Кэли �〈M2〉+,M2 и �〈M1〉+,M1 изоморфны.

Два множества векторов векторного пространства Rd будем называть гомо-
тетичными, если одно из них получается из другого умножением на ненулевой
скаляр.

Зафиксируем d ≥ 2. По теореме Бибербаха (см. [3, 8.5.10]) существует лишь
конечное число попарно не сопряженных в A(d) кристаллографических групп
евклидова пространства Rd. Следовательно, существует лишь конечное число
попарно не сопряженных в GL(d,R) линейных частей кристаллографических
групп евклидова пространства Rd.

Следующая теорема позволяет описать минимальные графы Кэли группы
Z
d исходя из строения линейных частей кристаллографических групп евклидо-
ва пространства Rd. Отметим, однако, что данная теорема в общем случае не
содержит алгоритма для получения всех попарно неизоморфных минимальных
графов Кэли группы Zd при фиксированном d.

Теорема 4. (a) Пусть G ≤ O(d) — линейная часть кристаллографической
группы евклидова пространства Rd. Пусть G-орбита A обладает следующими
свойствами:

1) A = −A, 0 �∈ A и 〈A〉+ — d-мерная решетка;
2) мощность A не превосходит мощности любой G-орбиты на множестве

〈A〉+, отличной от {0};
3) φ(Aut(�〈A〉+,A)0) = G.
Пусть, кроме того,

(
r11 , . . . , r

d
1
)
, . . . ,

(
r1d, . . . , r

d
d

)
— базис векторного простран-

ства Rd, для которого 〈A〉+ =
〈{(

r11 , . . . , r
d
1
)
, . . . ,

(
r1d, . . . , r

d
d

)}〉
+. Положим

U =

⎛⎜⎝ r11 . . . r1d
...

. . .
...

rd1 . . . rdd

⎞⎟⎠ .

Тогда U−1(〈A〉+) = Zd и граф �Zd,U−1(A) является минимальным графом Кэли
группы Zd.

(b) Обратно, с точностью до изоморфизма любой минимальный граф Кэли
группы Zd может быть получен таким образом. А именно, пусть G1, . . . , Gk —
полная система представителей для классов сопряженных в GL(d,R) линейных
частей кристаллографических групп евклидова пространства Rd. Для каждого
1 ≤ i ≤ k пусть Ai — множество Gi-орбит, обладающих свойствами 1–3 из п. (a)
(где в качестве G берется Gi) такое, что для каждой Gi-орбиты, обладающей
свойствами 1–3 из п. (a), существует в точности одна гомотетичная ейGi-орбита,
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содержащаяся в Ai. Пусть, кроме того, каждой орбите A ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ k,
поставлена в соответствие матрица

UA =

⎛⎜⎝ r11 . . . r1d
...

. . .
...

rd1 . . . rdd

⎞⎟⎠ ,

где
(
r11 , . . . , r

d
1
)
, . . . ,

(
r1d, . . . , r

d
d

)
— базис векторного пространства Rd, для кото-

рого 〈A〉+ =
〈{(

r11 , . . . , r
d
1
)
, . . . ,

(
r1d, . . . , r

d
d

)}〉
+. Тогда для любого минимального

графа Кэли �Zd,M группы Zd существует преобразование W ∈ ± SL(d,Z) такое,
что для некоторого i, 1 ≤ i ≤ k, некоторого A ∈ Ai и U = UAW справедливо
Z
d = U−1(〈A〉+) и M = U−1(A) (что в силу предложения 3(b) влечет изоморф-
ность графов �Zd,M , �Zd,U−1

A (A)).

Доказательство. Справедливость утверждения (a) теоремы следует из
предложения 3(a).

Докажем утверждение (b) теоремы. Пусть �Zd,M — произвольный мини-
мальный граф Кэли группы Zd, и пусть H = φ(Aut(�Zd,M )0). По теореме
3(b) существует W1 ∈ GL(d,R) такое, что HW−1

1 является линейной частью
некоторой кристаллографической группы евклидова пространства Rd. Поэто-
му HW−1

1 W−1
2 = Gi для некоторого i, 1 ≤ i ≤ k, и некоторого преобразования

W2 ∈ GL(d,R).
Из предложения 3(а) следует, что множество W2W1(M) является Gi-орби-

той и обладает свойствами 1–3 из п. (a) теоремы (где в качестве G взято Gi).
Значит, Ai содержит Gi-орбиту A := cW2W1(M) для некоторого ненулевого
скаляра c. Положим U := cW2W1. Тогда M = U−1(A) и HU−1

= Gi. Очевидно,
что для A выполняются условия 1–3 из п. (a) теоремы. Положим W := U−1

A U .
ТогдаW (M) = U−1

A (A). ПоэтомуW (Zd) = Zd и, следовательно,W ∈ ± SL(d,Z).
Утверждение (b) теоремы доказано.

§ 2. Доказательство теоремы 1

Зафиксируем d ≥ 2. Обозначим через G группу подстановок на множе-
стве элементов группы Zd, состоящую из элементов g, определяемых формулой
g((x1, . . . , xd)) = (ε1xτ(1), . . . , εdxτ(d)), где τ — подстановка на множестве индек-
сов {1, . . . , d} и εi ∈ {−1, 1} для всех 1 ≤ i ≤ d.

Лемма 1. Пусть (x1, . . . , xd) — элемент группы Zd такой, что
1) НОД(x1, . . . , xd) = 1,

2)
d∑

i=1
xi ≡ 1(mod 2),

3) xi ≡ 0(mod2) для некоторого 1 ≤ i ≤ d.
Тогда G((x1, . . . , xd)) — система порождающих группы Zd.

Доказательство. Согласно определению группы G имеем (x1,−x2, . . . ,
−xd) ∈ G((x1, . . . , xd)). Поэтому (2x1, 0, . . . , 0) ∈ 〈G((x1, . . . , xd))〉+. Аналогично
(2xi, 0, . . . , 0) ∈ 〈G((x1, . . . , xd))〉+ для каждого 2 ≤ i ≤ d. По условию 1 суще-

ствуют целые числа u1, . . . , ud такие, что
d∑

i=1
uixi = 1, т. е.

d∑
i=1
(2uixi, 0, . . . , 0) =

(2, 0, . . . , 0). Следовательно, (2, 0, . . . , 0) ∈ 〈G((x1, . . . , xd))〉+. Согласно опре-
делению группы G имеем (0, . . . , 0, 2, 0, . . . , 0) ∈ 〈G((x1, . . . , xd))〉+, где 2 стоит
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на произвольном месте. Для доказательства леммы 1 остается показать, что
〈G〉/2Zd = Zd, где Zd := Zd/2Zd.

Из условий 2 и 3 следует, что среди x̄i, 1 ≤ i ≤ d, встречаются как 0, так
и 1. Пусть x̄j = 0, x̄k = 1. Сложив элемент (x̄1, . . . , x̄d) с элементом, получен-
ным из него заменой j-й координаты на k-ю, а k-й — на j-ю, получим ȳjk =
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ 〈G((x1, . . . , xd))〉+/2Zd, где 1 стоят на j-м и k-м
местах. Согласно определению группы G имеем ȳjk ∈ 〈G((x1, . . . , xd))〉+/2Zd
для произвольных целых j, k, 1 ≤ j < k ≤ d.

Пусть количество 1 среди x̄1, . . . , x̄d равно 2n + 1 (см. условие 2). Сло-
жив элемент (x̄1, . . . , x̄d) с подходящими n элементами ȳjk, получим элемент
группы 〈G((x1, . . . , xd))〉+/2Zd, у которого в точности одна координата равна
1. Согласно определению группы G тогда 〈G((x1, . . . , xd))〉+/2Zd содержит все
элементы Z

d
, у которых в точности одна координата равна 1. Следовательно,

〈G((x1, . . . , xd))〉+ = Zd, и лемма доказана.
Лемма 2. Пусть (a1, . . . , ad), (b1, . . . , bd) — различные элементы группы

Z
d, d ≥ 2, для которых выполняются условия 1–3 из леммы 1, причем a1 > a2 >
· · · > ad > 0, b1 > b2 > · · · > bd > 0. Тогда не существует эндоморфизма группы
Z
d, отображающего G((a1, . . . , ad)) на G((b1, . . . , bd)).

Доказательство. Предположим, что утверждение из формулировки лем-
мы неверно для d = 2, т. е. существует эндоморфизм группы Z2, отображающий
G((a1, a2)) на G((b1, b2)). Этот эндоморфизм единственным образом продолжа-
ется до линейного преобразования ψ векторного пространства R2 такого, что
ψ(G((a1, a2))) = G((b1, b2)). Заметим, что в силу последнего равенства линей-
ное преобразование ψ невырожденное.

Поскольку группа G действует транзитивно на G((b1, b2)), то существует

g ∈ G такой, что gψ((a1, a2)) = (b1, b2). Пусть
(
p11 p12
p21 p22

)
— матрица, отве-

чающая преобразованию gψ в базисе e1, e2 (см. § 1) векторного пространства
R

2.
Линейное преобразование gψ либо сохраняет, либо обращает ориентацию

плоскости R2 (в зависимости от знака своего определителя). В соответствии с
этим имеем следующие две возможности.

Если ориентация сохраняется, то(
p11 p12
p21 p22

)(
a1
a2

)
=
(
b1
b2

)
,

(
p11 p12
p21 p22

)(
a2
a1

)
=
(
b2
b1

)
,(

p11 p12
p21 p22

)(−a2
a1

)
=
(−b2
b1

)
.

Разрешая эту линейную систему уравнений относительно p11, p12, p21, p22, b1, b2
(над полем R), получаем p11 = p22, p12 = 0, p21 = 0, p22 — произвольное ве-
щественное число, b1 = p22a1, b2 = p22a2. Учитывая, что a1, a2, b1, b2 ∈ Z и
НОД(a1, a2) = 1, НОД(b1, b2) = 1, имеем b1 = a1, b2 = a2; противоречие с
условием леммы.

Если же ориентация плоскости R2 изменяется, то(
p11 p12
p21 p22

)(
a1
a2

)
=
(
b1
b2

)
,

(
p11 p12
p21 p22

)(
a2
a1

)
=
(
b1
−b2

)
,(

p11 p12
p21 p22

)(−a2
a1

)
=
(
b2
−b1

)
.
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Разрешая эту линейную систему уравнений относительно p11, p12, p21, p22, b1, b2
(над полем R), получаем p11 = −p22, p12 = −p22, p21 = −p22, p22 — произвольное
вещественное число, b1 = −p22(a1+a2), b2 = p22(a2−a1). Принимая во внимание
тот факт, что a1, a2, b1, b2 ∈ Z и a1 + a2 ≡ a2 − a1 ≡ 1(mod 2), получаем, что
b1 ≡ b2(mod 2). Это противоречит условию леммы.

Пусть теперь d > 2 и существует эндоморфизм группы Zd, отображаю-
щий G((a1, . . . , ad)) на G((b1, . . . , bd)). Этот эндоморфизм единственным обра-
зом продолжается до линейного преобразования ψ векторного пространства Rd

такого, что ψ(G((a1, . . . , ad))) = G((b1, . . . , bd)). Заметим, что в силу последнего
равенства линейное преобразование ψ невырожденное.

Введем вспомогательное определение. Пусть A — некоторое подмножество
аффинного пространства Rd. Гранью множества A будем называть любое под-
множествоD множества A такое, что через все точки из D проходит единствен-
ная гиперплоскость аффинного пространства Rd, причем все точки из A \ D
лежат по одну сторону от этой гиперплоскости.

Пусть D — некоторая грань множества A := G((a1, . . . , ad)). Найдем число
элементов в D.

Пусть c1x1 + · · · + cdxd = c — уравнение гиперплоскости LD аффинного
пространства Rd, проходящей через все точки из D. Заменив в случае необхо-
димости грань D ее образом под действием подходящего элемента группы G,
можно считать, что первые lD коэффициентов ci отличны от нуля, а последние
d− lD — равны нулю (где 1 ≤ lD ≤ d), причем c ≥ 0. Тогда c > 0, поскольку в
противном случае легко указать пару точек из A, лежащих по разные стороны
гиперплоскости LD. Очевидно, кроме того, что все точки из A удовлетворяют
неравенству c1x1 + · · ·+ clDxlD ≤ c.

Пусть (a′1, . . . , a′d) — произвольная точка из D. Покажем, что

{sign(c1)a′1, . . . , sign(clD )a′lD} = {a1, . . . , alD}. (1)

Действительно, в противном случае существуют целые числа i1, i2, i3, i4 такие,
что 1 ≤ i1, i3 ≤ lD, lD < i2, i4 ≤ d, |a′i1 | = ai2 и |a′i4 | = ai3 . Тогда значение линей-
ного многочлена c1x1 + · · ·+ clDxlD на элементе (a′1, . . . , a′i1−1, sign(ci1)ai3 , a′i1+1,
. . . , a′i4−1, ai2 , a

′
i4+1, . . . , a

′
d) множества A строго больше c. Это противоречит

определению грани.
В силу (1) для произвольной точки (a′1, . . . , a′d) ∈ D выполняется равенство

sign(c1)a′1 + · · · + sign(clD )a′lD = a1 + · · · + alD . Следовательно, гиперплоскость
LD имеет уравнение ε1x1 + · · ·+ εlDxlD = a1 + · · ·+ alD , где εi ∈ {1,−1} для i =
1, . . . , lD. ПосколькуD ⊆ G((a′1, . . . , a′d)), то отсюда вытекает, что граньD состо-
ит в точности из элементов вида (ε1aλ(1), . . . , εlDaλ(lD), ζlD+1aμ(lD+1), . . . , ζdaμ(d)),
где λ — произвольная подстановка на множестве индексов {1, . . . , lD}, μ — про-
извольная подстановка на множестве индексов {lD+1, . . . , d} и ζi — произволь-
ный элемент из {1,−1} для i = lD + 1, . . . , d. Таким образом,

|D| = lD!(d− lD)!2d−lD . (2)

Аналогично еслиD′ — грань множестваB = G((b1, . . . , bd)), гиперплоскость
которой имеет уравнение c′1x1 + · · · + c′dxd = c′, причем среди c′1, . . . , c′d ровно
lD′ , отличных от нуля, то

|D′| = lD′ !(d− lD′)!2d−lD′ . (3)

Из (2) следует, что при d > 2 мощность грани D множества A, для кото-
рой lD = 1, превосходит мощность любой грани D1 множества A, для которой
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lD1 > 1. Поскольку при линейном преобразовании ψ грань D множества A,
гиперплоскость которой имеет уравнение x1 = a1, должна перейти в грань мно-
жества ψ(A) = B той же мощности, то согласно (3) она переходит в грань D′,
гиперплоскость которой имеет уравнение εxi = b1 для некоторых ε ∈ {1,−1}
и 1 ≤ i ≤ d. Так как линейное преобразование ψ переводит параллельные ги-
перплоскости аффинного пространства Rd в параллельные, а также сохраняет
для них отношение «лежать между», то гиперплоскости, заданные уравнения-
ми x1 = a1, x1 = a2, . . . , x1 = ad, переходят под действием ψ в гиперплоскости,
заданные соответственно уравнениями εxi = b1, εxi = b2, . . . , εxi = bd. Таким
образом, векторы (a1, a2, . . . , ad) и (b1, b2, . . . , bd) коллинеарны. Это противоре-
чит условию леммы. Лемма 2 доказана.

Графы Кэли �Zd,G((x1,...,xd)) группы Zd, соответствующие различным эле-
ментам (x1, . . . , xd) ∈ Zd, удовлетворяющим условиям леммы 1 и условию x1 >
· · · > xd > 0 (очевидно, множество таких элементов счетно), являются по теоре-
ме 3(a) и лемме 2 попарно неизоморфными. Заметим, что эти графы являются
реберно-симметрическими (поскольку группа G действует транзитивно на мно-
жестве ребер вершинно-симметрического графа �Zd,G((x1,...,xd)), инцидентных 0).

Докажем, что эти графы являются предельными графами для множества
реберно-симметрических вершинно-примитивных графов HA-типа. Очевидно,
что граф �Zd,M , M = G((x1, . . . , xd)), является предельным для множества гра-
фов Кэли {�

Zdp,M
| p простое и p > 2x1}, где Zp — аддитивная группа вычетов

по модулю p, а M — образ множества M при естественном гомоморфизме Zd
на Zdp.

Стабилизатор вершины 0 графа �
Zdp,M

в группе Aut(�
Zdp,M

) (где p простое

и p > 2x1) содержит подгруппу G, состоящую из элементов g, определяемых
формулой g((y1, . . . , yd)) = (ε1yτ(1), . . . , εdyτ(d)), где (y1, . . . , yd) ∈ Zdp, τ — под-
становка на множестве индексов {1, . . . , d} и εi ∈ {−1, 1} для всех 1 ≤ i ≤ d.
Поскольку группа G действует транзитивно на множестве ребер вершинно-
симметрического графа �

Zdp,M
, инцидентных 0, то граф �

Zdp,M
является реберно-

симметрическим. Кроме того, граф �
Zdp,M

является вершинно-примитивным

графом HA-типа, поскольку в силу неприводимости действия группы G на Zdp
подгруппа G�Zdp группы Aut(�Zdp,M ) действует примитивно на множестве вер-
шин графа �

Zdp,M
, причем содержит регулярную абелеву нормальную подгруппу

Z
d
p.
Теорема 1 доказана.

§ 3. Доказательство теоремы 2: случай группы Z2

В настоящем параграфе мы используем теорему 4 для нахождения всех с
точностью до изоморфизма минимальных графов Кэли группы Z2.

В [4] показано, что существует в точности десять классов сопряженных в
GL(2,R) линейных частей кристаллографических групп евклидова простран-
ства R2. Более того, в [4] показано, что при d = 2 в качестве полной системы
представителей этих классов можно взять группы Gi, 1 ≤ i ≤ 10. Пусть Cn,
n ≥ 1, — циклическая подгруппа порядка n группы GL(2,R), порожденная эле-
ментом

Bn :=
(
cos 2π

n − sin 2π
n

sin 2π
n cos 2π

n

)
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(т. е. Cn — группа поворотов плоскости на углы, кратные 2π
n ), и

Ix :=
(
1 0
0 −1

)
.

Тогда G1 := C1, G2 := C2, G3 := C3, G4 := C4, G5 := C6 и Gi+5 := Gi ∪GiIx для
1 ≤ i ≤ 5.

Реализуем схему из теоремы 4(b) для нахождения всех с точностью до изо-
морфизма минимальных графов Кэли группы Z2.

Для групп G1, G3, G6 (в качестве G) не выполняется условие 3 теоремы 4,
так как они не содержат инверсии. Для группы G2 (в качестве G) не вы-
полняется условие 1 теоремы 4. Поэтому в обозначениях теоремы 4(b) имеем
A1 = A2 = A3 = A6 = ∅ и, следовательно, группы G1, G2, G3, G6 не дают
минимальных графов Кэли группы Z2.

Любая орбита A группы G4 или G7, отличная от {0}, имеет мощность 4
и порождает двумерную решетку векторного пространства R2. Однако, как
легко видеть, группа φ(Aut(�〈A〉+,A)0) изоморфна диэдральной группе D8 и,
следовательно, условие 3 теоремы 4 не выполняется. Поэтому в обозначениях
теоремы 4(b) имеем A4 = A7 = ∅ и, следовательно, группы G4, G7 не дают
минимальных графов Кэли группы Z2.

Любая орбита A группы G5 или G8, отличная от {0}, имеет мощность 6 и
порождает двумерную решетку. Легко заметить, что группа φ(Aut(�〈A〉+,A)0)
изоморфна диэдральной группе D12 и, следовательно, условие 3 теоремы 4 не
выполняется. Поэтому в обозначениях теоремы 4(b) имеем A5 = A8 = ∅ и,
следовательно, группы G5, G8 не дают минимальных графов Кэли группы Z2.

Пусть A — произвольная G9-орбита, отличная от {0}. Тогда A содержит
точку (x, y) ∈ R2, для которой x �= 0, поскольку вместе с каждой точкой (x, y)
орбита A содержит также точку (y, x). Орбита A содержит вместе с тем точ-
ку (x,−y) и, следовательно, (2x, 0) ∈ 〈A〉+. Но G9-орбита, содержащая точку
(2x, 0) ∈ 〈A〉+, имеет мощность 4, так что для A выполняется условие 2 тео-
ремы 4 только в том случае, если |A| = 4. Группа G9 имеет с точностью до
умножения на скаляр лишь две орбиты мощности 4:

M2,1 := {(1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1)}, M ′
2,1 := {(1, 1), (−1, 1), (−1,−1), (1,−1)}.

Для обеих этих орбит выполняются условия 1–3 теоремы 4. Таким образом, в
обозначениях теоремы 4(b) можно положить A9 = {M2,1,M ′

2,1} и

UM2,1 =
(
1 0
0 1

)
, UM ′

2,1
=
(
1 −1
1 1

)
.

Поскольку M2,1 = U−1
M2,1

(M2,1) = U−1
M ′

2,1
(M ′

2,1), группа G9 дает единственный

минимальный граф Кэли �Z2,M2,1 группы Z
2.

Пусть A — произвольная G10-орбита, отличная от {0}. Можно считать, что
A содержит точку (x, y) такую, что x �= 0, поскольку в противном случае A не
обладала бы свойством 1 теоремы 4. Так как орбита A содержит также точку
(x,−y), то (2x, 0) ∈ 〈A〉+. Но G10-орбита, содержащая точку (2x, 0), имеет
мощность 6, следовательно, для A выполняется условие 2 теоремы 4 только
тогда, когда |A| = 6. Группа G10 имеет с точностью до умножения на скаляр
лишь две орбиты мощности 6: A1 := G10((1, 0)) =

{
(1, 0),

(1
2 ,
√

3
2

)
,
(− 1

2 ,
√

3
2

)
,

(−1, 0), (− 1
2 ,−

√
3

2

)
,
( 1

2 ,−
√

3
2

)}
и A2 := B6(A1), где B6 — поворот плоскости на
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угол 2π
6 вокруг начала координат. Для обеих этих орбит выполняются условия

1–3 теоремы 4. Таким образом, можно положить A10 = {A1, A2},

UA1 =
(
1 − 1

2

0
√

3
2

)
, UA2 = B6UA1 =

(
1
2 −

√
3

2√
3

2
1
2

)
.

Поскольку U−1
A1
(A1) = U−1

A2
(A2), группа G10 дает единственный минимальный

граф Кэли �Z2,M2,2 группы Z
2, где

M2,2 = U−1
A1
(A1) = U−1

A2
(A2) = {(1, 0), (1, 1), (0, 1), (−1, 0), (−1,−1), (0,−1)}.

Докажем, что построенные графы �Z2,M2,1 , �Z2,M2,2 являются предельными
для множества минимальных вершинно-примитивных графов HA-типа. Для
этого нам понадобится следующее замечание.

Очевидно, граф �Z2,M2,1 является предельным для множества графов Кэли
{�
Z2
p,M2,1

| p простое и p > 2}, где Zp — аддитивная группа вычетов по модулю p,
аM2,1 — образ множестваM2,1 при естественном гомоморфизме Z2 на Z2

p. При
каждом p > 2 граф �

Z2
p,M2,1

допускает группу автоморфизмов G9 � t
(
Z

2
p

)
, где

G9 состоит из автоморфизмов группы Z2
p, соответствующих автоморфизмам из

G9 < Aut(Z2) при естественном гомоморфизме Z2 на Z2
p, а под t

(
Z

2
p

)
понимается

группа сдвигов графа Кэли �
Z2
p,M2,1

группы Z2
p.

Группа G9 действует неприводимо на Z2
p. Поэтому группа G9� t

(
Z

2
p

)
, обла-

дающая регулярной абелевой нормальной подгруппой t
(
Z

2
p

)
, действует прими-

тивно на Z2
p и, значит, граф �

Z2
p,M2,1

— вершинно-примитивный граф HA-типа.
Покажем, что граф �

Z2
p,M2,1

является минимальным графом HA-типа.

Пусть � — связный граф, для которого V (�) = V (�
Z2
p,M2,1

) и G9 � t
(
Z

2
p

)
<

Aut(�) (где G9� t
(
Z

2
p

)
— определенная выше подгруппа группы Aut(�

Z2
p,M2,1

)).

Пусть {(0, 0), (x, y)} ∈ E(�). Тогда (ε1x, ε2y), (ε1y, ε2x) ∈ G9((x, y)) для
ε1, ε2 ∈ {−1, 1} и, следовательно, граф � имеет валентность ≥ 4. Поэтому
граф �

Z2
p,M2,1

является минимальным графом HA-типа. Итак, граф �Z2,M2,1

предельный для множества минимальных графов HA-типа.
Для доказательства того, что граф �Z2,M2,2 является предельным для мно-

жества минимальных графов HA-типа, нам понадобится явный вид группы
φ(Aut(�Z2,M2,2)0). Из предложения 3(a) следует, что φ(Aut(�Z2,M2,2)0) = G

UA1
10

является диэдральной группой порядка 12, порожденной матрицами(
1 −1
1 0

)
,

(
1 0
1 −1

)
.

Очевидно, граф �Z2,M2,2 предельный для множества графов Кэли {�Z2
p,M2,2

|
p — простое и p > 3}, где Zp — аддитивная группа вычетов по модулю p, а
M2,2 — образ множества M2,2 при естественном гомоморфизме Z2 на Z2

p. При
каждом простом p > 3 граф �

Z2
p,M2,2

допускает группу автоморфизмовG�t
(
Z

2
p

)
,

где G состоит из автоморфизмов группы Z2
p, соответствующих автоморфизмам

из Aut(�Z2,M2,2)0 < Aut(Z2) при естественном гомоморфизме Z2 на Z2
p, а под

t
(
Z

2
p

)
понимается группа сдвигов графа Кэли �

Z2
p,M2,2

группы Z2
p.
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Группа G действует неприводимо на Z2
p. Поэтому группа G � t

(
Z

2
p

)
, обла-

дающая регулярной абелевой нормальной подгруппой t
(
Z

2
p

)
, действует прими-

тивно на Z2
p и, следовательно, граф �

Z2
p,M2,2

является вершинно-примитивным.
Покажем, что граф �

Z2
p,M2,2

является минимальным графом HA-типа.

Пусть�— связный граф, для которого V (�) = V (�
Z2
p,M2,2

) иG�t
(
Z

2
p

)
< Aut(�)

(где G � t
(
Z

2
p

)
— определенная выше подгруппа группы Aut(�

Z2
p,M2,2

)). Пусть
{(0, 0), (x, y)} ∈ E(�). Тогда (x−y, x), (−y, x−y), (−x,−y), (y−x,−x), (y, y−x) ∈
G((x, y)) и, следовательно, граф � имеет валентность ≥ 6. Поэтому граф
�
Z2
p,M2,2

является минимальным графом HA-типа. Итак, граф �Z2,M2,2 предель-
ный для множества минимальных графов HA-типа.

Теорема 2 для случая группы Z2 доказана.

§ 4. Доказательство теоремы 2: случай группы Z3

В настоящем параграфе мы используем теорему 4 для нахождения всех с
точностью до изоморфизма минимальных графов Кэли группы Z3.

Пусть Gi, 1 ≤ i ≤ k, — полная система представителей классов сопря-
женных в GL(3,R) линейных частей кристаллографических групп евклидова
пространства R3 (см. теорему 4(b)).

Предположим, что G — одна из групп Gi, 1 ≤ i ≤ k, и G действует приво-
димо на векторном пространстве R3.

Группа G определена с точностью до сопряжения в GL(d,R), поэтому мож-
но считать, что ее элементы имеют вид⎛⎝u11 u12 0

u21 u22 0
0 0 u33

⎞⎠ .

Очевидно, u33 = ±1.
Элементы группы G, для которых u33 = 1, образуют подгруппу, которую

мы обозначим через G̃. Для G выполняется условие 3 теоремы 4 только тогда,
когда G содержит инверсию. Следовательно, G = G̃ ∪ IG̃.

Пусть A — произвольнаяG-орбита, удовлетворяющая условию 1 теоремы 4,
отличная от {0}. Пусть (x, y, z) ∈ R3 — произвольная точка из A. По выбору
A будет z �= 0. Положим a := ∑

g∈ ˜G
g((x, y, z)) ∈ 〈A〉+. По определению a имеем

G(a) = G̃(a) ∪ IG̃(a) = {a,−a} и a = (x′, y′, |G̃|z) для некоторых x′, y′ ∈ Rd.
Мы нашли G-орбиту мощности 2, отличную от {0} на 〈A〉+, а по выбору A
имеем |A| ≥ 6, следовательно, для A не выполняется условие 2 теоремы 4.
Таким образом, группе G не соответствует ни одного минимального графа Кэли
группы Z3.

Предположим теперь, что G действует неприводимо на векторном про-
странстве R3. Тогда с учетом [4] для G может реализоваться лишь одна из
следующих двух возможностей.

1. Группа G имеет порядок 48 и порождается элементами

g1 :=

⎛⎝ 0 0 1
1 0 0
0 1 0

⎞⎠ , g2 :=

⎛⎝−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

⎞⎠ , g3 :=

⎛⎝ 0 1 0
1 0 0
0 0 1

⎞⎠
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и инверсией I, т. е. группа G есть группа всех симметрий куба с вершинами
(ε1, ε2, ε3), где εj ∈ {−1, 1} для j = 1, 2, 3.

2. Группа G имеет порядок 24 и порождается элементами g1, g2, I, т. е. груп-
па G есть группа собственных симметрий правильного тетраэдра с вершинами
(1, 1, 1), (1,−1,−1), (−1, 1,−1), (−1,−1,−1), расширенная с помощью инверсии.

Предположим, что реализуется возможность 1, и пусть A — G-орбита,
для которой выполняются условия 1–3 теоремы 4. Тогда существует элемент
(x, y, z) ∈ A такой, что z �= 0 (так как g1 ∈ G). Поскольку g2((x, y, z)) =
(−x,−y, z) ∈ A, то (0, 0, 2z) ∈ 〈A〉+. Ввиду того, что орбита G((0, 0, 2z)) име-
ет мощность 6, согласно условиям 1, 2 теоремы 4 |A| = 6. Но с точностью
до умножения на ненулевой скаляр группа G имеет на векторном простран-
стве R3 только одну орбиту длины 6, равную M3,1 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1),
(−1, 0, 0), (0,−1, 0), (0, 0,−1)}. Легко видеть, что дляM3,1 выполняются условия
1–3 теоремы 4. Таким образом, в обозначениях теоремы 4(b) можно положить
Ai = {M3,1} и

UM3,1 =

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠ .

ПосколькуM3,1 = U−1
M3,1

(M3,1), группаG дает единственный минимальный граф
Кэли �Zd,M3,1 группы Z

3.
Предположим теперь, что для группы G реализуется возможность 2, и

пусть вновь A — G-орбита, для которой выполняются условия 1–3 теоремы 4.
Тогда существует элемент (x, y, z) ∈ A такой, что z �= 0 (так как g1 ∈ G).
Поскольку g2((x, y, z)) = (−x,−y, z) ∈ A, то (0, 0, 2z) ∈ 〈A〉+. Так как ор-
бита G((0, 0, 2z)) имеет мощность 6, согласно условиям 1, 2 теоремы 4 |A| =
6. В то же время с точностью до умножения на ненулевой скаляр группа
G имеет на векторном пространстве R3 только одну орбиту длины 6, равную
M3,1 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (−1, 0, 0), (0,−1, 0), (0, 0,−1)}. Но легко видеть,
что для M3,1 не выполняется условие 3 теоремы 4; противоречие с предположе-
нием Ai �= ∅. Следовательно, возможность 2 для группы G не реализуется.

Докажем, что построенный граф �Z3,M3,1 является предельным для множе-
ства минимальных вершинно-примитивных графов HA-типа.

Очевидно, что граф �Z3,M3,1 предельный для множества графов Кэли
{�
Z3
p,M3,1

| p — простое и p > 2}, где Zp — аддитивная группа вычетов по мо-

дулю p, а M3,1 — образ множества M3,1 при естественном гомоморфизме Z3

на Z3
p.
При каждом простом p > 2 граф �

Z3
p,M3,1

допускает группу автоморфизмов

G� t
(
Z

3
p

)
, где G состоит из автоморфизмов группы Z3

p, соответствующих авто-
морфизмам из Aut(�

Z3
p,M3,1

)0 < Aut(Z3) при естественном гомоморфизме Z3 на
Z

3
p, а под t

(
Z

3
p

)
понимается группа сдвигов графа Кэли �

Z3
p,M3,1

группы Z3
p.

Группа G действует неприводимо на Z3
p. Поэтому группа G � t

(
Z

3
p

)
, обла-

дающая регулярной абелевой нормальной подгруппой t
(
Z

3
p

)
, действует прими-

тивно на Z3
p и, следовательно, граф �

Z3
p,M3,1

является вершинно-примитивным.
Покажем, что �

Z3
p,M3,1

— минимальный граф HA-типа. Пусть � — связный

граф, для которого V (�) = V (�
Z3
p,M3,1

) и G� t
(
Z

3
p

)
< Aut(�) (где G� t

(
Z

3
p

)
—

определенная выше подгруппа группы Aut(�
Z3
p,M3,1

)). Пусть {(0, 0, 0), (x, y, z)} ∈
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E(�). Тогда из |G((x, y, z))| ≥ 6 следует, что граф � имеет валентность ≥ 6.
Поэтому �

Z3
p,M3,1

является минимальным графом HA-типа. Итак, граф �Z3,M3,1

предельный для множества минимальных графов HA-типа.
Теорема 2 для случая группы Z3 доказана.
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