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Аннотация. Рассматриваются когомологии и гомологии дополнения к набору ко-
ординатных плоскостей Z =

⋃
1<|i−j|<d−1

{zi = zj = 0} в Cd, строятся в явном виде

базис этих групп и базис групп гомологий одноточечной компактификации набора
плоскостей Z.
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Введение

Теория многомерных вычетов, как и теория интегральных представлений
голоморфных функций, основана на некоторых модельных дифференциальных
формах и двойственных контурах (циклах) интегрирования [1, 2]. Исторически
первыми были многомерное ядро и интегральное представление Коши, дока-
занное Пуанкаре в 1887 г., а также ядро и интегральное представление Бохне-
ра — Мартинелли, доказанное в 1938, 1943 гг. Эти интегральные представления
стали эталонными, из них впоследствии на основе гомологических и когомоло-
гических процедур был построен ряд других интегральных представлений.

Развитая в [3] теория моментных отображений на симплектических мно-
гообразиях адаптирована Коксом [4, 5] применительно к торическим многооб-
разиям. Тем самым была подготовлена почва для развития теории вычетов с
сингулярностями на наборах плоскостей. Так, А. К. Цих [6] в 1999 г. предложил
стратегию построения теории вычетов для ядер с сингулярностями на наборах
координатных плоскостей. Эта теория получила развитие в более поздних ста-
тьях [7, 8].

Для решения названных выше задач многомерного комплексного анали-
за важным является изучение топологии дополнений к наборам координатных
плоскостей, в частности, изучение групп гомологий и когомологий дополнений
к таким наборам. В книге Горески и Макферсона [9] (см. также [10]) разработан
универсальный комбинаторный метод вычисления (ко)гомологий для дополне-
ний к произвольным наборам плоскостей, однако этот метод трудно применим
для реализации явных конструкций базисных элементов (ко)гомологий. Ис-
следования в области торической топологии, в частности, работы В. М. Бух-
штабера и Т. Е. Панова [11, 12] позволили найти методы вычисления групп
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(ко)гомологий дополнений к координатным наборам плоскостей, которые про-
ще универсальных методов и позволяют получать некоторую дополнительную
информацию, а также ввести умножение, т. е. структуру кольца когомологий.
О связи этих двух методов вычисления (ко)гомологий см. [11, гл. 9].

Цель данной работы состоит в построении в явном виде циклов, образую-
щих базис групп сингулярных гомологий, и дифференциальных форм, образу-
ющих базис групп когомологий де Рама для дополнения Cd \ Z к следующему
набору координатных плоскостей:

Z =
⋃

1<|i−j|<d−1

{zi = zj = 0}.

Также в работе строятся в явном виде циклы, образующие базис групп гомоло-
гий для замыкания набора плоскостей Z = Z ∪ {∞} в сферической компакти-
фикации Cd.

Следует отметить, что такой выбор набора плоскостей Z был мотивирован
теорией торических многообразий. А именно, любое компактное торическое
двумерное многообразие X, за исключением взвешенной двумерной проектив-
ной плоскости, может быть представлено в виде X = (Cd \ Z)/G, где G —
некоторая подгруппа d-мерного комплексного тора Td.

В начале § 1 приводятся известные вспомогательные факты о топологии
дополнений к наборам комплексных координатных плоскостей. Затем даются
явные конструкции для базисных циклов из Hs(Cd \ Z) и двойственных им
по Александеру — Понтрягину циклов из H2d−s−1(Z), где Z — одноточечная
компактификация набора плоскостей Z. Базисные циклы группы Hs(Cd \ Z)
для 3 ≤ s ≤ d − 1 довольно просто геометрически устроены, а именно они
могут быть реализованы произведениями S3 × (S1)(s−3) трехмерной сферы на
(s− 3)-мерный тор.

В § 2 строятся базы групп когомологий де РамаHs(Cd\Z), 3 ≤ s ≤ d−1. Все
базисные формы подходящей перенумерацией координат получаются из форм
вида

ωk,m = ωBM (z1 · . . . · zk, zk+1 · . . . · zm) ∧ dz2
z2

∧ · · · ∧ dzm−1

zm−1
,

где ωBM — ядро Бохнера — Мартинелли в C2 \ {0} [1]. Отметим, что анало-
гичного вида формы рассматривались в статье Сорани [13] с целью получения
шкалы интегральных формул, соединяющих представления Коши и Бохнера —
Мартинелли.

В § 3 работы строится образующая старшей группы когомологий де Ра-
ма Hd+2(Cd \ Z). Приведенная конструкция этой образующей отличается от
формы, предъявленной в работе [8].

§ 1. Группы гомологий Hs(Cd \ Z)
и двойственность Александера — Понтрягина

В этом параграфе построим базу группы Hs(Cd \ Z), s = 1, . . . , d + 2,
и найдем двойственную (по Александеру — Понтрягину) к ней базу группы
H2d−s−1(Z). Под термином «база группы гомологий» здесь и далее подразу-
мевается такой набор циклов γ1, . . . , γN , что их классы гомологий [γ1], . . . , [γN ]
являются базисом свободной части этой группы, в этом случае число N равно
рангу этой группы.
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Напомним формулировку теоремы двойственности Александера — Понт-
рягина. Пусть σ и γ — циклы в n-мерном вещественном многообразии, сумма
размерностей которых равна n − 1, причем σ гомологичен нулю: ∂σ = β. Их
коэффициент зацепления D(σ, γ) определяется как индекс пересечения β и γ:

D(σ, γ) = χ(β, γ).

В следующей теореме через H̃s обозначаются приведенные гомологии, а под
группой слабых гомологий понимается свободная часть группы гомологий Hs.

Теорема 1 (двойственность Александера — Понтрягина). Пусть Sn — мно-
гообразие, гомеоморфное n-мерной сфере, и T — полиэдр в нем. Тогда для
r + q = n, r = 1, . . . , n, группы слабых гомологий H̃r−1(T ) и H̃q(Sn \ T ) изо-
морфны, причем для всякой базы (r−1)-мерных гомологий {σi}pi=1 полиэдра T
существует двойственная ей база q-мерных гомологий {γi}pi=1 дополнения Sn\T
такая, что D(σi, γj) = δij (символ Кронекера), i, j = 1, . . . , p.

Согласно [11] любой набор комплексных координатных плоскостей в Cd ко-
размерности больше 1 может быть задан с помощью подходящего симплициаль-
ного комплексаK на множестве вершин [d] = {1, . . . , d}. А именно, рассмотрим
конфигурацию плоскостей

ZK :=
⋃
σ 6∈K

Lσ,

где σ 6∈ K означает, что σ = {i1, . . . , im} ⊆ [d] — подмножество в [d], не порож-
дающее симплекс в K , a Lσ = {z ∈ Cd : zi1 = · · · = zim = 0}.

Теорема 2 [11]. Имеет место изоморфизм

H̃s(Cd \ ZK ) =
⊕
σ/∈K

H̃s−|σ|−1(Kσ),

где Kσ — подкомплекс в K , натянутый на набор вершин σ = {i1, . . . , iq} ⊆ [d],
а |σ| = q — мощность набора σ.

Пусть P ⊂ Rn — n-мерный простой многогранник, т. е. к каждой его
вершине сходится ровно n гиперграней (граней коразмерности один). Через
F1, . . . , Fd обозначим гиперграни многогранника P и введем следующие обозна-
чения:

FJ =
⋃
j∈J

Fj , F J =
⋂
j∈J

Fj ,

где J ⊆ [d], причем F∅ = P , а F∅ = ∅. Простому многограннику P можно
сопоставить набор координатных плоскостей в Cd :

ZP =
⋃

σ⊆[d]:Fσ=∅

Lσ.

Способы задания наборов плоскостей при помощи симплициальных ком-
плексов K и простых многогранников P соотносятся следующим образом: лю-
бому простому многограннику P можно естественным образом сопоставить двой-
ственный комплекс K = K (P ), состоящий из симплексов {i1, . . . , iq}, характе-
ризуемых свойством Fi1 ∩ · · · ∩ Fiq 6= ∅.

Положим
Bτ := {z ∈ Cd : |zj | = 1, j 6∈ τ, |zi| ≤ 1, i ∈ τ},

где τ ⊆ [d]. Обозначим
ZK :=

⋃
τ∈K

Bτ .
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Теорема 3 [11]. Существует деформационная ретракция Cd \ ZK → ZK .
Замечание. В случае, когда K — триангуляция n-мерной сферы, в част-

ности, когда K = K (P ) для простого n-мерного многогранника P , множе-
ство ZK является (d+ n)-мерным замкнутым ориентируемым многообразием.
В случае, когда K = K (P ), многообразие ZK (P ) гомотопически эквивалентно
многообразию в Cd \ ZK (P ), задаваемому системой уравнений

ai1|z1|2 + · · ·+ aid|zd|2 = ρi, i = 1, . . . , d− n,

где aij , ρi — некоторые вещественные числа (см. [8, 14, 15]).

Интересующий нас набор плоскостей Z =
⋃

1<|i−j|<d−1
{zi = zj = 0} задается

при помощи d-угольника P , т. е. Z = ZP , грани F1, . . . , Fd которого упорядоче-
ны циклически. Соответствующий симплициальный комплекс K (P ) образован
одномерными симплексами {1, 2}, {2, 3}, . . . , {d − 1, d}, {d, 1}. Для указанного
набора Z ранги групп гомологий Hs(Cd \ Z) вычисляются по простым комби-
наторным формулам [12]:

dimHs(Cd \ Z) =


1 при s = 0, d+ 2,
0 при s = 1, 2, d, d+ 1,
(d− 2)Cs−2

d−2 − Cs−1
d−2 − Cs−3

d−2 при 3 ≤ s ≤ d− 1.

Отметим, что в случае, когда P — d-угольник и d ≥ 4, многообразие ZK (P )
диффеоморфно связной сумме наборов нескольких копий произведений сфер
Sq × Sp, q + p = d+ 2 (см. [15], а также цитированную там литературу).

На основе теоремы 2 можно доказать следующий изоморфизм.

Теорема 4. Hs(Cd \ ZP ) '
⊕
I⊆[d]

Hs−|I|(P, FI).

По сути, доказательство этой теоремы приведено в [15] в несколько дру-
гих терминах. Мы приведем ее доказательство для интересующего нас случая,
когда P является многоугольником.

Доказательство. Пусть P — d-угольник, группы Hj(P, FI) могут быть
нетривиальны только при j = 0, 1, 2, причем H0(P, FI) нетривиальна только
для I = ∅, а H2(P, FI) — только для I = [d]. Таким образом, нужно доказать
следующее:

H0(Cd \ Z) ' H0(P,∅), Hd+2(Cd \ Z) ' H2(P, F[d]),

Hs(Cd \ Z) '
⊕

|I|=s−1,
I⊆[d]

H1(P, FI),

для 1 ≤ s ≤ d + 1. Первые два изоморфизма следуют из того, что H0(P,∅) =
H2(P, ∂P ) ' Z, и замечания к теореме 3. Докажем последний изоморфизм.

Очевидно, объединение FI =
⋃
i∈I

Fi является пространством подкомплекса

KI комплекса K = K (P ), натянутого на вершины i ∈ I, поэтому

H̃0(FI) = H̃0(KI).

Таким образом, при 0 < s < d+ 2 по теореме 2 получим

Hs(Cd \ Z) '
⊕
I⊂[d],
|I|=s−1

H̃0(KI) '
⊕
I⊂[d],
|I|=s−1

H̃0(FI).
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Поскольку H1(P ) = H0(P, FI) = 0, точная последовательность пары (P, FI)
имеет вид

0 → H1(P, FI) → H0(FI) → H0(P ) → 0,

откуда H1(P, FI) ' H̃0(FI). Таким образом, получили

Hs(Cd \ Z) '
⊕
I⊂[d],
|I|=s−1

H̃0(FI) '
⊕
I⊂[d],
|I|=s−1

H1(P, FI).

Теорема доказана.

Рассмотрим вопрос о геометрической реализации циклов из Hs(Cd \ Z) и
построим базу этой группы, а также двойственную ей по Александеру — Понт-
рягину базу группы Hq(Z), где Z = Z ∪ {∞} — замыкание Z в одноточечной
компактификации Cd ∪ {∞} = S2d.

Всякому множеству I ⊂ [d] можно однозначно сопоставить набор граней FI .
Будем говорить, что J ⊂ I является связной компонентой I, если FJ — связ-
ная компонента FI . Для любого множества I ⊂ [d] зафиксируем некоторую его
связную компоненту и обозначим ее через I0 ⊂ I. Через CI обозначим множе-
ство всех связных компонент J ⊂ I, а через CI,I0 — множество всех связных
компонент J ⊂ I, кроме I0. Тогда ранг H1(P, FI) равен мощности множества
CI,I0 .

Рассмотрим границу σJI = ∂η̄JI замыкания η̄JI в одноточечной компактифи-
кации Cd

= Cd ∪ {∞} цепи

ηJI = (−1)1+|I|(|I|+1)/2
∑
j∈J

sgn τj{zi ∈ R+, i ∈ I \ {j}; zj = 0; zk ∈ C, k 6∈ I},

где τj — перестановка следующего вида:

τj =
(
i1 . . . . . . . . . . . . i|I|
i1 . . . [ik = j] . . . i|I| j

)
.

Ориентацию цепи ηJI считаем заданной порядком следования координат r1, θ1,
. . . , rd, θd (rj = |zj |, θj = arg zj), ориентацию σJI — индуцированной ориента-
цией ηJI , а ориентацию объемлющего пространства Cd — заданной порядком
следования координат x1, y1, . . . , xd, yd, где zj = xj + iyj . Покажем, что σJI ⊂ Z.
Представим σJI в виде суммы σJI =

∑
i<j

εijσ
ij
I , где εij — некоторый целочислен-

ный коэффициент и σijI — цепь вида

σijI = {zi = 0, zj = 0; zq ∈ R+, q ∈ I \ {i, j}; zk ∈ C, k /∈ I} ∪ {∞},

лежащая в Z при 1 < |i−j| < d−1. Остается заметить, что εij = 0 при |i−j| = 1
и |i− j| = d− 1. Таким образом, σJI — цикл на Z.

Рассмотрим (|I|+ 1)-мерные циклы

γijI = {|zi|2 + |zj |2 = 1, |zq|2 = 1, zk = −1; q ∈ I \ {i, j}, k 6∈ I},

где i, j ∈ I. Эти циклы лежат в дополнении к Z и топологически эквивалентны
S3 × (S1)|I|−2. Цикл γijI можно параметризовать следующим образом:

γijI =


zi =

√
te
√
−1θi , zj =

√
1− te

√
−1θj , t ∈ [0, 1];

zq = e
√
−1θq , q ∈ I \ {i, j}, θs ∈ [0, 2π], s ∈ I;

zk = −1, k 6∈ I

 ,
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где i, j ∈ I, а ориентацию γijI считаем заданной порядком следования парамет-
ров t, θi1 , . . . , θi|I| (i1 < · · · < i|I|). Пусть I0 — выделенная связная компонента
набора I и J ∈ CI,I0 — связная компонента набора I, отличная от I0. Выберем
произвольные индексы i ∈ I0, j ∈ J из соответствующих связных компонент и
обозначим через γJI класс гомологий цикла γi,jI . Ниже покажем, что он кор-
ректно определен, т. е. не зависит от выбора i ∈ I0, j ∈ J .

Теорема 5. Пусть 3 ≤ s ≤ d−1. Тогда циклы
{
γJI

}
|I|=s−1, J∈CI,I0

и циклы{
σJI

}
|I|=s−1, J∈CI,I0

образуют двойственные по Александеру — Понтрягину базы

групп Hs(Cd \ Z) и H2d−s−1(Z) соответственно, т. е. D
(
σJ

′

I′ , γ
J
I

)
= δJ

′J
I′I , где

δJ
′J

I′I = 1 при J ′ = J и I ′ = I в остальных случаях δJ
′J

I′I = 0.
Доказательство. Из теоремы 4 видно, что количество различных циклов

в наборах
{
γJI

}
|I|=s−1, J∈CI,I0

и
{
σJI

}
|I|=s−1, J∈CI,I0

равно рангу соответствую-

щих групп гомологий. Таким образом, остается показать, что D
(
σJ

′

I′ , γ
J
I

)
= δJ

′J
I′I

и класс γJI =
[
γijI

]
, i ∈ I0, j ∈ J , не зависит от выбора i, j.

Вычислим коэффициенты зацепления σJ
′

I′ и γijI , i ∈ I0, j ∈ J . Если I ′ = I

и J ′ = J , то пересечение γijI ∩ ηJI состоит из одной точки zj = 0, zk = −1,
k ∈ [d] \ I, zq = 1, q ∈ I \ {j}. При выбранных ориентациях цепей имеем
D

(
σJI , γ

ij
I

)
= χ

(
ηJI , γ

ij
I

)
= 1. В случае J ′ 6= J , I ′ = I пересечение γijI ∩ηJ

′

I пустое,
следовательно, D

(
σJ

′

I , γ
ij
I

)
= 0.

Если |I| = |I ′| и I 6= I ′, то γijI ∩ηJ
′

I′ = ∅ для любых i, j ∈ I и, следовательно,
D

(
σJ

′

I′ , γ
J
I

)
= 0 при I 6= I ′. Таким образом, все коэффициенты зацепления

между σJ
′

I′ и γijI не зависят от выбора i ∈ I0, j ∈ J . Стало быть, класс гомологий
γJI =

[
γijI

]
, i ∈ I0, j ∈ J , определен корректно, и D

(
σJ

′

I′ , γ
J
I

)
= δJ

′J
I′I . Теорема

доказана.

Для полноты изложения приведем результат, полученный ранее автором
настоящей статьи совместно с А. В. Казановой [16]. Речь идет о конструкции
цикла, двойственного по Александеру — Понтрягину к образующей старшей
группы гомологий Hd+2(Cd \ Z), которая порождена циклом ZK (P ), где P —
d-угольник. Введем цепь

ηi = {z ∈ Cd : zi = zi+1 = 0, zk ∈ R+, k ∈ [d] \ {i, i+ 1}},

где i ∈ [d] (в случае i = d положим ηd = {z ∈ Cd : zd = z1 = 0, zk ∈
R+, k ∈ [d] \ {d, 1}}). Ее ориентацию определим порядком параметров xj1 =
Re(zj1), . . . , xjd−2 = Re(zjd−2), где j1 < · · · < jd−2 и jk ∈ [d] \ {i, i + 1}. Через σi
обозначим границу ηi, взятую со знаком (−1)

(d+1)d
2 в случае i ∈ {1, . . . , d− 1} и

со знаком (−1)(d+1)(−1)
(d+1)d

2 в случае i = d, т. е.

σi = (−1)
(d+1)d

2 ∂ηi = (−1)
(d+1)d

2
∑

j∈[d]\{i,i+1}

(−1)jσij

при i ∈ {1, . . . , d− 1} и

σd = (−1)(d+1)(−1)
(d+1)d

2 ∂ηd = (−1)
(d+1)d

2
∑

j∈[d]\{1,d}

(−1)jσdj ,

где
σij = {z ∈ Cd : zi = zi+1 = zj = 0, zk ∈ R+, k ∈ [d] \ {i, i+ 1, j}}.
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Примем ориентацию σi индуцированной ориентацией ηi. Поскольку носитель
|σij | содержится в Z для любого j и |σi| ⊂ Z, замыкание σ̄i определяет класс в
группе гомологий Hd−3(Z).

Теорема 6. Пусть P — d-угольник. Тогда цикл ZK (P ) является двой-
ственным по Александеру — Понтрягину циклу σ̄i ∈ Hd−3(Z).

Доказательство их двойственности проводится непосредственным вычис-
лением коэффициента зацепления цикла ZK (P ) и пленки над циклом σ̄i, т. е.
вычисления индекса пересечения между ZK (P ) и ηi. Как следствие получим,
что циклы σ̄i и σ̄j гомологичны в Z для любых i и j.

§ 2. База группы когомологий Hs(Cd \ Z)

В этом параграфе построим базу когомологий де Рама Hs(Cd \ Z), 0 <
s < d + 2, двойственную к ранее построенной базе

{
γJI

}
|I|=s−1, J∈CI,I0

груп-

пы Hs(Cd \ Z). Сначала рассмотрим вспомогательную задачу нахождения ба-
зы гомологий и когомологий дополнения к некоторому специальному набору
координатных плоскостей коразмерности два. А именно, для пары непустых
вложенных мультииндексов J ⊂ I ⊆ [d] рассмотрим семейство плоскостей

ZJ
I =

⋃
j∈J,
i∈I\J

{zj = zi = 0}.

Предложение 1. Группа H|I|+1
(
Cd \ ZJ

I

)
однопорожденная и является

старшей группой гомологий: Hs

(
Cd \ ZJ

I

)
= 0 при s > |I|+ 1.

Доказательство легко получается из точной последовательности Майе-
ра — Вьеториса для объединения

Cd \ ZJ
I = Cd \ (U1 ∩ U2) = (Cd \ U1) ∪ (Cd \ U2),

где U1 =
⋃
j∈J

{zj = 0} и U2 =
⋃

i∈I\J
{zi = 0}. В звене последовательности Майе-

ра — Вьеториса

· · · → H|I|+1(Cd \ U1)⊕H|I|+1(Cd \ U2) → H|I|+1
(
Cd \ ZJ

I

)
→ H|I|

(
Cd \

⋃
i∈I

{zi = 0}
)
→ H|I|(Cd \ U1)⊕H|I|(Cd \ U2) → . . .

крайние члены тривиальны, поэтому

H|I|+1
(
Cd \ ZJ

I

)
' H|I|

(
Cd \

⋃
i∈I

{zi = 0}
)
' Z.

То, что группа H|I|+1
(
Cd \ ZJ

I

)
старшая, также следует из этой последователь-

ности в звеньях больших размерностей, но надо учесть, что для s > |I| наряду
с группами Hs(Cd \ U1),Hs(Cd \ U2) тривиальна и группа Hs

(
Cd \

⋃
i∈I
{zi = 0}

)
.

Предложение доказано.

Покажем, что форма бистепени (|I|, 1)

ωJI =

−
∑
q∈J

∏
s∈I\q

z̄s dz̄q dzI +
∑

q∈I\J

∏
s∈I\q

z̄s dz̄q dzI

(2πi)|I|
( ∏
s∈J

|zs|2 +
∏

s∈I\J
|zs|2

)2
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(здесь dzI =
∧
i∈I

dzi) порождает в Cd \ZJ
I старшую группу когомологий де Рама.

Форму ωJI можно записать в виде

ωJI = ± 1
(2πi)|I|−2ωBM

(∏
s∈J

zs,
∏

s∈I\J

zs
) ∧
q∈I\{i0,j0}

dzq
zq
,

где i0 ∈ I \ J , j0 ∈ J , а ωBM есть форма Бохнера — Мартинелли

ωBM (ζ1, ζ2) =
1

(2πi)2
ζ̄1 dζ̄2 dζ1 dζ2 − ζ̄2 dζ̄1 dζ1 dζ2

(|z1|2 + |z2|2)2
.

Так как форма Бохнера — Мартинелли замкнута, форма ωJI замкнута.
Введем (|I|+ 1)-мерный цикл в Cd:

αJI = {|zj | = (1−r)
1

2|J| , j ∈ J ; |zi| = r
1

2(|I|−|J|) , i ∈ I\J, r ∈ [0, 1]; zk = −1, k 6∈ I},

ориентируем его выбором порядка r, θi1 , . . . , θi|I| (θj = arg zj) параметризующих
его координат.

Предложение 2. Форма ωJI ∈ H(|I|+1)
(
Cd \ZJ

I

)
и цикл αJI ∈ H(|I|+1)

(
Cd \

ZJ
I

)
двойственны по де Раму, т. е.

∫
αJI

ωJI = 1.

Доказательство. Сначала выпишем параметризацию цикла αJI :

zq = (1− r)
1

2|J| eiθq , q ∈ J, zp = r
1

2(|I|−|J|) eiθp , p ∈ I \ J, r ∈ [0, 1].

Заметим, что полином от |zi|2, стоящий в знаменателе формы ωJI , равен 1 на
цикле αJI . Далее, для внешних произведений (суженных на αJI ) имеем

dz̄q ∧ dzq = − i

|J |
(1− r)

1
|J|−1 dr dθq, q ∈ J,

dz̄q ∧ dzq =
i

(|I| − |J |)
r

1
(|I|−|J|)−1 dr dθq, q ∈ I \ J.

Переходя в интеграле
∫
αJI

ωJI к координатам r, θi1 , . . . , θi|I| , получим

∫
αJI

ωJI =
1

(2πi)|I|

1∫
0

dr

2π∫
0

· · ·
2π∫
0

dθi1 . . . dθi|I| = 1.

Теперь применим полученные результаты к построению базы когомологий
для Hs(Cd \ Z), 3 ≤ s ≤ d − 1. Напомним, что для поднабора I ⊂ [d], для
которого FI несвязно, через CI,I0 мы обозначаем множество всех поднаборов
J ⊂ I, для которых FJ — связные компоненты FI , отличные от выбранной
связной компоненты FI0 .

Теорема 7. Пусть 3 ≤ s ≤ d−1. Тогда следующие наборы циклов и форм:{
γJI

}
|I|=s−1, J∈CI,I0

,
{
ωJI

}
|I|=s−1, J∈CI,I0

,

образуют двойственные по де Раму базы групп Hs(Cd \ Z) и Hs(Cd \ Z) соот-
ветственно, т. е. ∫

γJ
′

I′

ωJI = δJ
′J

I′I ,



Гомологии и когомологии дополнения к некоторым наборам 703

где δJ
′J

I′I = 1 при J ′ = J и I ′ = I, в остальных случаях δJ
′J

I′I = 0.
Доказательство. Вычислим интеграл

∫
γJ

′
I′

ωJI . Сначала рассмотрим слу-

чай I ′ 6= I, |I ′| = |I|. В этом случае существует k ∈ I \ I ′, и по теореме 5
в качестве представителя класса гомологий

[
γJ

′

I′
]

можно выбрать такой цикл
γ ∼ γJ

′

I′ , что γ лежит на плоскости {zk = const}. C другой стороны, форму ωJI
можно записать в виде ωJI = ψ ∧ dzk, поэтому

∫
γJ

′
I′

ωJI = 0.

Теперь рассмотрим случай I ′ = I, J ′ 6= J . Напомним, что форма ωJI регу-
лярна в Cd \ ZJ

I . Покажем, что γJ
′

I ∼ 0 в Cd \ Z(J, I). По теореме 5 γJ
′

I ∼ γijI ,
где i ∈ I0 и j ∈ J . Рассмотрим цепь

βijI = {|zi|2 + |zj |2 ≤ 1; |zk|2 = 1, k ∈ I \ {i, j}; zq = −1, q 6∈ I}.

Она лежит в Cd \ ZJ
I , и ∂βijI = ±γijI . Таким образом,∫

γJ
′

I

ωJI =
∫
γijI

ωJI = ±
∫
βijI

dωJI = 0.

Вычислим интеграл
∫
γJI

ωJI . По предложению 2 имеем
∫
αJI

ωJI = 1. Покажем,

что αJI гомологичен γijI (i ∈ I0, j ∈ J) в H|I|+1
(
Cd \ ZJ

I

)
. Построим цепь:

βijI =


|zi| = r

1
2((|I|−|J|)t+(1−t)) , |zj | = (1− r)

1
2(|J|t+(1−t)) ;

|zq| = ((1− t) + rt)
1

2(|I|−|J|) , q ∈ {I \ J} \ {i};
|zp| = ((1− t) + (1− r)t)

1
2|J| , p ∈ J \ {j};

zk = −1, k 6∈ I; r ∈ [0, 1], t ∈ [0, 1]

 .

Граница βijI равна ∂βijI = αJI − γijI . Получили, что
∫
γJI

ωJI =
∫
αJI

ωJI = 1. Теорема

доказана.

§ 3. Старшая группа когомологий Hd+2(Cd \ Z)

В работе [8] предъявлена конструкция образующей группы когомологий де
Рама Hd+n(Cd \ ZP ) для случая, когда P является n-мерным простым много-
гранником. В случае n = 2, т. е. когда P является многоугольником, построим
иную конструкцию образующей данной группы Hd+2(Cd \ Z). Обозначим че-
рез c(I) число связных компонент FI =

⋃
i∈I

Fi. Напомним, что CI обозначает

совокупность связных компонент множества FI .

Теорема 8. Пусть даны наборы I ⊂ [d], c(I) ≥ 2 и Î = [d] \ I. Тогда для
любых J ∈ CI , J ′ ∈ CÎ таких, что FJ∪J′ — связное множество, (d, 2)-форма
ωJI ∧ ωJ

′

Î
порождает группу Hd+2(Cd \ Z).

Замечание. Фактически теорема 8 описывает все нетривиальные умно-
жения в кольце H∗(Cd \ Z), этот факт нетрудно вывести из [11]. В действи-
тельности все нетривиальные умножения в когомологиях Cd \Z получаются из
двойственности Пуанкаре на многообразии ZK (P ).

Доказательство. По замечанию к теореме 3 группа Hd+2(Cd \ Z) од-
нопорожденная. Для того чтобы показать, что ωJI ∧ ωJ

′

Î
порождает группу
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Hd+2(Cd \Z), достаточно убедиться, что интеграл этого произведения форм по
некоторому (d+ 2)-мерному циклу отличен от нуля. Форма ωJI ∧ ωJ

′

Î
регулярна

в дополнении к набору плоскостей:

Cd \
(
ZJ
I ∪ ZJ′

Î

)
=

(
CI \ ZJ

I × CÎ

)
∩

(
CI × CÎ \ Z

J′

Î

)
=

(
CI \ ZJ

I

)
×

(
CÎ \ Z

J′

Î

)
,

где CI есть |I|-мерное комплексное пространство координат zi, i ∈ I. По пред-
ложению 1 знаем, что H|I|+1

(
CI \ ZJ

I

)
, Hd−|I|+1

(
CÎ \ Z

J′

Î

)
однопорожденные и

являются старшими группами гомологий, следовательно, по формуле Кюннета
имеем

Hd+2
(
Cd \

(
ZJ
I ∪ ZJ′

Î

))
' Z.

Рассмотрим в Cd \
(
ZJ
I ∪ ZJ′

Î

)
цикл

αJ,J
′

I =


|zp1 | = (1− r1)

1
2(|I|−|J|) , p1 ∈ J ;

|zq1 | = r
1

2|J|
1 , q1 ∈ I \ J, r1 ∈ [0, 1];

|zp2 | = (1− r2)
1

2(|Î|−|J′|) , p2 ∈ J ′;

|zq2 | = r
1

2|J′|
2 , q2 ∈ Î \ J ′, r2 ∈ [0, 1]

 ,

ориентированный порядком следования координат r1, θi1 , . . . , θi|I| , r2, θî1 , . . . , θî|Î| ,

iq ∈ I, îp ∈ Î. Согласно предложению 2∫
αJ,J

′
I

ωJI ∧ ωJ
′

Î
= 1.

Теорема доказана.

Замечание. На самом деле можно доказать, что цикл αJ,J
′

I с точностью
до знака гомологичен многообразию ZK (P ).
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