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О ПРИНЦИПАХ КОМПОЗИЦИИ

ДЛЯ ПРИВЕДЕННЫХ МОДУЛЕЙ

Е. Г. Прилепкина

Аннотация. Получены необходимые и достаточные условия, при которых выпол-
няется равенство в принципах композиции для обобщенныx приведенныx модулей.
В качестве приложений даны описания экстремальных конфигураций в известных
и новых неравенствах для произведений радиусов Робена неналегающих областей.
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§ 1. Введение и предварительные сведения

Задачи об экстремальном разбиении восходят к М. А. Лаврентьеву и име-
ют богатую историю. Существуют два метода их изучения: экстремально-
метрический и емкостной. Систематическому развитию первого метода посвя-
щены, например, работы Г. В. Кузьминой, Е. Г. Емельянова, А. Ю. Солыни-
на [1–3], в то время как емкостной подход развивается в основном в работах
В. Н. Дубинина и его учеников (см. например, [4–12]). В частности, в [7] до-
казаны принципы композиции для обобщенных приведенных модулей, из ко-
торых вытекает ряд известных результатов об экстремальном разбиении. При
этом чтобы описать экстремальные конфигурации, необходимо исследовать во-
прос о случаях равенства в указанных принципах. В настоящей заметке мы
восполняем данный пробел и продолжаем исследования, начатые в [8]. Для
удобства дальнейшего изложения приведем определения и некоторые свойства
приведенного модуля.

Пусть B — конечносвязная область на комплексной сфере C без вырожден-
ных граничных точек либо вся комплексная плоскость. Обозначение B означает
компактификацию B посредством простых концов Каратеодори, граница ∂B —
совокупность простых концов. Под окрестностью будем понимать любое откры-
тое в B множество. Если это не вызовет недоразумений, то будем отождеств-
лять элемент B, соответствующий внутренней точке B, с самой этой точкой,
а носитель достижимой граничной точки и саму эту точку будем обозначать
одной и той же буквой. В случае жордановой области B понятия замыкания
B и границы ∂B совпадают с обычными, а окрестность в B есть пересечение
открытого в C множества с B.

Пусть � — замкнутое подмножество ∂B, состоящее из конечного числа
невырожденных связных компонент, и пусть z0 — достижимая граничная точка
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∂B \ � области B, z0 6= ∞ и αB(z0)π — внутренний угол области B с вершиной
z0 (см., например, [2, определение 1.1]). Пусть существует конформное и одно-
листное отображение f области B на аналитическую жорданову область f(B)
такое, что в некоторой окрестности z0 имеет место разложение

f(z) = f(z0) + (z − z0)1/αB(z0)(c(z0) + o(1)), z → z0, (1)

c(z0) 6= 0. Если z0 = ∞, то локальный параметр z − z0 в разложении (1) нужно
заменить на 1/z. Достижимые граничные точки z0 ∈ ∂B, для которых выполня-
ется (1), а также внутренние точки z0 ∈ B будем далее называть допустимыми
точками для B. Для внутренней точки z0 ∈ B полагаем αB(z0) = 2.

В этом случае определена функция Робена gB(z, z0, � ) области B и множе-
ства � c полюсом в допустимой точке z0 ∈ B \ � [5]. Отметим, что изучению
функции Робена в настоящее время посвящено немало работ (см., например,
[13–18]). В отличие от работ других авторов в [5] введен аналог функции Робе-
на с полюсом в граничной точке.

Для аналитической жордановой области g(z) := gB(z, z0, � ) определяется
условиями: g(z) вещественнозначная непрерывная на B\{z0}, непрерывно диф-
ференцируемая на B\ (� ∪ {z0}), гармоническая в B\{z0} и такая, что g(z) = 0
при z ∈ � , ∂g/∂n = 0 при z ∈ ∂B\(� ∪ {z0}), при этом g(z) + log |z − z0| —
гармоническая функция в окрестности точки z0 (символ ∂/∂n означает диффе-
ренцирование вдоль внутренней нормали к границе). Полагаем по определению

gB(z, z0, � ) :=
{
αB(z0)gf(B)(f(z), f(z0), f(� )), если z0 ∈ ∂B,
gf(B)(f(z), f(z0), f(� )), если z0 ∈ B,

для произвольной конечносвязной области B. Здесь f(z) определено выше и
удовлетворяет (1).

Радиусом Робена [6] называется величина

r(B, � , z0) := exp lim
z→z0

(gB(z, z0, � ) + log |z − z0|).

Если � = ∂B, то функция Робена совпадает с хорошо известной функцией Гри-
на, а радиус Робена — с внутренним радиусом r(B, z0) области B в точке z0 (см.,
например, [4, c. 29]). При z0 = ∞ и z0 ∈ B величина r−1(B, � , z0) называется
емкостью Робена множества � относительно области B. В случае, когда B —
односвязная область, � — дуга ее границы, величина r(B, � , z0) рассматрива-
лась, по существу, в работах [2, 19].

В случае пустого множества � нам потребуется двухполюсная функция
Неймана n(z) := nB(z, z0; z∗) [4, c. 34] (cр. [3, c. 46]), которая для аналитической
жордановой области определяется как функция, удовлетворяющая условиям:

1) n(z) гармоническая в B \ {z0, z∗};
2) ∂n(z)/∂n = 0 при z ∈ (∂B)\{z0 ∪ z∗};
3) n(z) + log |z − z0| — ограниченная гармоническая функция в некоторой

окрестности первого полюса z0;
4) в окрестности второго полюса z∗ выполняется разложение

n(z) =
αB(z0)
αB(z∗)

log |z − z∗|+ o(1), z → z∗, z ∈ B,

где, как и раньше, αB(z)π — внутренний угол области B с вершиной в точке z.
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Для произвольной конечносвязной области B и допустимых точек z0, z∗
определим функцию Неймана по формуле

nB(z, z0; z∗) = βB(z0)nf(B)(f(z), f(z0), f(z∗))− αB(z0)
αB(z∗)

log |c(z∗)|βB(z∗),

где f — однолистное конформное отображение B на аналитическую жорданову
область, βB(z) = 1 для внутренней точки z ∈ B, βB(z) = αB(z) для граничных
точек z ∈ ∂B, c(z∗) — константа из разложения (1) в окрестности точки z∗. Для
всей комплексной плоскости C полагаем по определению

nC(z, z0; z∗) = log |(z − z∗)(z0 − z∗)/(z − z0)|, z∗ 6= ∞,

nC(z, z0; z∗) = − log |z − z0|, z∗ = ∞.

Непосредственно из определений функций Робена и Неймана в окрестности
конечной точки z0 вытекают разложения

gB(z, z0, � ) = − log |z − z0|+R(z0) + o(1), z → z0, (2)

nB(z, z0; z∗) = − log |z − z0|+N(z0, z∗) + o(1), z → z0. (3)

Ясно также, как изменятся определения этих понятий, если z0 = ∞ (ло-
кальный параметр z − z0 нужно заменить параметром 1/z).

Приступим к определению приведенного модуля. В рамках данной рабо-
ты опустим определение приведенного модуля, использующее асимптотическую
формулу вырождающегося конденсатора [4–11]. Вместо этого воспользуемся
выражением приведенного модуля через функции Робена или Неймана. Пусть
область B, как и выше, и пусть � — замкнутое подмножество ∂B, причем �
либо пусто, либо состоит из конечного числа невырожденных связных компо-
нент. Пусть Z = {zk}nk=1 — совокупность различных допустимых точек в B\� ,
αkπ — внутренний угол области B с вершиной в точке zk, αk 6= 0, k = 1, . . . , n,

� = {δk}nk=1 — совокупность вещественных чисел,
n∑

k=1
δ2k 6= 0, и � = {ψk}nk=1,

где ψk = ψk(r) ≡ µkrνk , µk, νk, k = 1, . . . , n, — произвольные положительные
числа, r > 0. Для непустого множества � определим величины Rkl, k = 1, . . . , n,
l = 1, . . . , n, полагая

Rkl := gB(zk, zl, � ), k 6= l;

Rkk := lim
z→zk

(gB(z, zk, � ) + log |z − zk|) = R(zk).

Для пустого множества � требуем дополнительно, чтобы
n∑

k=1

αkδk
νk

= 0. (4)

Без ограничения общности можно считать, что δ1 6= 0. При � = ∅ зададим Rkl,
k = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, соотношениями

R1m = Rm1 = 0, m = 1, . . . , n;

Rkl := nB(zk, zl; z1), k 6= l; Rkk := N(zk, z1), k = 2, . . . , n, l = 2, . . . , n.

Здесь величины N(zk, z1) определяются из разложения(3) функции nB(z, zk; z1)
в окрестности точки zk.
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Приведенным модулем области B относительно множества � и совокупно-
стей Z,�,� является величина

M(B, � , Z,�,�) :=
ν2

4π

(
n∑

k,l=1

αkδkδl
νkνl

Rkl −
n∑

k=1

αkδ2k logµk
ν2
k

)
, (5)

где ν = 2
(

n∑
k,l=1

αkδ2k/νk

)−1

.

Понятие обобщенного приведенного модуля введено в работе [7] и включа-
ет в себя (с точностью до нормирующего множителя) классическое определение
приведенного модуля [20, с. 103], а также приведенные модули двуугольников
[21, 22] и треугольников [2] (cм. [7, § 2, c. 154, 155]). Отметим, что приведен-
ный модуль для непустого множества � и его связь с асимптотикой емкости
впервые рассматривались в [5], приведенный модуль всей комплексной плоско-
сти — в [11], при пустом множестве � приведенные модули односвязных обла-
стей изучались, в частности, в [7, 8], а для произвольных конечносвязных об-
ластей — в [9]. Учитывая конформную инвариантность емкости конденсатора,
легко установить, как изменится приведенный модуль при однолистном и кон-
формном отображении [5, 9]. Поэтому в дальнейшем ограничимся ситуацией,
когда все точки из совокупности Z конечны. Чтобы упростить формулировки,
будем рассматривать «нормированный» приведенный модуль

M̃(B, � , Z,�,�) :=
4π
ν2M(B, � , Z,�,�) =

n∑
k,l=1

αkδkδl
νkνl

Rkl −
n∑

k=1

αkδ2k logµk
ν2
k

. (6)

При условиях существования приведенного модуля, следуя [8], введем функ-
цию

u(z) =


n∑

k=1

δk
νk
gB(z, zk, � ) для � 6= ∅,

n∑
k=2

δk
νk
nB(z, zk; z1) для � = ∅,

(7)

которую будем называть потенциальной функцией для области B, множества
� и совокупностей Z,�,�. Применяя (2) для непустого множества � и (3), (4)
при � = ∅, убеждаемся, что в некоторых окрестностях точек zk имеют место
разложения

u(z) = − δk
νk

log |z − zk|+ ak + o(1), z → zk, z ∈ B. (8)

При этом выполняется условие
n∑

k=1

δkαk
νk

ak = M̃(B, � , Z,�,�) +
n∑

k=1

δ2kαk
ν2
k

logµk. (9)

Отметим, что в отличие от [8] мы определяем потенциальную функцию в том
числе и для пустого множества � .

Для конечной точки z0 комплексной сферы C обозначим через D(z0, r) за-
мкнутый круг с центром в точке z0 радиуса r > 0. В случае бесконечно уда-
ленной точки определим D(∞, r) := {z : |z| ≥ 1/r}. Всюду ниже для заданной
области B ⊂ C и точки z0 ∈ B введем обозначение E(z0, r, B) = D(z0, r), где r
настолько мало, что D(z0, r) ⊂ B; для достижимой граничной точки z0 области
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B обозначим через E(z0, r, B) замыкание в B связной компоненты пересечения
B∩D(z0, r), примыкающей к точке z0. Обозначим также через I(v,B) интеграл
Дирихле функции v по множеству B:

I(v, B) :=
∫∫
B

|∇v|2 dxdy,

а через Br — разность множеств B\
n⋃

k=1
E(zk, ψk(r), B).

Следующие леммы практически повторяют леммы 1, 2 из работы [8].

Лемма 1. Справедлива асимптотическая формула

I(u,Br) = −π log r
n∑

k=1

αkδ2k
νk

+ πM̃(B, � , Z,�,�) + o(1), r → 0.

Доказательство. Учитывая конформную инвариантность интеграла Ди-
рихле, можно считать, что область B ограничена кусочно аналитическими кри-
выми. Применяя формулу Грина и определение потенциальной функции, имеем

I(u,Br) = −
n∑

k=1

∫
γk(r)

u
∂u

∂n
ds,

γk(r) = ∂E(zk, ψk(r), B)∩B, k = 1, . . . , n. Привлекая разложения (8), получаем∫
γk(r)

u
∂u

∂n
ds =

∫
γk(r)

(
− δk
νk

logψk(r) + ak + o(1)
)(

− δk
νk

+ o(1)
)
dϕ

= παk

[
δ2k
ν2
k

(logµk + νk log r)− ak
δk
νk

]
+ o(1), k = 1, . . . , n,

что приводит к асимптотической формуле

I(u,Br) = −π log r
n∑

k=1

αkδ2k
νk

− π
n∑

k=1

αkδ2k
ν2
k

logµk + π
n∑

k=1

αkδk
νk

ak + o(1), r → 0.

Воспользовавшись (9), приходим к утверждению леммы 1.

Вещественную функцию v назовем допустимой функцией для области B,

множества � и совокупностей Z,�,�, если она непрерывна в B\
n⋃

k=1
{zk}, равна

нулю на � , удовлетворяет условию Липшица в некоторой окрестности каждой
конечной точки области B, за исключением, может быть, конечного числа таких
точек, и если в окрестностях точек zk имеют место разложения

v(z) = − δk
νk

log |z − zk|+ bk + o(1), z → zk, z ∈ B, (10)

где bk, k = 1, . . . , n, — некоторые вещественные постоянные [8].

Лемма 2. Для потенциальной функции u c разложениями (8) и допусти-
мой функции v c разложениями (10) имеет место равенство

I(v − u,B) = I(v,Br)− I(u,Br)− 2π
n∑

k=1

αkδk
νk

(bk − ak) + o(1), r → 0. (11)
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Доказательство. Для всех достаточно малых r > 0 справедливы соот-
ношения

I(v − u,Br) = I(v,Br) + I(u,Br) + 2
n∑

k=1

∫
γk(r)

v
∂u

∂n
ds

= I(v,Br)− I(u,Br) + 2
n∑

k=1

∫
γk(r)

(v − u)
∂u

∂n
ds,

где γk(r) = ∂E(zk, ψk(r), B) ∩B, k = 1, . . . , n. Учитывая разложения (8), (10) и
определение потенциальной функции u, получим∫
γk(r)

(v−u)∂u
∂n

ds =
∫

γk(r)

(bk−ak +o(1))
(
− δk
νk

+o(1)
)
dϕ = −παkδk

νk
(bk−ak)+o(1)

при r → 0 для любого k = 1, . . . , n. Для доказательства леммы достаточно
заметить, что функция u− v не имеет особенностей в области B и I(v− u,B) =
I(v − u,Br) + o(1). Лемма доказана.

Замечание. Леммы 1 и 2 остаются справедливыми в том случае, если
в определении множества Br круги D(zk, r) заменить «почти кругами» (см.
например, [4, c. 38]).

§ 2. Основные результаты

Пусть z1, z2 — достижимые граничные точки областей B1, B2 соответ-
ственно, z̆1, z̆2 — изображающие их точки [23, с. 38]. Будем говорить, что z1
совпадает с z2 как точка плоскости, если z̆1 = z̆2. Если z̆1 = z̆2 и найдется
круг D(z̆1, ε), для которого B1 ∩D(z̆1, ε) = B2 ∩D(z̆2, ε), то будем говорить, что
z1 совпадает с z2 как достижимая граничная точка.

Теорема 1. Пусть множестваB, � , совокупности Z = {zk}nk=1,� = {δk}nk=1,
� = {µkrνk}nk=1, как в определении приведенного модуля M̃ = M̃(B, � , Z,�,�),
u(z) — потенциальная функция для B, � , Z, �, �. Пусть Bi ⊂ B — попарно не
пересекающиеся подобластиB, �i, Zi = {zij}nij=1,�i = {δij}nij=1, �i = {µijrνij}nij=1

из определения приведенных модулей M̃i = M̃(Bi, �i, Zi, �i, �i), ui(z) — потен-
циальная функция для Bi, �i, Zi, �i, �i, i = 1, . . . ,m. Предположим, что
выполняются следующие условия:

1) (B ∩ ∂Bi) ⊂ �i, i = 1, . . . ,m;

2) � ⊂
(

m⋃
i=1

�i

)
∪
[
C \

(
m⋃
i=1

Bi

)]
;

3) каждая точка zk ∈ Z совпадает c некоторой точкой zij ∈ Zi при k = k(i, j)
(в случае zk ∈ ∂B имеется в виду совпадение достижимых граничных точек),
δk = δij , µk = µij , νk = νij , где k = k(i, j);

4)
n∑

k=1
αkδ2k/νk =

m∑
i=1

ni∑
j=1

αijδ2ij/νij .

Тогда имеет место неравенство

M̃ ≥
m∑
i=1

M̃i +
1
π

m∑
i=1

I(u− ui, Bi). (12)
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Доказательство. Рассмотрим в области B функцию

v(z) =


ui(z), если z ∈ B ∩Bi,

0, если z ∈ B \
(

m⋃
i=1

Bi

)
.

Условие 1 гарантирует, что функция v(z) непрерывна вB\
n⋃

k=1
{zk}. Из условий 2

и 3 cледует, что v(z) = 0 при z ∈ � и в окрестности zk, k = 1, . . . , n, имеет место
разложение (10). Применяя лемму 2, получаем

I(v − u,B) = I(v,Br)− I(u,Br)− 2π
n∑

k=1

αkδk
νk

(bk − ak) + o(1), r → 0. (13)

По лемме 1

I(v,Br) = −π log r
m∑
i=1

ni∑
j=1

αijδ2ij
νij

+ π
m∑
i=1

M̃i + o(1),

I(u,Br) = −π log r
n∑

k=1

αkδ2k
νk

+ πM̃ + o(1), r → 0.

Заметим, что в случае совпадения точек zk и zij выполняется равенство αk =
αij . Таким образом, справедливы соотношения

m∑
i=1

ni∑
j=1

αijδ2ij
νij

logµij =
n∑

k=1

αkδ2k
νk

logµk,
n∑

k=1

αkδk
νk

bk =
m∑
i=1

ni∑
j=1

αijδij
νij

aij ,

где bk := aij , если zk = zij . Учитывая (9), имеем
n∑

k=1

αkδk
νk

(bk − ak) =

(
m∑
i=1

M̃i

)
− M̃.

Подставляя полученные соотношения в (13), убеждаемся в справедливости
неравенства

m∑
i=1

I(u− ui, Bi) ≤ I(v − u,B) = π

(
M̃ −

m∑
i=1

M̃i

)
+ o(1), r → 0. (14)

Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть множестваB, � , совокупности Z = {zk}nk=1,� = {δk}nk=1,
� = {µkrνk}nk=1, как в определении приведенного модуля M̃ := M̃(B, � , Z,�,�),
u(z) — потенциальная функция для B, � , Z, �, �. Пусть Bi ⊂ B, i = 1, . . . ,m, —
попарно не пересекающиеся области, �i, Zi = {zij}nij=1, �i = {δij}nij=1, �i =
{µijrνij}nij=1 из определения приведенных модулей M̃i = M̃(Bi, �i, Zi, �i, �i),
ui(z) — потенциальная функция для Bi, �i, Zi, �i, �i, i = 1, . . . ,m. Предполо-
жим, что каждая точка zij из совокупности Zi совпадает (как точка комплекс-
ной плоскости) с точкой zk ∈ Z при некотором k = k(i, j), для любых i и j
имеют место равенства δij = δk, µij = µk, νij = νk, где k = k(i, j), и, кроме того,
�i ⊂ � , i = 1, . . . ,m,

n∑
k=1

αkδ
2
k/νk =

m∑
i=1

ni∑
j=1

αijδ
2
ij/νij . (15)
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Тогда справедливо неравенство
m∑
i=1

M̃i ≥ M̃ +
1
π

m∑
i=1

I(u− ui, Bi). (16)

Доказательство. Cопоставим каждому индексу k, 1 ≤ k ≤ n, множество
Ik ⊂ N ⊗ N такое, что zij = zk тогда и только тогда, когда (i, j) ∈ Ik. Если
Ik 6= ∅, то из геометрического смысла αk получаем неравенство∑

(i,j)∈Ik

αij ≤ αk.

При пустом множестве Ik можно считать, что
∑

(i,j)∈Ik
αij := 0. Таким образом,

m∑
i=1

ni∑
j=1

αijδ
2
ij/νij =

n∑
k=1

( ∑
(i,j)∈Ik

αij
)
δ2k/νk ≤

n∑
k=1

αkδ
2
k/νk.

Поэтому равенство (15) выполняется в том и только в том случае, когда при
δk 6= 0 множество Ik непусто и ∑

(i,j)∈Ik

αij = αk.

Тогда очевидно выполнение равенств
m∑
i=1

ni∑
j=1

αij
δ2ij
νij

logµij =
n∑

k=1

( ∑
(i,j)∈Ik

αij
) δ2k
νk

logµk =
n∑

k=1

αk
δ2k
νk

logµk, (17)

m∑
i=1

ni∑
j=1

αij
δ2ij
νij

ak(i,j) =
n∑

k=1

αk
δ2k
νk
ak, (18)

где ak — константы из разложений (8) функции u(z).
В силу (8) потенциальная функция u(z) является допустимой для Bi, �i,

Zi, �i, �i, и по лемме 2 справедливы соотношения

I(u−ui, Bi) = I(u, (Bi)r)−I(ui, (Bi)r)−2π
ni∑
j=1

αijδij
νij

(ak(i,j)−aij)+o(1), r → 0.

(19)
Просуммировав (19) по i = 1, . . . ,m, получим
m∑
i=1

I(u−ui, Bi) ≤ I(u,Br)−
m∑
i=1

I(ui, (Bi)r)−2π
m∑
i=1

ni∑
j=1

αijδij
νij

(ak(i,j)−aij)+o(1).

Ввиду (9), (17) и (18) последнее неравенство равносильно неравенству
m∑
i=1

I(u− ui, Bi) ≤ I(u,Br)−
m∑
i=1

I(ui, (Bi)r)− 2π

(
M̃ −

m∑
i=1

M̃i

)
+ o(1), r → 0.

(20)
По лемме 1

I(u,Br) = −π log r
n∑

k=1

αkδ2k
νk

+ πM̃ + o(1), r → 0,
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m∑
i=1

I(ui, Br) = −π log r
m∑
i=1

ni∑
j=1

αijδ2ij
νij

+ π

(
m∑
i=1

M̃i

)
+ o(1), r → 0.

Подставляя в (20) полученные соотношения и используя (15), имеем
m∑
i=1

I(u− ui, Bi) ≤ π

((
m∑
i=1

M̃i

)
− M̃

)
.

Теорема доказана.

Как следствия в условиях теоремы 1 получаем
m∑
i=1

M̃i ≤ M̃ (21)

и неравенство в другую сторону при выполнении предположений теоремы 2:
m∑
i=1

M̃i ≥ M̃. (22)

Соотношения (21) и (22) доказаны ранее в работе В. Н. Дубинина, Н. В. Эйрих
[7, теоремы 5, 6] (cм. также [4, теорема 2.14]) с использованием асимптотиче-
ской формулы для емкости конденсатора и названы принципами композиции.
Частные случаи принципов композиции, известные ранее в литературе, подроб-
но изложены в [7, примеры 5.1–5.3]. Отметим, что теоремы 1, 2 данной работы в
случае m = 1 дают некоторое уточнение принципа монотонности [7, теорема 1].
А именно, при расширении B1 ⊂ B за счет части границы B1 cправедливо
неравенство

M̃(B, � , Z,�,�) ≥ M̃(B1, �1, Z,�,�) +
1
π
I(u− u1, B1).

При расширении B1 за счет дополнения до �1 имеет место неравенство в другую
сторону:

M̃(B1, �1, Z,�,�) ≥ M̃(B, � , Z,�,�) +
1
π
I(u− u1, B1).

В случае, когда Z cостоит из одной точки и множество � непусто, аналогичные
неравенства получены в работах С. Р. Насырова [16, 24]. При этом слагаемое
1
π I(u − u1, B1) было заменено слагаемым, пропорциональным площади варьи-
руемого участка в некоторой экстремальной метрике. Данные результаты были
применены к исследованию обобщенной задачи М. А. Лаврентьева о нахожде-
нии формы дужки заданной длины максимальной подъемной силы при ограни-
чениях на кривизну. Отметим также, что из указанных неравенств легко следу-
ет строгая монотонность приведенных модулей. Например, для двуугольников,
имеющих равные углы при вершинах P1, P2, при строгом включении D1 ⊂ D2
приведенный модуль D1 строго больше приведенного модуля D2 [2, лемма 1.1].
Теперь можно дополнить принципы композиции (21) и (22) описанием случаев
равенства.

Теорема 3. При выполнении условий теоремы 1 равенство в (21) имеет

место тогда и только тогда, когда
m⋃
i=1

Bi = B и ui(z) = u(z) + C в области Bi,

i = 1, . . . ,m, где C = 0 при � 6= ∅ и C — произвольная постоянная при � = ∅.
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Доказательство. Пусть функция v(z) определена, как в доказательстве
теоремы 1:

v(z) =


ui(z), если z ∈ B ∩Bi,

0, если z ∈ B \
(

m⋃
i=1

Bi

)
.

Из соотношения (14) следует, что равенство в (21) возможно, если I(v−u,B) = 0.
Это означает, что u(z) − v(z) ≡ C в области B. На множестве � функции
v(z) и u(z) равны нулю, следовательно, C = 0 для непустого множества � . По
определению v(z) имеем u(z) = ui(z)+C в Bi, i = 1, . . . ,m, а также u(z) = C при

z ∈ B \
(

q⋃
i=1

Bi

)
. Так как u(z) гармоническая в B \Z и в окрестности полюсов

имеет логарифмическую особенность, она не может равняться константе ни в

какой подобласти B, значит, B =
m⋃
i=1

Bi. Необходимость условий равенства
доказана.

Пусть теперь ui(z) = u(z) +C в области Bi, i = 1, . . . ,m, причем C = 0 для
непустого � . Тогда aij = ak + C (zk = zij) и

m∑
i=1

ni∑
j=1

αijδij
νij

aij =
n∑

k=1

αkδk
νk

ak +
n∑

k=1

αkδk
νk

C.

Замечая, что при пустом множестве � приведенный модуль существует при
дополнительном условии (4), получаем

m∑
i=1

ni∑
j=1

αijδij
νij

aij =
n∑

k=1

αkδk
νk

ak.

Принимая во внимание (9), убеждаемся, что
m∑
i=1

M̃i = M̃.

Теорема доказана.

Теорема 4. В условиях теоремы 2 равенство в (22) имеет место в том

и только в том случае, когда
m⋃
i=1

Bi = B и в области Bi выполняется u(z) =

ui(z) + Ci, где Ci = 0 при �i 6= ∅ и Ci — произвольная постоянная при �i = ∅,
i = 1, . . . ,m.

Доказательство. Пусть выполняется равенство в (21). Из теоремы 1
следует, что

m∑
i=1

I(u− ui, Bi) = 0.

Поэтому в области Bi имеем u(z) = ui(z) + Ci, i = 1, . . . ,m. Так как u(z) =
ui(z) = 0 на �i, очевидно, что Ci = 0 при �i 6= ∅. Допустим, найдется область

B̃ ⊂ B, не пересекающаяся с
m⋃
i=1

Bi. Поскольку u(z) гармоническая в B \Z и не

постоянна в B\Z, она отлична от константы и на множестве B̃. Следовательно,
I(u, B̃) := ε > 0. Тогда

m∑
i=1

I(u, (Bi)r) ≤ I(u,Br)− I(u, B̃) = I(u,Br)− ε.
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Повторяя доказательство теоремы 2, взамен неравенства (20) имеем право при-
менить неравенство
m∑
i=1

I(u−ui, Bi) ≤ I(u,Br)−ε−
m∑
i=1

I(ui, (Bi)r)−2π

(
M̃ −

m∑
i=1

M̃i

)
+o(1), r → 0.

В итоге неравенство (22) становится строгим. Таким образом, области B̃ не

существует, и, значит,
m⋃
i=1

Bi = B.

Обратно, пусть в области Bi выполняются условия u(z) = ui(z)+Ci, причем
Ci = 0 для непустого �i, i = 1, . . . ,m. В этом случае

n∑
k=1

αkδk
νk

ak =
m∑
i=1

ni∑
j=1

αijδij
νij

(aij + Ci) =
m∑
i=1

ni∑
j=1

αijδij
νij

aij . (23)

Здесь используем, что при пустом множестве �i выполняются условия (4) суще-

ствования приведенных модулей
ni∑
j=1

αijδij
νij

= 0. Остается заметить, что с учетом

(9) соотношение (23) эквивалентно равенству в (22). Теорема доказана.

§ 3. О произведении радиусов Робена
неналегающих областей

Теоремы 3, 4 позволяют изучить случаи равенства в задачах об экстре-
мальном разбиении, вытекающих из принципов композиции. Например, хорошо
известное неравенство Лаврентьева

r(B1, z1)r(B2, z2) ≤ |z1 − z2|2 (24)

о произведении внутренних радиусов неналегающих областей (cм., например,
[4]) cледует из теоремы 1 при B = Cz, Z = {z1, z2}, � = {1,−1}, � = {r, r}.
По теореме 3 равенство в (24) выполняется в том и только в том случае, когда
общая граница областей B1 и B2 представляет собой окружность или прямую
вида |z − z1| = C|z − z2|, C > 0. Если области B1, B2 не пересекаются и лежат
в единичном круге U := {z : |z| < 1}, то согласно неравенству Куфарева

r(B1, z1)r(B2, z2) ≤
|z1 − z2|2(1− |z1|)2(1− |z2|2)

|1− z̄1z2|2
. (25)

При этом равенство в (25) выполняется тогда и только тогда, когда B1∪B2 = U
и расположенная в круге общая часть ∂B1 и ∂B2 описывается уравнением∣∣∣∣1− z̄1z

z − z1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1− z̄2z

z − z2

∣∣∣∣.
Результат Куфарева следует также из теорем 1 и 3 в случае B = U , � = ∂U ,
Z = {z1, z2}, � = {1,−1}, � = {r, r}. Для вычисления приведенных модулей и
потенциальной функции в этом случае используем функцию Грина единичного
круга [4]:

gU (z, z0) = log
∣∣∣∣1− z̄0z

z − z0

∣∣∣∣. (26)

В [6], в частности, получены некоторые неравенства для произведений ра-
диусов Робена (взамен внутренних радиусов) неналегающих областей в круге
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и кольце. В настоящем параграфе дополним указанные результаты описанием
экстремальных конфигураций и обобщим их на случай конечносвязной области.

Пусть непересекающиеся областиB1, B2 лежат в единичном круге U . Пусть
z1 ∈ B1 и z2 ∈ B2, а граничные множествa �i ⊂ ∂Bi удовлетворяют условию
((∂Bi) ∩ U) ⊂ �i, i = 1, 2. Тогда справедливо неравенство [6, теорема 1]

r(B1, �1, z1)r(B2, �2, z2) ≤
|z1 − z2|2|1− z̄1z2|2

(1− |z1|2)(1− |z2|2)
. (27)

Теорема 5. Равенство в (27) достигается тогда и только тогда, когда B1∪
B2 = U , �i = (∂Bi) ∩ U и на множествах �i, i = 1, 2, выполняется условие

|z − z1||1− z̄1z|
|z − z2||1− z̄2z|

= C, (28)

где C — произвольная положительная постоянная.
Доказательство. Пусть z1 ∈ B1, z2 ∈ B2. Полагая в теореме 1 Z1 = {z1},

�1 = {1}, �1 = {r}, Z2 = {z2}, �2 = {−1}, �2 = {r}, B = U , � = ∅, Z = {z1, z2},
� = {1,−1}, � = {r, r}, получим

M̃(B1, �1, Z1,�1, �1) + M̃(B2, �2, Z2,�2, �2) ≤ M̃(U,∅, Z,�,�). (29)

Воспользовавшись явным выражением двухполюсной функции Неймана [9] для
единичного круга

nU (z, z2; z1) = log
|z − z1||1− z̄1z||z2 − z1||1− z̄2z1|

|z − z2||1− z̄2z|(1− |z1|2)
, (30)

вычисляем по формуле (6) приведенные модули

M̃(U,∅, Z,�,�) = 2 log
|z1 − z2|2|1− z̄1z2|2

(1− |z1|2)(1− |z2|2)
;

M(B1, �1, Z1,�1, �1) = 2 log r(B1, �1, z1),

M(B2, �2, Z2,�2, �2) = 2 log r(B2, �2, z2)

и убеждаемся, что (27) эквивалентно (29). По теореме 3 равенство в (29) вы-
полняется тогда и только тогда, когда B1∪B2 = U и для потенциальных функ-
ций справедливо ui(z) = u(z) + C, i = 1, 2. Из определения потенциальных
функций следует, что u1(z) = gB(z, z1, �1) ≥ 0, u2(z) = −gB(z, z2, �2) ≤ 0 и
u(z) = −nU (z, z2; z1). Если �i ∩ ∂U содержит некоторую дугу, то во внутренних
точках z этой дуги одновременно имеем ui(z) = 0 и ∂ui(z)/∂n = ∂u(z)/∂n = 0.
Это противоречит лемме Хопфа. Тем самым �i = (∂Bi) ∩ U и на множестве
�i функция u(z) равна C, i = 1, 2. Соотношение (28) с учетом (30) следует из
определения потенциальной функции u(z). Теорема доказана.

Обозначим через K(t) концентрическое круговое кольцо {t < |z| < 1} и
через T (z) — любое конформное отображение K(t) на плоскость с разрезами по
действительной оси. Пусть непересекающиеся области B1, B2 лежат в кольце
K(t) и граничные множествa �i ⊂ ∂Bi удовлетворяют условию ((∂Bi)∩K(t)) ⊂
�i, i = 1, 2. Тогда для точек z1 ∈ B1 и z2 ∈ B2 справедливо неравенство

r(B1, �1, z1)r(B2, �2, z2) ≤
|T (−|z1|)− T (|z2|)|2

|T ′(−|z1|)T ′(|z2|)|
(31)

[6, теорема 3].



О принципах композиции для приведенных модулей 1369

Теорема 6. Равенство в (31) достигается тогда и только тогда, когда точки
z1, z2 вещественны и имеют разные знаки, B1 ∪B2 = K(t), �i = (∂Bi) ∩K(t), и
на множествах �i, i = 1, 2, выполняется

|T (z1)− T (z)|
|T (z2)− T (z)|

= C,

где C — произвольная положительная постоянная.
Доказательство. Полагая в теореме 1 Z1 = {z1}, �1 = {−1}, �1 = {r},

Z2 = {z2}, �2 = {1}, �2 = {r}, B = K(t), � = ∅, Z = {z1, z2}, � = {1,−1},
� = {r, r}, получим

M̃(B1, �1, Z1,�1, �1) + M̃(B2, �2, Z2,�2, �2) ≤ M̃(K(t),∅, Z,�,�). (32)

Без ограничения общноcти можем считать, что z2 > 0, z1 = reiθ, 0 ≤ θ ≤ π.
Применим к кольцу K(t) поляризацию [4, с. 73] относительно прямой, содер-
жащей луч arg z = π+θ

2 . Получим

M̃(K(t),∅, Z,�,�) ≤ M̃(K(t),∅, {−|z1|, |z2|}, {−1, 1}, {r, r}). (33)

Легко видеть, что на вещественной оси производная по нормали функции
− log |z− z0| равна нулю при вещественных z0 и на границе K(t) такое же усло-
вие выполняется для функции log |T (z)−T (z0)|. Таким образом, двухполюсная
функция Неймана имеет вид

nK(t)(z, |z2|;−|z1|) = − log
|T (z)− T (|z2|)||T ′(−|z1|)|

|T (z)− T (−|z1|)||T (−|z1|)− T (|z2|)|
.

По формуле (6) вычисляем

M̃(K(t),∅, {−|z1|, |z2|}, {−1, 1}, {r, r}) = 2 log
|T (−|z1|)− T (|z2|)|2

|T ′(−|z1|)T ′(|z2|)|
.

Неравенство (31) вытекает из неравенств (32) и (33). При этом равенство выпол-
няется в том и только в том случае, когда одновременно выполняется равенство
в (32) и (33). По теореме 6 из [8] заключаем, что равенство в (33) возможно
тогда и только тогда, когда точки z1, z2 вещественны и имеют разные знаки.
Утверждение о равенстве в (32) следует из теоремы 3 аналогично доказатель-
ству равенства в (28) с заменой U на K(t). Теорема доказана.

Приведем аналог теоремы 5 для произвольной конечносвязной области B
без вырожденных граничных точек. Рассмотрим конформное однолистное отоб-
ражение B на плоскость с радиальными разрезами, причем такое, что заданные
различные конечные точки z1, z2 переходят соответственно в 0 и ∞ и в окрест-
ности z2 имеет место разложение 1/(z − z2) + a0 + a1(z − z2) + . . . . Обозначим
это отображение через ϕB(z; z1, z2). Применяя лемму 1 из [3] (см. также [12,
теорема 4]), имеем

nB(z, z1; z2) = − log |ϕB(z; z1, z2)|,
следовательно,

M(B,∅, {z1, z2}, {1,−1}, {r, r}) = −2 log |ϕ′B(z1; z1, z2)|.

Заменяя в доказательстве теоремы 5 круг U областью B, получаем следующий
результат.
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Теорема 7. Пусть непересекающиеся области B1, B2 лежат в B и гранич-
ные множествa �i ⊂ ∂Bi удовлетворяют условию ((∂Bi)∩B) ⊂ �i, i = 1, 2. Тогда
для конечных точек z1 ∈ B1 и z2 ∈ B2 справедливо неравенство

r(B1, �1, z1)r(B2, �2, z2) ≤ |ϕ′B(z1; z1, z2)|−1. (34)

Равенство в (34) достигается тогда и только тогда, когда B1 ∪ B2 = B, �i =
(∂Bi) ∩B и на множестве �i, i = 1, 2, выполняется

|ϕB(z; z1, z2)| = C,

где C — произвольная положительная постоянная.
В заключение приведем нижнюю оценку произведения радиусов Робена

неналегающих и расположенных в единичном круге областей.

Теорема 8. Пусть непересекающиеся области B1, B2 лежат в единичном
круге U . Пусть z1 ∈ B1 и z2 ∈ B2, а граничные множествa �i ⊂ ∂Bi удовлетво-
ряют условиям �i ⊂ ∂U , �i 6= ∅, i = 1, 2. Тогда справедливо неравенство

r(B1, �1, z1)r(B2, �2, z2) ≥
(1− |z1|2)(1− |z2|2)|1− z̄1z2|2

|z1 − z2|2
. (35)

Равенство в (35) достигается тогда и только тогда, когда B1 ∪B2 = U , �1 ∪ �2 =
∂U и множество (∂Bi) ∩ U , i = 1, 2, представляет собой лежащую в круге U
часть окружности или прямой, заданную параметрическим уравнением

z = z(t) =
eiϕ(a+ it) + z1(1 + ati)
1 + ati+ eiϕ(a+ it)z̄1

, (36)

где t — вещественный параметр,

ϕ = arg((z2 − z1)/(1− z̄1z2)), r = |(z2 − z1)/(1− z̄1z2)|, a = (1−
√

1− r2)/r.

Доказательство. Из теоремы 2 следует неравенство
2∑

i=1

M̃(Bi, �i, {zi}, {1}, {r}) ≥ M̃(U, ∂U, {z1, z2}, {1, 1}, {r, r}). (37)

Вычисляя приведенные модули, убеждаемся, что неравенство (35) эквивалентно
(37).

Рассмотрим случай равенства. Пусть w = f(z) — дробно-линейное отоб-
ражение круга U на себя, переводящее z1 и z2 в некоторые вещественные сим-
метричные точки −a, a, Di := f(Bi), �̂i := f(�i), i = 1, 2. Учитывая поведение
приведенного модуля при конформном отображении [4, c. 63], заключаем, что
(37) равносильно неравенству

M̃(D1, �̂1, {−a}, {1}, {r}) + M̃(D2, �̂2, {a}, {1}, {r})

≥ M̃(U, ∂U, {−a, a}, {1, 1}, {r, r}). (38)

По теореме 4 равенство в (38) выполняется тогда и только тогда, когда D1 ∪
D2 = U и для cоответствующих потенциальных функций ui(w) = u(w), i = 1, 2.
Привлекая лемму Хопфа, убеждаемся, что в этом случае �̂1 ∪ �̂2 = ∂U . Из
определения потенциальных функций и равенства (26) имеем

u(w) = log
∣∣∣∣1− aw

w − a

∣∣∣∣∣∣∣∣1 + aw

w + a

∣∣∣∣ = log
∣∣∣∣1− a2w2

w2 − a2

∣∣∣∣.
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Возьмем точку w0 ∈ γi := (∂Di) ∩ U , не являющуюся точкой ветвления линии
уровня функции u(w), и пусть v(w) — сопряженная к u(w) гармоническая функ-
ция в окрестности w0. Так как в Di функция v(w) является сопряженной и к
ui(w), в окрестности w0 множество γi представляет собой кривую, на которой
v(w) = const, или

arg
(

1− a2w2

w2 − a2

)
= const . (39)

Полагая w2 = α+ iβ, заключаем, что (39) выполняется в случае β = 0 либо

C{(aα)2 − (a4 + 1)α+ a2(1 + β2)} = β(1− a4), (40)

где C — некоторая вещественная постоянная, C 6= 0. Отметим, что все кривые
(40) проходят через точку w2 = a2, a области D1, D2 должны содержать внутри
себя точки −a, a. Поэтому остается рассмотреть случай β = 0 или Imw2 = 0
на (∂Di) ∩ U , i = 1, 2. В этом случае с точностью до переобозначения индекса
D1 = U ∩{Rew < 0}, D2 = U ∩{Rew > 0}. Нетрудно проверить, что z = f−1(w)
имеет вид

z =
eiϕ(a+ w) + z1(1 + aw)
1 + aw + eiϕ(a+ w)z̄1

,

где

ϕ = arg((z2 − z1)/(1− z̄1z2)), r = |(z2 − z1)/(1− z̄1z2)|, a = (1−
√

1− r2)/r.

Учитывая, что Bi = f−1(Di), i = 1, 2, получаем утверждение о равенстве. Тео-
рема доказана.
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