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О ПРОИЗВЕДЕНИЯХ P–СУБНОРМАЛЬНЫХ

ПОДГРУПП В КОНЕЧНЫХ ГРУППАХ
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Аннотация. Подгруппа H конечной группы G называется P-субнормальной в G,
если H либо совпадает с группой G, либо ее можно соединить с группой G цепью
подгрупп с простыми индексами. Если любая силовская подгруппа группы G явля-
ется P-субнормальной вG, тоG называется w-сверхразрешимой группой. Получены
свойства P-субнормальных подгрупп и свойства групп, которые являются произве-
дением двух своих P-субнормальных подгрупп, в частности, своих P-субнормальных
w-сверхразрешимых подгрупп.
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1. Введение

В работе рассматриваются только конечные группы. Строение группы,
факторизуемой двумя циклическими подгруппами, приведено в [1, гл. 6, § 10].
Продолжая данные исследования, Л. С. Казарин [2] начал изучение строения
группы G, представимой в виде G = X1X2 . . . Xn, где Xi — циклическая группа
для любого i = 1, 2, . . . , n и Xi(X1X2 . . . Xi−1) = (X1X2 . . . Xi−1)Xi для всех i >
1. Он нашел все неабелевы композиционные факторы группы G, обладающей
рядом подгрупп 1 = X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xn = G, где |Xi : Xi−1| — простое
число для всех i = 1, . . . , n. Отметим, что данная цепь начинается с единичной
подгруппы X0. В связи с этим в [3] введено следующее естественное

Определение 1. ПодгруппаH группыG называется P-субнормальной в G
(обозначается через H P-snG), если либо H = G, либо существует цепь под-
групп H = H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hn−1 ⊂ Hn = G такая, что |Hi : Hi−1| — простое
число для любого i = 1, . . . , n.

Возникает задача изучения групп, у которых каждая подгруппа из задан-
ной системы подгрупп является P-субнормальной. Поскольку строение силов-
ских подгрупп группы G и их вложение в данную группу в значительной ме-
ре определяет структуру группы G, естественно в качестве системы подгрупп
рассматривать множество всех ее силовских подгрупп. Для изучения данной
ситуации в [3] введено

Определение 2. ГруппаG называется расширенно сверхразрешимой (крат-
ко w-сверхразрешимой), если любая силовская подгруппа группы G является
P-субнормальной в G.

Класс w-сверхразрешимых групп обозначается через wU. Заметим, что
класс U всех сверхразрешимых групп содержится в wU. В [3] приведен пример,
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показывающий, что обратное включение неверно. Как правило, произведение
двух групп из заданного класса не является группой из этого же класса. В част-
ности, хорошо известно, что произведение двух нормальных сверхразрешимых
подгрупп не всегда является сверхразрешимой группой. Бэр в [4] доказал сверх-
разрешимость группы G в случае, когда G есть произведение двух нормальных
сверхразрешимых подгрупп и имеет нильпотентный коммутант. В [5, гл. 4, тео-
рема 3.4] показано, что если группаG является произведением двух нормальных
сверхразрешимых подгрупп взаимно простых индексов, то G сверхразрешима.
Во многих работах, в частности в [6–10], ослабление понятий нормальности
и сверхразрешимости позволило получить некоторые аналогичные результаты.
В силу соотношений между классами U и wU естественно рассмотреть анало-
гичные факторизационные задачи в более широком классе wU. Данная рабо-
та является продолжением исследований, начатых авторами в [3]. В ней изу-
чаются свойства групп, представимых в виде произведения P-субнормальных
w-сверхразрешимых подгрупп. Следствием полученных теорем является ряд
хорошо известных результатов о факторизациях сверхразрешимыми подгруп-
пами.

2. Предварительные результаты

Используются стандартные обозначения и терминология, при необходимо-
сти см. [11, 12]. Напомним некоторые понятия, существенные в данной работе.

Через |G| обозначается порядок группы G; π(G) — множество всех различ-
ных простых делителей порядка группы G; CoreG(M) — ядро подгруппы M в G,
т. е. пересечение всех подгрупп, сопряженных с M в G; Op(G) — наибольшая
нормальная p-подгруппа группы G для некоторого простого числа p; F (G) —
подгруппа Фиттинга группы G, т. е. произведение всех нормальных нильпо-
тентных подгрупп группы G, и Fp(G) — p-нильпотентный радикал группы G,
т. е. произведение всех нормальных p-нильпотентных подгрупп группы G.

Группа G порядка pα1
1 pα2

2 . . . pαnn (pi — простое число, i = 1, 2, . . . , n) на-
зывается дисперсивной по Оре [11, с. 251], если p1 > p2 > · · · > pn и G имеет
нормальную подгруппу порядка pα1

1 pα2
2 . . . pαii для любого i = 1, 2, . . . , n.

Используются следующие обозначения: S — класс всех разрешимых групп;
U — класс всех сверхразрешимых групп; A(p− 1) — класс всех абелевых групп
экспоненты, делящей p− 1.

Класс групп F называется формацией, если выполняются следующие усло-
вия: 1) каждая фактор-группа любой группы из F также принадлежит F; 2) из
H/A ∈ F, H/B ∈ F следует, что H/A ∩B ∈ F.

Формация F называется: 1) наследственной, если F вместе с каждой груп-
пой содержит все ее подгруппы; 2) насыщенной, если из G/�(G) ∈ F следует,
что G ∈ F.

Всякая функция f : P → {формации} называется локальным экраном.
Формация F называется локальной, если существует локальный экран f такой,
что F совпадает с классом групп (G | G/Fp(G) ∈ f(p) для любого p ∈ π(G)).

По теореме Гашюца — Любезедер — Шмида формация насыщенна тогда и
только тогда, когда она локальна.

Пусть F — непустая формация. Через GF обозначается F-корадикал G, т. е.
наименьшая нормальная подгруппа группы G, для которой G/GF ∈ F.

Подгруппа H группы G называется F-субнормальной в G [11, 13], если либо
H = G, либо существует цепь подгрупп H = H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hn−1 ⊂ Hn = G
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такая, что Hi−1 максимальна в Hi и HF
i ⊆ Hi−1 для всех i = 1, . . . , n.

Отметим следующие свойства F-субнормальных подгрупп.

Лемма 2.1 [13, лемма 6.1.7]. Пусть F — наследственная формация и G —
группа. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если H — F-субнормальная подгруппа в G, K — подгруппа из G, то
(H ∩K) — F-субнормальная подгруппа в K;

2) если H1 и H2 — F-субнормальные подгруппы в G, то (H1 ∩H2) — F-суб-
нормальная подгруппа в G.

3. Свойства P-субнормальных подгрупп

В данном разделе приведены основные свойства P-субнормальных подгрупп.

Лемма 3.1. Пусть H — подгруппа группы G, N E G. Тогда справедливы
следующие утверждения:

1) если H P-sn G, то (H ∩N) P-sn N и HN/N P-sn G/N ;
2) если N ⊆ H и H/N P-sn G/N , то H P-sn G;
3) если HNi P-sn G, Ni E G, i = 1, 2, то (HN1 ∩HN2) P-sn G;
4) если H P-sn K и K P-sn G, то H P-sn G;
5) если H P-sn G, то Hx P-sn G для любого x ∈ G;
6) если GU ⊆ H, то H P-sn G.
Доказательство. 1. Ввиду P-субнормальности H в G можно считать, что

H ∩N 6= N и HN/N 6= G/N . В G найдется цепь подгрупп H = H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂
Hn−1 ⊂ Hn = G такая, что |Hi : Hi−1| — простое число для любого i = 1, . . . , n.
Так как H ∩N 6= N , то Hj ∩N 6= Hj−1 ∩N для некоторого j ∈ {1, . . . , n}. Тогда
|Hj ∩ N : Hj−1 ∩ N | = |(Hj ∩ N)Hj−1 : Hj−1|. Из Hj−1 ⊆ (Hj ∩ N)Hj−1 ⊆ Hj

и максимальности Hj−1 в Hj заключаем, что (Hj ∩ N)Hj−1 = Hj и |Hj ∩ N :
Hj−1∩N | = |Hj : Hj−1| — простое число. Отбрасывая из цепи H∩N = H0∩N ⊆
H1 ∩N ⊆ · · · ⊆ Hn−1 ∩N ⊆ Hn ∩N = N повторения, получим для H ∩N в G
цепь подгрупп с простыми индексами. Значит, (H ∩N) P-sn N .

Заметим, что HkN/N 6= Hk−1N/N для некоторого k ∈ {1, . . . , n}. Тогда
|HkN/N : Hk−1N/N | = |Hk : Hk−1| : |(Hk ∩ N)Hk−1 : Hk−1| 6= 1. Отсюда и из
того, что Hk−1 ⊆ (Hk ∩ N)Hk−1 ⊆ Hk и |Hk : Hk−1| — простое число, следует,
что (Hk ∩N)Hk−1 = Hk−1 и |HkN/N : Hk−1N/N | — простое число. Отбрасывая
из цепи HN/N = H0N/N ⊆ H1N/N ⊆ · · · ⊆ Hn−1N/N ⊆ HnN/N = G/N
повторения, получим для HN/N в G/N цепь подгрупп с простыми индексами.
Таким образом, HN/N P-sn G/N .

Утверждение 2 следует из того, что если существует цепь подгрупп H/N =
H0/N ⊂ H1/N ⊂ · · · ⊂ Hm−1/N ⊂ Hm/N = G/N с простыми индексами |Hi/N :
Hi−1/N |, i = 1, . . . ,m, то H = H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hm−1 ⊂ Hm = G является
цепью подгрупп с |Hi : Hi−1| = |Hi/N : Hi−1/N |.

3. Пусть HNi P-sn G, Ni E G, i = 1, 2. Если существует i ∈ {1, 2} такое,
что HNi = G, то HN3−i ∩HNi = HN3−i P-sn G.

Пусть HN1 6= G 6= HN2. Так как HN1 P-sn G, существует цепь подгрупп
HN1 = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kt−1 ⊂ Kt = G с простыми индексами |Kj : Kj−1|,
j = 1, . . . , t.

Если HN1 ∩HN2 = HN2, то (HN1 ∩HN2) P-sn G.
Допустим, что HN1 ∩ HN2 6= HN2. Тогда найдется такое j ∈ {1, . . . , t},

что Kj ∩HN2 6= Kj−1 ∩HN2. Так как Kj−1 ⊆ (Kj ∩HN2)Kj−1 ⊆ Kj и (Kj ∩
HN2)Kj−1 = (Kj ∩ N2)Kj−1 — подгруппа в Kj , то (Kj ∩ HN2)Kj−1 = Kj .
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Поэтому |Kj ∩HN2 : Kj−1 ∩HN2| = |(Kj ∩HN2)Kj−1 : Kj−1| — простое число.
Отбрасывая в цепи HN1 ∩HN2 = K0 ∩HN2 ⊆ K1 ∩HN2 ⊆ · · · ⊆ Kt−1 ∩HN2 ⊆
Kt∩HN2 = HN2 повторения и учитывая P-субнормальность HN2 в G, получим
для HN1 ∩HN2 в G цепь подгрупп с простыми индексами. Значит, HN1 ∩HN2
P-sn G.

Утверждения 4 и 5 прямо следуют из определения P-субнормальной под-
группы, утверждение 6 справедливо ввиду утверждения 2. Лемма доказана.

Из свойств силовских подгрупп и леммы 3.1 получается

Лемма 3.2. Пусть силовская p-подгруппа группы G является P-субнор-
мальной подгруппой в G и N E G. Тогда силовская p-подгруппа группы N и
силовская p-подгруппа группы G/N являются P-субнормальными подгруппами
в N и G/N соответственно.

В [11, замечание, с. 93] отмечено, что если GU ⊆M для максимальной под-
группы M группы G, то |G : M | — простое число. Обратно, если |G : M | = p —
простое число и M не покрывает абелев главный фактор H/K группы G, то
|H/K| = p и GU ⊆M .

Отсюда следует, что всякая U-субнормальная в группе G подгруппа являет-
ся P-субнормальной в G. В общем случае обратное не выполняется. Например,
в знакопеременной группе степени 5 подгруппа, изоморфная знакопеременной
группе степени 4, P-субнормальна, но не U-субнормальна в группе. Однако для
разрешимой группы из определения U-субнормальной подгруппы и отмеченного
замечания из [11] получается

Лемма 3.3. Пусть G — разрешимая группа. Подгруппа H группы G яв-
ляется U-субнормальной в G тогда и только тогда, когда H P-субнормальна
в G.

Применение лемм 2.1 и 3.3 дает следующие свойства P-субнормальных под-
групп.

Лемма 3.4. Пусть G — разрешимая группа. Тогда справедливы следую-
щие утверждения:

1) если H P-sn G, K — подгруппа из G, то (H ∩K) P-sn K;
2) если Hi P-sn G, i = 1, 2, то (H1 ∩H2) P-sn G.
Нам потребуются следующие свойства w-сверхразрешимых групп, получен-

ные в [3].

Теорема 3.5 [3, тeoрема 2.3]. Любая w-сверхразрешимая группа разреши-
ма.

Теорема 3.6 [3, тeoрема 2.6]. Класс wU является наследственной насы-
щенной формацией.

Теорема 3.7 [3, предложение 2.8]. Любая w-сверхразрешимая группа яв-
ляется дисперсивной по Оре.

Обозначим через Syl(G) множество всех силовских подгрупп группы G.

Теорема 3.8 [3, тeoрема 2.10]. Формация wU является локальной и имеет
локальный экран f такой, что f(p) = (G ∈ S | Syl(G) ⊆ A(p − 1)) для любого
простого p.

Теорема 3.9 [3, тeoрема 2.11]. Группа сверхразрешима тогда и только тог-
да, когда она метанильпотентна и w-сверхразрешима.
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4. Произведения P-субнормальных подгрупп

Лемма 4.1. Пусть группа G = AB — произведение подгрупп A и B. Если
существуют цепи подгрупп

A = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An−1 ⊂ An = G,

B = B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bm−1 ⊂ Bm = G

с простыми индексами |Ai : Ai−1|, |Bj : Bj−1|, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m, то
(Ai−1∩B) P-sn Ai−1 и (Bj−1∩A) P-sn Bj−1 для любого i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Доказательство. Для тех k ∈ {1, . . . ,m}, для которых Ai−1 ∩ Bk−1 6=
Ai−1∩Bk, выполняются равенства |Ai−1∩Bk : Ai−1∩Bk−1| = |(Ai−1∩Bk)Bk−1 :
Bk−1| = |Bk : Bk−1|. Поэтому, отбросив в цепи подгрупп Ai−1∩B = Ai−1∩B0 ⊆
Ai−1 ∩ B1 ⊆ · · · ⊆ Ai−1 ∩ Bm−1 ⊆ Ai−1 ∩ Bm = Ai−1 повторения, получаем для
Ai−1∩B вAi−1, i = 1, . . . , n, цепь подгрупп с простыми индексами. Аналогичные
рассуждения проводим для Bj−1, j = 1, . . . ,m. Лемма доказана.

Теорема 4.2. Пусть группа G = AB — произведение разрешимых под-
групп A и B. Если A и B P-субнормальны в G, то G разрешима.

Доказательство. Пусть G — группа наименьшего порядка такая, что
G = AB, A и B — разрешимые подгруппы, A и B P-субнормальны в G, а G
не является разрешимой. В G найдутся цепи подгрупп A = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂
An−1 ⊂ An = G и B = B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bm−1 ⊂ Am = G с простыми индексами
|Ai+1 : Ai|, |Bj+1 : Bj |, i = 0, 1, . . . , n − 1, j = 0, 1, . . . ,m − 1. По лемме 4.1
(An−1 ∩ B) P-sn An−1 и (Bm−1 ∩ A) P-sn Bm−1. Тогда An−1 = A(B ∩ An−1) —
произведение P-субнормальных в An−1 разрешимых подгрупп A и B ∩ An−1,
Bm−1 = (Bm−1 ∩ A)B — произведение P-субнормальных в Bm−1 разрешимых
подгрупп Bm−1 ∩A и B. Ввиду выбора G подгруппы An−1 и Bm−1 разрешимы.

Обозначим M = An−1, W = Bm−1 и D = M ∩W . Тогда G = MW , |G :
M | = p, |G : W | = q, где p и q — простые числа. Так как G 6∈ S, то D 6= 1.

Если CoreG(M) 6= 1, то G/CoreG(M) ∈ S ввиду выбора G. Отсюда по-
лучаем, что G ∈ S. Это противоречит выбору G. Аналогично приходим к
противоречию при CoreG(W ) 6= 1.

Значит, CoreG(M) = CoreG(W ) = 1. Тогда, рассматривая представления τ1
и τ2 группы G перестановками смежных классов по подгруппам M и W соот-
ветственно, получим, что G/Ker τ1 ' G изоморфна подгруппе симметрической
группы Sp на p символах, а G/Ker τ2 ' G изоморфна подгруппе симметри-
ческой группы Sq на q символах. Так как |Sp| = p! и |Sq| = q!, то p = q —
наибольший делитель |G|. Подгруппа D является максимальной в M и W . По
лемме 4.7 из [11] CoreM (D) ⊆ CoreG(W ) = 1 и CoreW (D) ⊆ CoreG(M) = 1.

Поскольку M и W разрешимы, по теореме 15.2 из [12, гл. А] M = DN1
и W = DN2, где N1 и N2 — минимальные нормальные подгруппы в M и W
соответственно, N1 = CM (N1), N2 = CW (N2), N1 ∩D = 1, N2 ∩D = 1. Отсюда
|N1| = |N2| = p. Тогда из M/N1 ' D и W/N2 ' D следует, что D изоморфна
подгруппе из Zp−1. По теореме 1.7 из [5] M и W сверхразрешимы, а значит,
дисперсивны по Оре. Поэтому силовская p-подгруппа P1 из M нормальна в M и
силовская p-подгруппа P2 из W нормальна в W . По лемме 11.6 из [11] силовская
p-подгруппа P группы G имеет вид P = P1P2. Так как |M | ≤ |MP | ≤ |G| =
|M |p, то |P : (P ∩M)| = p. Аналогично |P : (P ∩W )| = p. Отсюда следует,
что P ∩ M и P ∩ W — максимальные подгруппы в P и P ∩ M = P1 E P ,
P ∩W = P2 E P . Таким образом, G = MP ⊆ NG(P1) и G = WP ⊆ NG(P2). Это
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означает, что Pi E G, i = 1, 2. Отсюда P E G. Из G/P 'M/M ∩P ∈ S следует,
что G ∈ S. Полученное противоречие завершает доказательство теоремы.

Лемма 4.3. Пусть G = AB, где подгруппы A и B дисперсивны по Оре и
имеют простые индексы в G. Тогда G дисперсивна по Оре.

Доказательство. Пусть G — группа наименьшего порядка такая, что
G = AB, подгруппы A и B дисперсивны по Оре, |G : A|, |G : B| — простые
числа, а G не дисперсивна по Оре. По теореме 4.2 группа G разрешима. Пусть
N — минимальная нормальная подгруппа группы G. Из дисперсивности по Оре
групп A и B и выбора группы G следует, что G/N дисперсивна по Оре. Так
как класс всех дисперсивных по Оре групп является насыщенной формацией
[11, п. 7, с. 35], то N — единственная минимальная нормальная подгруппа в G,
N = CG(N), �(G) = 1.

Если N ⊆ A∩B, то N содержится в силовских p-подгруппах P1 и P2 групп
A и B соответственно, p — наибольший простой делитель |A| и |B|. Тогда P =
P1P2 — силовская p-подгруппа группы G, p — наибольший простой делитель
|G|. Из N ⊆ P и дисперсивности по Оре G/N получаем, что G дисперсивна по
Оре. Это противоречит выбору G.

Пусть N 6⊆ A∩B. Если N 6⊆ A, то G = AN и A∩N = 1. Тогда |N | является
простым числом. Из N = CG(N) и A ' G/N следует, что G — сверхразрешимая
группа. Получили противоречие с выбором G. Если N 6⊆ B, то G = BN ,
B ∩ N = 1 и, рассуждая, как выше, приходим к противоречию с выбором G.
Лемма доказана.

Теорема 4.4. Группа G дисперсивна по Оре тогда и только тогда, когда
G = AB, где подгруппы A и B дисперсивны по Оре и P-субнормальны в G.

Доказательство. Необходимость очевидна.
Достаточность. Пусть G — группа наименьшего порядка такая, что

G = AB, A и B — дисперсивные по Оре P-субнормальные в G подгруппы, а G
не дисперсивна по Оре. Тогда существуют цепи подгрупп A = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂
An−1 ⊂ An = G, B = B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bm−1 ⊂ Bm = G такие, что |Ai : Ai−1|
и |Bj : Bj−1| являются простыми числами для любых i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.
По лемме 4.1 (An−1 ∩B) P-sn An−1 и (Bm−1 ∩A) P-sn Bm−1.

Так как An−1 и Bm−1 являются произведениями дисперсивных по Оре под-
групп A, (An−1 ∩ B) и (Bm−1 ∩ A), B соответственно, то An−1 и Bm−1 диспер-
сивны по Оре ввиду выбора G. Тогда по лемме 4.3 группа G = An−1Bm−1
дисперсивна по Оре. Полученное противоречие завершает доказательство тео-
ремы.

В работе [9] введено следующее понятие: подгруппа H группы G назы-
вается P-вложенной в G, если либо H = G, либо любая максимальная цепь
подгрупп от H до G имеет простые индексы.

Следствие 4.4.1 [9]. Группа G дисперсивна по Оре тогда и только тогда,
когда она имеет дисперсивные по Оре подгруппы A и B такие, что (|G : A|, |G :
B|) = 1 и A, B P-вложены в G.

Согласно [6, 7] группа G = AB называется произведением взаимно пере-
становочных (взаимно sn-перестановочных) подгрупп A и B, если A переста-
новочна с любой (соответственно субнормальной) подгруппой из B, а B пере-
становочна с любой (соответственно субнормальной) подгруппой из A.
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Согласно [10] для подгрупп A и B группы G подгруппа A называется на-
следственно G-перестановочной с B, если ABg = BgA для некоторого g ∈
〈A,B〉.

Лемма 4.5. Пусть G = AB, где A — разрешимая подгруппа, а подгруппа
B либо перестановочна с любой субнормальной подгруппой из A, либо наследст-
венноG-перестановочна с любой подгруппой из A. Тогда B P-субнормальна вG.

Доказательство. Проведем доказательство индукцией по |G|. ДляG = 1
лемма верна. Пусть |G| > 1. Можно считать, что G 6= B. В A найдется
субнормальный ряд 1 = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An = A с простыми индексами
|Aj : Aj−1|, j = 1, . . . , n. Тогда из B 6= G следует, что Aj−1B 6= AjB для
некоторого j. Выберем наибольшее j, для которого Aj−1B 6= AjB, а AjB = G.
Заметим, что Aj−1 ⊆ (Aj ∩B)Aj−1 ⊆ Aj .

Если B перестановочна с любой субнормальной подгруппой из A, то Aj ∩
Aj−1B = (Aj ∩B)Aj−1 — подгруппа группы G. Предположим, что B наследст-
венно G-перестановочна с любой подгруппой из A. Тогда BAgj−1 = Agj−1B для
некоторого g ∈ 〈B,Aj−1〉. По тождеству Дедекинда 〈B,Aj−1〉 = (〈B,Aj−1〉 ∩
Aj)B. Поэтому найдутся a ∈ 〈B,Aj−1〉∩Aj и b ∈ B такие, что g = ab. Отсюда и
из субнормальности Aj−1 в Aj следует, что Agj−1B = Abj−1B = BAbj−1. Значит,(
Abj−1B

)b−1

= Aj−1B и Aj ∩Aj−1B = (Aj ∩B)Aj−1 — подгруппа группы G.
Теперь из 1 6= |AjB : Aj−1B| = |Aj : Aj−1| : |(Aj ∩ B)Aj−1 : Aj−1| за-

ключаем, что |AjB : Aj−1B| = |Aj : Aj−1| — простое число. Так как B либо
перестановочна с любой субнормальной подгруппой из Aj−1, либо наследст-
венно (Aj−1B)-перестановочна с любой подгруппой из Aj−1, по индукции B
P-sn (Aj−1B). Следовательно, B P-snG. Лемма доказана.

Отметим, что если A и B — подгруппы G, то из условия (|G : A|, |G : B|) = 1
следует G = AB.

Теорема 4.6. Если группа G имеет w-сверхразрешимые подгруппы A и B
такие, что (|G : A|, |G : B|) = 1 и A и B P-субнормальны в G, то G w-сверхраз-
решима.

Доказательство. Пусть P — силовская подгруппа группы G. Если P x ⊆
A для некоторого x ∈ G, то ввиду w-сверхразрешимости A получаем, что P x

P-sn A. Из утверждений 4 и 5 леммы 3.1 и A P-sn G заключаем, что P P-sn G.
При P x ⊆ B аналогичными рассуждениями устанавливаем, что P P-sn G. Итак,
G — w-сверхразрешимая группа. Теорема доказана.

Следствие 4.6.1. Если группа G имеет сверхразрешимые подгруппы A и
B такие, что (|G : A|, |G : B|) = 1 и A и B P-субнормальны в G, то G w-сверх-
разрешима.

Отсюда с учетом теоремы 3.9 следует теорема 3.4 из [5, гл. 4].
Ввиду леммы 4.5 получается

Следствие 4.6.2. Если группа G имеет w-сверхразрешимые (сверхразре-
шимые) подгруппы A и B такие, что (|G : A|, |G : B|) = 1 и A и B взаимно
sn-перестановочны (взаимно перестановочны), то G w-сверхразрешима.

Обобщенным коммутантом группы G называется наименьшая нормаль-
ная подгруппа N группы G такая, что G/N является группой с абелевыми
силовскими подгруппами.
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Теорема 4.7. Пусть группа G = AB — произведение w-сверхразрешимых
подгрупп A и B. Если A и B P-субнормальны в G и обобщенный коммутант
группы G нильпотентен, то G w-сверхразрешима.

Доказательство. Пусть G — группа наименьшего порядка, для которой
теорема неверна. Ввиду теорем 3.5 и 4.2 группа G разрешима. Пусть N —
минимальная нормальная подгруппа группы G. Для G/N все условия теоре-
мы выполняются. Тогда G/N — w-сверхразрешимая группа. По теореме 3.6
класс wU является насыщенной формацией. Поэтому N — единственная ми-
нимальная нормальная подгруппа группы G, �(G) = 1, N = CG(N) = F (G),
N — p-группа, где p — некоторое простое число. Тогда G = NM , где M —
некоторая максимальная подгруппа из G, N ∩M = 1. Подгруппа M ' G/N
w-сверхразрешима. Из теорем 3.7 и 4.4 следует, что G дисперсивна по Оре.
Поэтому p — наибольшее простое число, делящее |G|.

Если p ∈ π(M), то ввиду дисперсивности по Оре группы M силовская
p-подгруппа из M является нормальной в M . С другой стороны, Op(M) = 1
ввиду леммы 3.9 из [11]; противоречие. Следовательно, N — силовская p-под-
группа группы G.

Рассмотрим AN . Заметим, что AN = AN ∩ NM = N(AN ∩M). Так как
N = CG(N) = CAN (N), то Op′(AN) = 1 и Fp(AN) = N . Из того, что AN ∈wU,
по лемме 4.5 из [11] и теореме 3.8 следует, что AN/Fp(AN) ' AN ∩M ∈ f(p) =
(H ∈ S | Syl(H) ⊆ A(p − 1)). Аналогично получаем, что BN ∩M ∈ f(p) =
(H ∈ S | Syl(H) ⊆ A(p − 1)). Заметим также, что M = (AN ∩ M)(BN ∩
M). Так как по условию обобщенный коммутант группы G нильпотентен и
F (G) = N , M является группой с абелевыми силовскими подгруппами. Пусть
q ∈ π(M). По лемме 11.6 из [11] найдутся силовские q-подгруппы Q, Q1 и Q2 из
M,AN ∩M,BN ∩M соответственно такие, что Q = Q1Q2. Из абелевости Q и
Qi ∈ A(p−1), i = 1, 2, следует, что Q ∈ A(p−1). В силу произвольности выбора
q ∈ π(M) получаем, что M ∈ (H ∈ S | Syl(H) ⊆ A(p − 1)). Так как G/N ∈ wU
и G/Fp(G) = G/N ' M ∈ (H ∈ S | Syl(H) ⊆ A(p − 1)), по лемме 4.5 из [11]
следует, что G ∈ wU; противоречие. Теорема доказана.

Из U ⊆ wU и того, что обобщенный коммутант группы содержится в ее
коммутанте, получаются следующие результаты.

Следствие 4.7.1. Пусть G = AB — произведение P-субнормальных в G
сверхразрешимых подгрупп A и B. Если обобщенный коммутант группы G
нильпотентен, то G w-сверхразрешима.

Следствие 4.7.2. Пусть G = AB — произведение P-субнормальных в G
сверхразрешимых подгрупп A и B. Если коммутант группы G нильпотентен,
то G сверхразрешима.

Отсюда вытекает отмеченный выше результат Бэра из [4].
Следующий результат получается из теорем 4.7 и 4.4 с учетом леммы 4.5.

Следствие 4.7.3 [10]. Пусть G = AB, где A, B — сверхразрешимые под-
группы группы G и либо коммутант группы G нильпотентен, либо A и B имеют
взаимно простые порядки. Если A наследственно G-перестановочна со всякой
подгруппой группы B, а B наследственно G-перестановочна со всякой подгруп-
пой группы A, то группа G сверхразрешима.

Ввиду теоремы 3.9 получается
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Следствие 4.7.4 [8]. Пусть G = AB — произведение нормальных сверх-
разрешимых подгрупп A и B. Если обобщенный коммутант группы G нильпо-
тентен, то G сверхразрешима.

С учетом леммы 4.5 из теоремы 4.7 вытекают известные результаты.

Следствие 4.7.5 [7]. Пусть G = AB — произведение взаимно sn-пере-
становочных сверхразрешимых подгрупп A и B. Если коммутант группы G
нильпотентен, то G сверхразрешима.

Следствие 4.7.6 [6]. Пусть G = AB — произведение взаимно перестано-
вочных сверхразрешимых подгрупп A и B. Если коммутант группы G нильпо-
тентен, то G сверхразрешима.

Теоремы 4.6 и 4.7 включают соответственно теоремы 3.2 и 3.1 из [3].
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