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МАЖОРИРУЕМАЯ СХОДИМОСТЬ

ПО МЕРЕ НА ПОЛУКОНЕЧНЫХ

АЛГЕБРАХ ФОН НЕЙМАНА И СРЕДНИЕ

АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ИЗМЕРИМЫХ ОПЕРАТОРОВ

А. М. Бикчентаев, А. А. Сабирова

Аннотация. Пусть M — алгебра фон Неймана с точным нормальным полуко-
нечным следом τ . Доказано, что каждая порядково ограниченная последователь-
ность τ -компактных операторов обладает подпоследовательностью, средние ариф-
метические которой сходятся по мере τ . Доказан некоммутативный аналог леммы
Пратта для пространства L1(M, τ). Результаты являются новыми даже для ал-
гебры M = B(H) линейных ограниченных операторов в гильбертовом простран-
стве H, снабженной каноническим следом τ = tr. Получено приложение основного
результата к пространствам Lp(M, τ), 0 < p ≤ 1. Приведены примеры, показы-
вающие необходимость перехода к средним арифметическим и существенность τ -
компактности мажорирующего оператора.
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Введение

Известно (см. пример 3.4 ниже и теорему 2.6.7 в [1]), что последователь-
ность случайных величин {ξn}∞n=1 на вероятностном пространстве (�,A,P) мо-
жет сходиться к нулю по вероятности, но последовательность средних арифме-

тических
{

1
n

n∑
k=1

ξk

}∞
n=1

может не сходиться к нулю по вероятности. Однако

если, кроме того, {ξn}∞n=1 равномерно интегрируема, то 1
n

n∑
k=1

ξk → 0 по ве-

роятности. Закон больших чисел дает сходимость средних арифметических
независимых одинаково распределенных интегрируемых случайных величин по
вероятности [2, гл. III, § 3, теорема 2]. Существование подпоследовательностей
со сходящимися средними арифметическими связано и со свойством Банаха —
Сакса для банаховых пространств. Исследования в этом контексте проведены
в [3].

Пусть M — алгебра фон Неймана с точным нормальным полуконечным
следом τ . В [4] получены результаты о сходимости средних арифметических
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измеримых операторов в рамках теории некоммутативного интегрирования Си-
гала [5]. Закон больших чисел для последовательности независимых одинаково
распределенных операторов из L1(M, τ)h установлен в теореме 5.4 из [6].

В данной работе доказано, что каждая порядково ограниченная последова-
тельность τ -компактных операторов обладает подпоследовательностью, сред-
ние арифметические которой сходятся по мере τ . Получен некоммутативный
аналог леммы Пратта для пространства L1(M, τ). Результаты являются но-
выми даже для алгебры M = B(H) всех линейных ограниченных операто-
ров в гильбертовом пространстве H, снабженной каноническим следом τ =
tr. Получены приложения основного результата к пространствам Lp(M, τ),
0 < p ≤ 1, и приведены примеры, показывающие необходимость перехода к сред-
ним арифметическим и существенность τ -компактности мажорирующего опе-
ратора. Часть результатов (без доказательств) анонсирована в кратком сооб-
щении [7].

§ 1. Определения и обозначения

Пусть алгебра фон Неймана M действует в гильбертовом пространстве H,
Mpr — решетка проекторов алгебры M, I — единица алгебры M и P⊥ = I −P
для P ∈Mpr. Пусть τ — точный нормальный полуконечный след на M, ‖ · ‖ —
C∗-норма в M.

Замкнутый оператор X, присоединенный к M и имеющий всюду плотную
в H область определения D(X), называется τ -измеримым, если для любого
ε > 0 существует такой P ∈ Mpr, что PH ⊂ D(X) и τ(P⊥) < ε. Множество
M̃ всех τ -измеримых операторов является *-алгеброй относительно перехода к
сопряженному оператору, умножения на скаляр и операций сильного сложения
и умножения, получаемых замыканием обычных операций.

Пусть |X| =
√
X∗X для X ∈ M̃. Для семейства L ⊂ M̃ обозначим через

L+ и Lh его положительную и эрмитову части соответственно. Частичный
порядок в M̃h

, порожденный собственным конусом M̃+
, будем обозначать через

≤; запись Xn ↓ X означает, что Xn ≤ Xm при m ≤ n и X = inf
n
Xn.

В *-алгебре M̃ вводится топология tτ сходимости по мере (см. [8, 9]), фун-
даментальную систему окрестностей нуля которой образуют множества

Uε,δ = {X ∈ M̃ : ∃P ∈Mpr (‖XP‖ ≤ ε, τ(P⊥) ≤ δ)}, ε > 0, δ > 0.

Известно, что (M̃, tτ ) является полной метризуемой топологической *-алгеброй,
причем M плотно в (M̃, tτ ). Для обозначения сходимости последовательности
{Xn}∞n=1 ⊂ M̃ к X ∈ M̃ в топологии tτ используется запись Xn

τ−→ X; при
этом, говорят, что {Xn}∞n=1 сходится к X по мере τ .

Через µt(X) обозначим невозрастающую перестановку оператора X ∈ M̃,
т. е. функцию µ(X): (0,∞) → [0,∞), заданную формулой

µt(X) = inf{‖XP‖ : P ∈Mpr, τ(P⊥) ≤ t}, t > 0.

Топология tτ определяется F -нормой

ρτ (X) = inf
t>0

max{t, µt(X)}, X ∈ M̃.

Множество τ -компактных операторов

M̃0 = {X ∈ M̃ : lim
t→∞

µt(X) = 0}
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является идеалом в M̃. Пусть m — мера Лебега на R. Некоммутативное Lp-
пространство Лебега (0 < p <∞), ассоциированное с (M, τ), может быть опре-
делено как

Lp(M, τ) = {X ∈ M̃ : µ(X) ∈ Lp(R+,m)}
с F -нормой (нормой для 1 ≤ p < ∞) ‖X‖p = ‖µ(X)‖p, X ∈ Lp(M, τ). Продол-
жение τ до единственного линейного функционала на M∩ L1(M, τ), а затем и
на все L1(M, τ) обозначаем той же буквой τ .

Банахово пространство E обладает свойством Банаха — Сакса (см., напри-
мер, [10]), если из любой ограниченной последовательности {Xn}∞n=1 в E можно

выделить подпоследовательность {Xni}
∞
i=1, средние арифметические 1

k

k∑
i=1

Xni

которой сходятся по норме.
Каждое равномерно выпуклое банахово пространство обладает свойством

Банаха — Сакса [11]. При 1 < p <∞ пространство Lp(M, τ) равномерно выпук-
ло [12]. Непрерывность операторных функций в (M̃, tτ ) исследована в [13–15].

Замечание 1.1. Если M = B(H) и τ = tr, то M̃ совпадает с B(H) и
топология tτ совпадает с топологией нормы ‖ · ‖. При этом M̃0 есть идеал
компактных операторов в H и

µt(X) =
∞∑
n=1

sn(X)χ[n−1,n)(t), t > 0,

где {sn(X)}∞n=1 — последовательность s-чисел оператора X, т. е. собственных
чисел оператора |X|, взятых в порядке их убывания с учетом кратности, χA —
индикатор множества A ⊂ R. Имеем Lp(B(H), tr) = Sp(H) — идеал Шаттена —
фон Неймана, 0 < p <∞.

ЕслиM абелева, тоM' L∞(�,�, ν) и τ(f) =
∫
�

fdν, где (�,�, ν) — локали-

зуемое пространство с мерой, алгебра M̃ совпадает с алгеброй всех измеримых
комплексных функций f на (�,�, ν), которые ограничены всюду, кроме мно-
жества конечной меры. При этом топология tτ является обычной топологией
сходимости по мере. Перестановка µt(f) совпадает с невозрастающей переста-
новкой функции |f |.

Если τ(I) <∞, то M̃ состоит из всех замкнутых линейных операторов в H,
присоединенных кM. При этом топология tτ не зависит от конкретного выбора
такого следа и минимальна среди всех метризуемых топологий, согласованных
со структурой кольца на M̃ [16].

§ 2. Мажорируемая сходимость по мере τ

Лемма 2.1. Пусть Xk ∈ M̃ и λk > 0, k = 1, n,
n∑

k=1
λk ≤ 1. Tогда

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

λkXk

∣∣∣∣∣
2

≤
n∑

k=1

λk|Xk|2. (1)

Если Y ∈ M̃+
и |Xk|2 ≤ Y (k = 1, n), то∣∣∣∣∣

n∑
k=1

λkXk

∣∣∣∣∣ ≤ √
Y . (2)
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Доказательство. Для n = 1 неравенство (1) очевидно. Из неравенства
(X1−X2)∗(X1−X2) ≥ 0 получаем X∗1X2+X2X∗1 ≤ X∗1X1+X∗2X2. Воспользуемся
методом математической индукции. Для n = 2 имеем

|λ1X1 + λ2X2|2 = λ2
1X

∗
1X1 + λ1λ2(X∗1X2 +X∗2X1) + λ2

2X
∗
2X2

≤ (λ1 + λ2)(λ1X
∗
1X1 + λ2X

∗
2X2) ≤ λ1|X1|2 + λ2|X2|2.

Пусть неравенство (1) выполнено для всех Xk ∈ M̃ и чисел λk > 0, k = 1, n− 1,

c
n−1∑
k=1

λk ≤ 1. Положим

tk =
λk

n−1∑
k=1

λk

, k = 1, n− 1.

Tогда
n−1∑
k=1

tk = 1 и по предположению индукции∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

tkXk

∣∣∣∣∣
2

≤
n−1∑
k=1

tk|Xk|2. (3)

В силу установленного для случая n = 2 неравенства (1) и (3) имеем∣∣∣∣∣
n∑

k=1

λkXk

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
(
n−1∑
k=1

λkXk

)
+ λnXn

∣∣∣∣∣
2

≤

(
n−1∑
k=1

λk|Xk|2
)

+ λn|Xn|2 ≤
n∑

k=1

λk|Xk|2.

Поскольку функция t 7→
√
t (0 ≤ t < ∞) операторно монотонна, из (1)

вытекает ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

λkXk

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
k=1

λk|Xk|2
)1/2

. (4)

Далее, если |Xk|2 ≤ Y ∈ M̃+
(k = 1, n), то, еще раз воспользовавшись опера-

торной монотонностью функции t 7→
√
t (0 ≤ t <∞), из (4) получаем (2). �

В частности, в силу леммы 2.1 имеем

1
n

n∑
k=1

|Xk|2 ≥

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

Xk

∣∣∣∣∣
2

.

Tеорема 2.2. Пусть M — алгебра фон Неймана с точным нормальным
полуконечным следом τ и Xn, X ∈ M̃0, X ≥ 0 с |Xn|2 ≤ X (n ∈ N). Tогда
существует подпоследовательность {Xni}∞i=1, средние арифметические

X̃k =
1
k

k∑
i=1

Xni (5)

которой tτ -сходятся к некоторому оператору X̃ ∈ M̃0 с |X̃|2 ≤ X.
Доказательство. Пусть ε > 0 фиксировано, P ∈ Mpr — спектральный

проектор оператора X такой, что τ(P ) < ∞ и ‖XP⊥‖ ≤ ε2. Положим Yn ≡
Xn(I +X)−1/2P , тогда

|Yn|2 = P (I +X)−1/2X∗nXn(I +X)−1/2P

≤ P (I +X)−1/2X(I +X)−1/2P ≤ PIP = P, n ∈ N.
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Для ограниченной в гильбертовом пространстве L2(M, τ) последовательности
{Yn}∞n=1 в силу свойства Банаха — Сакса существуют оператор Y ∈ L2(M, τ) и
подпоследовательность {Yni}∞n=1 такие, что

1
k

k∑
i=1

Yni ≡ Ỹk → Y при k →∞ в L2(M, τ).

Непрерывность естественного вложения пространства L2(M, τ) в (M̃0, tτ ) (см.,
например, [17, теорема 3.2] или [16, теорема 1]) дает Ỹk

τ−→ Y (k →∞). Поэто-
му Ỹk(I + X)1/2 τ−→ Y (I + X)1/2 (k → ∞) в силу tτ -непрерывности операции
умножения в M̃.

Мы уже показали, что X̃kP
τ−→ Y (I +X)1/2 при k →∞, тем самым после-

довательность {X̃kP}∞k=1 tτ -фундаментальна:

∀ε > 0∃N = N(ε)∀k,m ≥ N (X̃kP − X̃mP ∈ Uε,ε). (6)

Tак как согласно лемме 2.1

|X̃k|2 ≤
k∑
i=1

1
k
|Xni |2 ≤

1
k

k∑
i=1

X = X, k ∈ N, (7)

имеем
|X̃kP

⊥|2 = P⊥|X̃k|2P⊥ ≤ P⊥XP⊥ ≤ ε2P⊥

и операторная монотонность функции λ 7→
√
λ (λ ≥ 0) дает |X̃kP⊥| ≤ εP⊥,

k ∈ N. Следовательно, X̃kP⊥ ∈ Uε,ε, k ∈ N. Поскольку

Ua,b + Uc,d ⊂ Ua+c,b+d (8)

для всех a, b, c, d > 0 (см. [8, 9]), имеем

∀k,m ∈ N (X̃kP
⊥ − X̃mP

⊥ ∈ U2ε,2ε). (9)

Из (6), (9) с учетом (8) получаем

∀ε > 0∃N = N(ε)∀k,m ≥ N (X̃k − X̃m ∈ U3ε,3ε),

т. е. последовательность {X̃k}∞k=1 tτ -фундаментальна. В силу tτ -замкнутости
идеала M̃0 она tτ -сходится к некоторому оператору X̃ ∈ M̃0. Имеем X̃∗k

τ−→
X̃
∗

(k →∞) в силу tτ -непрерывности инволюции в M̃. Поскольку произведение
операторов tτ -непрерывно на M̃×M̃, получаем |X̃k|2 = X̃∗kX̃k

τ−→ X̃
∗
X̃ = |X̃|2

при k →∞.
Tак как X − |X̃k|2

τ−→ X − |X̃|2 при k →∞, неравенство |X̃|2 ≤ X следует
из tτ -замкнутости конуса M̃+. �

Интересный случай совпадения tτ с сильной операторной топологией на
ограниченных частяхM при τ(I) <∞ исследован в лемме 3.1 из [18], в условиях
которой из теоремы 2.2 вытекает

Следствие 2.3. Пусть M — алгебра фон Неймана с точным нормальным
конечным следом τ и Xn, X ∈ M ∩ M̃0, X ≥ 0 с |Xn|2 ≤ X (n ∈ N). Tо-
гда существует подпоследовательность {Xni}

∞
i=1, средние арифметические (5)
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которой сходятся в сильной операторной топологии к некоторому оператору
X̃ ∈M∩ M̃0 с |X̃|2 ≤ X.

Замечание 2.4. Пусть E — симметричное пространство на (R+,m) со
свойством Фату,

E(M, τ) = {X ∈ M̃ : µ(X) ∈ E}, ‖X‖E(M,τ) := ‖µ(X)‖E .

В [19, теорема 2.8] доказано, что для всякой последовательности {Yn}∞n=1 ⊂
E(M, τ) с sup ‖Yn‖E(M,τ) < ∞ существуют Y ∈ E(M, τ) и подпоследователь-
ность {Xn}∞n=1 ⊆ {Yn}∞n=1 такие, что для каждой последующей подпоследова-
тельности {Xni}∞i=1 ⊆ {Xn}∞n=1 средние арифметические (5) tτ -сходятся к Y .

Этот замечательный глубокий результат не перекрывает нашу теорему 2.2:
если τ(I) < ∞, то M̃0 = M̃, а E(M, τ) ⊆ L1(M, τ). Пусть M = L∞([0, 1],m);
рассмотрим функцию

X(t) =
{
t−2, если 0 < t ≤ 1,
0, если t = 0,

и последовательность Xn = n
n+1X

1/2, n ∈ N. В этой ситуации применима тео-
рема 2.2, но теорема 2.8 из [19] не работает.

В условиях следствия 2.3 предполагается, что из τ(I) <∞ вытекает вклю-
чение M⊆ M̃0. Условия следствия 2.3 можно переписать в виде Xn, X ∈M ⊆
L1(M, τ), поэтому утверждение следствия 2.3 получается также из теоремы 2.8
в [19] и леммы 3.1 в [18].

Далее нам понадобится

Предложение 2.5 [20, теорема 3.6]. Пусть Tn, T ∈ M̃ (n ∈ N) и Tn
τ−→ T ,

пусть также 0 < p <∞, Sn, S ∈ Lp(M, τ) (n ∈ N) и выполнены условия:
(i) µt(Tn) ≤ µt(Sn) (оно выполнено, если |Tn| ≤ |Sn|);
(ii) ‖S‖p = lim

n→∞
‖Sn‖p;

(iii) µt(S) ≤ lim inf
n→∞

µt(Sn) (оно выполнено, если Sn
τ−→ S).

Тогда Tn, T ∈ Lp(M, τ) и lim
n→∞

‖T − Tn‖p = 0.

Если p = 1, то lim
n→∞

τ(Tn) = τ(T ).

Следствие 2.6. Пусть 0 < p < ∞, M — алгебра фон Неймана с точным
нормальным полуконечным следом τ и Xn, X ∈ Lp(M, τ), X ≥ 0 с |Xn|2 ≤ X2

(n ∈ N). Tогда существует подпоследовательность {Xni}∞i=1, средние арифмети-
ческие (5) которой сходятся в Lp(M, τ) к некоторому оператору X̃ с |X̃|2 ≤ X2.

Доказательство. При 1 < p < ∞ утверждение следствия вытекает из
свойства Банаха — Сакса для Lp(M, τ). Пусть 0 < p ≤ 1. Из теоремы 2.2
следует, что существует подпоследовательность {Xni}∞i=1, средние арифмети-
ческие (5) которой удовлетворяют условию |X̃n|2 ≤ X2 (n ∈ N) (см. (7)) и
tτ -сходятся к некоторому оператору X̃ ∈ M̃0 с |X̃|2 ≤ X2. Поэтому |X̃n| ≤ X

(n ∈ N) и |X̃| ≤ X в силу операторной монотонности функции λ 7→
√
λ (λ ≥ 0)

и X̃ ∈ Lp(M, τ). Остается применить предложение 2.5 с Tn = X̃n и Sn = X,
n ∈ N. �

Заметим, что следствие 2.6 при 0 < p ≤ 1 совпадает с теоремой 2.3 в [4],
приведенное здесь доказательство является новым.
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Предложение 2.7. Пусть M — алгебра фон Неймана с точным нормаль-

ным полуконечным следом τ и Xn, X ∈ M̃h

0 , Yn = 1
n

n∑
k=1

Xk и

X1 ≤ X2 ≤ · · · ≤ Xn ≤ · · · ≤ X, n ∈ N.

Tогда существует такой Y ∈ M̃h

0 , что Xn
τ−→ Y и Yn

τ−→ Y при n→∞.
Доказательство. Заметим, что

X ≥ Xn ≥ Yn = Yn−1 +
1

n2 − n

n−1∑
k=1

(Xn −Xk) ≥ Yn−1, n ≥ 2.

Не ограничивая общности, можем считать, что X1 ≥ 0 (в противном случае
положим X̃n = Xn + |X1|; тогда Ỹn = Yn + |X1|, n ∈ N). Имеем

Yn2 ≥ Xn+1 + · · ·+Xn2

n2 ≥ n2 − n

n2 Xn+1, n ∈ N.

Из предложения 1.1 в [21] следует, что существует точная верхняя грань Y =
sup
n

Xn = sup
n

Yn ∈ M̃
+
. Поскольку 0 ≤ Y ≤ X, найдется оператор Z ∈M такой,

что ‖Z‖ ≤ 1 и Y = ZXZ∗ (см. [22, предложение на с. 261]). Так как M̃0 — идеал
в M̃, имеем Y ∈ M̃+

0 . Следовательно, Y − Xn ∈ M̃
+

0 и Y − Xn ↓ 0 (n → ∞),
поэтому Y − Xn

τ−→ 0 при n → ∞ в силу леммы 3.14 из [23]. Аналогично
Yn

τ−→ Y при n→∞.
Условия монотонности и ограниченности последовательности {Xn}∞n=1 су-

щественны (см. пример 3.4(б) ниже). �

Замечание 2.8. Пусть E — F -нормированное пространство и Xn ∈ E ,

n ∈ N. Для Yn = 1
n

n∑
k=1

Xk имеем

1
n
Xn = Yn −

n− 1
n

Yn−1, n ≥ 2.

Если {Yn}∞n=1 фундаментальна в E , то 1
nXn → 0 в E при n→∞.

§ 3. Примеры

3.1. (а) Условие X ∈ M̃0 существенно в теореме 2.2. Пусть � = (0,∞),
m — мера Лебега на � и алгебра фон Неймана M = L̂∞(�,m) действует (муль-
типликаторами) в гильбертовом пространстве L2(�,m). Положим X = χ�,
Xn = χ(0, n], тогда Xn ≤ X, n ∈ N. Заметим, что Xn ∈ M̃0 (n ∈ N), но X 6∈ M̃0.
Пусть 1 ≤ n1 < n2 < · · · < nk < . . . — произвольная подпоследовательность

в N. Tогда nk ≥ k для всех k ∈ N. Пусть X̃k = 1
k

k∑
i=1

Xni , Zk = X̃2k − X̃k, k ∈ N.

Имеем

X̃k(ω) =


1, если 0 < ω < n1,
1− m

k , если nm < ω ≤ nm+1, m = 1, k − 1,
0, если ω > nk;

Zk(ω) =


0, если 0 < ω < n1 или ω > n2k,
m
2k , если nm < ω ≤ nm+1, m = 1, k − 1,

1− m
2k , если nm < ω ≤ nm+1, m = k, 2k − 1.
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Значит, Zk(ω) = 1/2, если nk < ω ≤ nk+1, поэтому последовательность {X̃k}∞k=1
не фундаментальна по мере m.

(б) Условие |Xn|2 ≤ X (n ∈ N) в теореме 2.2 нельзя ослабить до условия
µ(Xn)2 ≤ µ(X) (n ∈ N). Рассмотрим в рамках примера (а) последовательность

Xn(ω) =
{

0, если 0 < ω ≤ n− 1 или ω > n,
(ω − n+ 1)−1, если n− 1 < ω ≤ n.

Тогда Xn ∈ M̃0 и µ(Xn) = X1 для всех n ∈ N. Поскольку носители функций
Xn попарно дизъюнктны, переход к подпоследовательности ничего не меняет.

Для Yn = 1
n

n∑
k=1

Xk имеем m{ω ∈ � : Yn(ω) ≥ 1} = 1. Так как |Y2n − Yn| = Y2n

для всех n ∈ N, последовательность {Yn}∞n=1 не фундаментальна по мере m.

3.2. Примеры, в которых переход к средним арифметическим в теореме 2.2
необходим.

(а) Пусть {ξk}∞k=1 — ортонормированная система и 〈·, ·〉 — скалярное про-
изведение в H. Рассмотрим в B(H) последовательность частичных изометрий
An = 〈·, ξ1〉ξn, тогда A∗n = 〈·, ξn〉ξ1, AnA∗n = 〈·, ξn〉ξn = Pn ∈ B(H)pr, n ∈ N. Так
как A∗nAn = P1, то

|An| = P1 (n ∈ N).

Последовательность {An}∞n=1 не имеет сходящихся подпоследовательностей:

‖An −Ak‖ = sup
‖η‖H≤1

‖〈η, ξ1〉ξn − 〈η, ξ1〉ξk‖H = ‖ξn − ξk‖H =
√

2, n 6= k.

Имеем
∥∥∥∥ 1
n

n∑
k=1

Ak

∥∥∥∥ = n−1/2 → 0 при n→∞.

(б) В алгебре M = L∞([0, 1],m) (m — мера Лебега на [0, 1]) рассмотрим
последовательность функций Радемахера rn(t) = sign sin 2nπt, 0 ≤ t ≤ 1. Оче-
видно, что |rn(t)| ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1.

Последовательность {rn}∞n=1 не имеет сходящихся по мере m подпоследо-
вательностей:

m{t ∈ [0, 1] : |rn(t)− rk(t)| ≥ 1} = m{t ∈ [0, 1] : rn(t) 6= rk(t)} =
1
2
, n 6= k.

Переход к подпоследовательности в теореме 2.2 здесь не является необ-
ходимым: согласно неравенству Хинчина [24] если 0 < p < ∞ и Sn(t) =
n∑

k=1
akrk(t) — полином по системе Радемахера с вещественными коэффициен-

тами a1, a2, . . . , an, то
1∫

0

|Sn(t)|p dt ≤
(
p

2
+ 1
)p/2( n∑

k=1

a2
k

)p/2

и для ak = 1/n имеем Sn(t) = 1
n

n∑
k=1

rk(t) и Sn → 0 при n→∞ в Lp([0, 1],m).

3.3. Примеры, в которых переход к средним арифметическим в теореме 2.2
не является необходимым.

(а) ПустьM = l∞, τ(X) =
∞∑
k=1

xk для X = {xk}∞k=1 ∈M+. Тогда M̃0 = c0 —

пространство комплексных последовательностей, сходящихся к нулю.
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Хорошо известно, что если Xn, X ∈ c0 и |Xn| ≤ X (n ∈ N), то существуют
подпоследовательность {Xni}∞i=1 и Y ∈ c0 такие, что Xni → Y в M.

(б) Пусть lp (0 < p <∞) — пространство комплексных последовательностей

X = {xk}∞k=1, удовлетворяющих условию
∞∑
k=1

|xk|p < ∞. Если Xn, X ∈ lp и

|Xn| ≤ X (n ∈ N), то существуют подпоследовательность {Xni}∞i=1 и Y ∈ lp
такие, что Xni → Y в lp.

Действительно, пространство lp вложено в c0, а значит, для последователь-
ности {Xn}∞n=1 выполняются условия п. (а) и предложения 2.5 с Ti = Xkni

,
T = Y и Si = S = X, i ∈ N.

3.4. (а) Пример сходящейся по мере последовательности, средние арифме-
тические которой не сходятся по мере. В алгебре M = L∞([0, 1],m) положим

f1 = f2 = χ[0,1], f3 = 2χ[0,1/2), f4 = 2χ[1/2,1],

f5 = 22χ[0,1/22), f6 = 22χ[1/22,1/2), f7 = 22χ[1/2,3/22), f8 = 22χ[3/22,1],

f9 = 23χ[0,1/23), f10 = 23χ[1/23,1/22), f11 = 23χ[1/22,3/23),

f12 = 23χ[3/23,1/2), f13 = 23χ[1/2,5/23), . . . .

Тогда fn → 0 по мере m, но gn = 1
n

n∑
k=1

fk не сходится к нулю по мере m,

поскольку g2n = χ[0,1] и g2n+2n−1 = 2
3χ[0,1] + 2

3χ[0,1/2) для всех n ∈ N.
(б) Пример сходящейся к нулю по мере последовательности, средние ариф-

метические которой сходятся по мере к единице. В алгебре M = L∞([0, 1],m)
положим

f1 = χ[0,1], f2 = 2χ[0,1/2), f3 = 2χ[1/2,1], f4 = 3χ[0,1/3), f5 = 3χ[1/3,2/3),

f6 = 3χ[2/3,1], f7 = 4χ[0,1/4), f8 = 4χ[1/4,1/2), f9 = 4χ[1/2,3/4),

f10 = 4χ[3/4,1], f11 = 5χ[0,1/5), . . . .

Тогда fn → 0 по мере m, но

gn =
1
n

n∑
k=1

fk → χ[0,1]

равномерно на [0, 1]: имеем 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+ 1)/2 = kn и gkn = χ[0,1]; если
kn < k < kn+1, то

gk =
kn
k
χ[0,1] +

n+ 1
k

χ[0,(k−kn/(n+1)))

и
kn
kn+1

<
kn
k

< 1,
n+ 1
k

<
2
n
,

kn
kn+1

=
n+ 1
n+ 2

→ 1

при n→∞.
(в) Сходимость средних арифметических не всегда сохраняется при перехо-

де к подпоследовательностям: в последовательности из примера (б) в качестве
искомой подпоследовательности выбираем последовательность из (а) начиная
с f2.
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§ 4. Средние арифметические измеримых операторов

Лемма 4.1. Пусть E — векторное пространство над полем R или C. Ал-
гебраическая сумма отклонений отдельных членов набора X1, . . . , Xn ∈ E от

средней арифметической A = 1
n

n∑
k=1

Xk равна нулю:

n∑
k=1

(Xk −A) = 0. (10)

Доказательство. Имеем

n∑
k=1

(Xk −A) =
n∑

k=1

(
Xk −

1
n

n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
k=1

Xk − n
1
n

n∑
i=1

Xi = 0. �

Эта особенность характерна для средней арифметической: последняя является
единственным корнем уравнения

n∑
k=1

(Xk −X) = 0.

Действительно, имеем
n∑

k=1
Xk − nX = 0, поэтому X = A.

Tеорема 4.2. Сумма квадратов модулей отклонений отдельных членов
набора X1, . . . , Xn ∈ M̃ от средней арифметической

A =
1
n

n∑
k=1

Xk

меньше суммы квадратов модулей их отклонений от любого отличного от A
оператора B ∈ M̃.

Доказательство. Для S, T ∈ M̃h
термин «S меньше T» означает, что

S ≤ T и S 6= T . При любом k справедливо соотношение Xk − B = (Xk − A) −
(A−B). Поэтому

|Xk −B|2 = |Xk −A|2 + |A−B|2 − (Xk −A)∗(A−B)− (A−B)∗(Xk −A).

Суммируя эти равенства по всем k, получаем

n∑
k=1

|Xk −B|2 =
n∑

k=1

|Xk −A|2 + n|A−B|2

−

(
n∑

k=1

(Xk −A)

)∗
(A−B)− (A−B)∗

n∑
k=1

(Xk −A).

В силу (10) имеем

n∑
k=1

|Xk −B|2 =
n∑

k=1

|Xk −A|2 + n|A−B|2. � (11)
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Предложение 4.3. Пусть K — унитарное пространство над полем R или
C, ‖ · ‖K — норма в K и X1, . . . , Xn ∈ K. Tогда

inf
B∈K

n∑
k=1

‖Xk −B‖2K =
n∑

k=1

‖Xk −A‖2K, где A =
1
n

n∑
k=1

Xk.

Для K = L2(M, τ) это хорошо известное утверждение следует и из (11).

Предложение 4.4. Если X ∈ M̃+
и n ∈ N, то

I +X +X2 + · · ·+Xn−1

n
≥ X(n−1)/2.

Доказательство. В силу неравенства между средним арифметическим
и средним геометрическим для числа x > 0 и n ∈ N имеем

1 + x+ x2 + · · ·+ xn−1

n
≥ n
√

1 · x · x2 · . . . · xn−1 = n
√
xn(n−1)/2 = x(n−1)/2

и применяем спектральную теорему для самосопряженного оператора X. �

Замечание 4.5. Утверждения леммы 2.1, теоремы 4.2 и предложения 4.4
переносятся с аналогичными доказательствами на *-алгебры S(M) локально
измеримых операторов [22], присоединенных к произвольной алгебре фон Ней-
мана M.

§ 5. Некоммутативный аналог леммы Пратта

Лемму Пратта для случайных величин на вероятностном пространстве
(�,A,P) см., например, в [2, с. 227, 228].

Теорема 5.1. Пусть M — алгебра фон Неймана с точным нормальным
полуконечным следом τ и X,Z,Xn, Zn ∈ M̃h ∩ L1(M, τ), Y, Yn ∈ M̃h

с Xn ≤
Yn ≤ Zn (n ∈ N). Пусть

Xn
τ−→ X,Yn

τ−→ Y,Zn
τ−→ Z и τ(Xn) → τ(X), τ(Zn) → τ(Z) при n→∞.

Тогда
(i) Y, Yn ∈ L1(M, τ) и τ(Yn) → τ(Y ) при n→∞;
(ii) если к тому же Xn ≤ 0 ≤ Zn и Xn ≤ (Yn)p ≤ Zn, где 0 < p < ∞ такое,

что определена функция R 3 λ 7→ λp ∈ R, то Yn, Y ∈ Lp(M, τ) и ‖Yn − Y ‖p → 0
при n→∞.

Доказательство. (i) В силу tτ -замкнутости конуса M̃+
имеем X ≤ Y ≤

Z. Следовательно, −|X| ≤ X ≤ Y ≤ Z ≤ |Z| и −(|X| + |Z|) ≤ Y ≤ |X| + |Z|.
Существует [25] такой унитарный оператор V ∈Mh, что

|Y | ≤ |X|+ |Z|+ V (|X|+ |Z|)V
2

.

Поэтому Y ∈ L1(M, τ). (Это следует из хорошо известного факта (см., на-
пример, [26, следствие 2]) с f(t) = max{0, t}: если A,B ∈ M̃h

и A ≤ B, то
τ(A+) ≤ τ(B+). Здесь A = A+ −A− — разложение Жордана с A+, A− ∈ M̃+

и
A+A− = 0.) Аналогично Yn ∈ L1(M, τ) для всех n ∈ N. Воспользуемся неком-
мутативной леммой Фату [20, теорема 3.5(i)]: если T, Tn ∈ M̃

+
и Tn

τ−→ T , то
τ(T ) ≤ lim inf

n→∞
τ(Tn). Имеем Yn −Xn

τ−→ Y −X(n→∞) и

τ(Y −X) ≤ lim inf
n→∞

τ(Yn −Xn) = lim inf
n→∞

τ(Yn)− τ(X),
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откуда τ(Y ) ≤ lim inf
n→∞

τ(Yn). Поскольку Zn − Yn
τ−→ Z − Y (n→∞) и

τ(Z − Y ) ≤ lim inf
n→∞

τ(Zn − Yn) = τ(Z)− lim sup
n→∞

τ(Yn),

получаем τ(Y ) ≥ lim sup
n→∞

τ(Yn). Следовательно, τ(Y ) = lim
n→∞

τ(Yn).

(ii) Напомним [20, теорема 3.7], что если An, A ∈ L1(M, τ) (n ∈ N), то

‖An −A‖1 → 0 ⇐⇒ An
τ−→ A и ‖An‖1 → ‖A‖1

при n→∞. Имеем

‖X‖1 = −τ(X), ‖Z‖1 = τ(Z), ‖Xn‖1 = −τ(Xn), ‖Zn‖1 = τ(Zn), n ∈ N.

Поэтому Xn → X и Zn → Z при n → ∞ в L1(M, τ). Поскольку −(Zn −Xn) ≤
(Yn)p ≤ Zn − Xn (n ∈ N) и Zn − Xn → Z − X при n → ∞ в L1(M, τ), то
выполнено условие (ii) теоремы 3.1 из [27] с bn = Zn − Xn, an = Yn (n ∈ N) и
σ = p. Следовательно, Yn, Y ∈ Lp(M, τ) и ‖Yn − Y ‖p → 0 при n→∞. �

Авторы выражают свою признательность О. Е. Тихонову, А. Н. Шерстневу,
С. В. Асташкину и Ф. А. Сукочеву за полезные обсуждения. Авторы благодарят
рецензента за ценные советы.
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