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ОБ АБЕЛЕВЫХ ГРУППАХ

С ИНВАРИАНТНЫМИ СПРАВА ИЗОМЕТРИЯМИ
А. Р. Чехлов

Аннотация. Описаны редуцированные периодически полные p-группы, алгебра-
ически компактные группы и вполне разложимые группы без кручения с инвари-
антными справа мономорфизмами, сохраняющими p-высоты элементов группы.
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Все группы в статье предполагаются абелевыми. Следуя [1], мономорфиз-
мы группы, сохраняющие p-высоты ее элементов, будем называть изометри-
ями; изометрии группы сохраняют чистоту ее подгрупп. Будем говорить, что
изометрии группы инвариантны справа, если для любых ее изометрий α, β най-
дется такая изометрия γ, что αβ = βγ (в частности, образы изометрий таких
групп инвариантны относительно изометрий). Автоморфизмы любой группы
инвариантны справа; следовательно, к рассматриваемому классу групп отно-
сятся группы, изометрии которых являются автоморфизмами (это равносильно
тому, что эти группы не имеют собственных чистых подгрупп, изоморфных
самой группе).

Группы, изоморфные или не изоморфные тем или иным своим подгруп-
пам, изучались, например, в [1–5]. В частности, в [1] исследовались p-группы
без собственных, изоморфных самой группе плотных чистых подгрупп; а в [2]
в числе прочих изучались группы, изоморфные собственной чистой подгруп-
пе. Группы с инвариантными эндоморфизмами, а также близкие классы групп
исследовались в [6–12]; вопросы продолжения частичных эндоморфизмов рас-
сматривались в [13–18] и др.

Через E(A) обозначается кольцо эндоморфизмов группы A, через 1A — ее
тождественный автоморфизм, hp(a) — p-высота элемента a ∈ A. Если A — груп-
па без кручения, то t(a) — тип, а χ(a) — характеристика ее элемента a. Если A—
однородная группа без кручения, то через t(A) обозначается ее тип. Если A —
p-группа, то через f(n) обозначается ее n-й инвариант Ульма — Капланского,
т. е. ранг фактор-группы pnA[p]/pn+1A[p]. Если f : A → B — гомоморфизм,
то f | G — ограничение f на подмножестве G ⊆ A. Подгруппу H группы A
будем называть вполне инвариантной, если fH ⊆ H для каждого f ∈ E(A);
чистой, если nH = H ∩ nA для каждого натурального n. Под p-рангом груп-
пы A понимается ранг ее фактор-группы A/pA. Оставшиеся неопределенными
терминология и обозначения соответствуют [19].

Отметим следующие свойства.
1. Если A — группа с инвариантными справа изометриями, то каждое ее

прямое слагаемое B также обладает таким свойством.
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Действительно, пусть A = B⊕C и α, β — изометрии группы B. Продолжим
их до изометрий ᾱ, β̄ группы A, полагая ᾱ | C = 1C , β̄ | C = 1C . Тогда если
ᾱβ̄ = β̄γ, где γ — изометрия группы A, то из задания ᾱ, β̄ следует, что γ | B —
изометрия группы B и αβ = β(γ | B).

2. Если A — редуцированная группа с ненулевой периодической частью и с
инвариантными справа изометриями, то все инварианты Ульма — Капланского
ее периодической части конечны.

Если некоторый вышеназванный инвариант f(n) бесконечен, то A = B⊕C,
где группа B изоморфна прямой сумме f(n) копий циклической группы порядка
pn+1. Ввиду свойства 1 можно считать, что A = B. Тогда A = A1 ⊕ A2, где
A1 ∼= A2 ∼= A, что невозможно.

3. Если B — подгруппа группы A такая, что αB = B для изометрии α ∈
E(A), то α индуцирует изометрию на A/B.

Изометрия α индуцирует мономорфизм на A/B. Допустим, что pnx = αa+b
для a, x ∈ A и b ∈ B. Если b = αy для y ∈ B, то pnx = α(a + y). Отсюда
hp(a+ y) > n. Следовательно, hp(a+ y) = hp(αa+B) для каждого простого p.

У делимой группы каждый мономорфизм является изометрией, поэтому
согласно теореме 2 из [12] справедлива

Теорема 1. Для делимой группы D эквивалентны следующие условия:
(а) ее изометрии инвариантны справа;
(б) любая ее изометрия является автоморфизмом;
(в) часть без кручения группы D, а также каждая ее p-компонента имеют

конечный ранг.

Теорема 2. У нередуцированной группы A = D ⊕ G, где D — делимая
часть группы A, изометрии инвариантны справа тогда и только тогда, когда
соответствующим свойством обладают группы D и G.

Доказательство. Ввиду свойства 1 перейдем к доказательству достаточ-
ности. Пусть π : A→ D, θ : A→ G — проекции, а α, β — изометрии группы A.
Имеем (αβ)D = (παπβ)D = δ(πα)D для некоторой изометрии δ ∈ E(D). За-
метим, что (θα) | G — изометрия группы G. Действительно, если (θα)g = 0
для g ∈ G, то αg ∈ D, поэтому по теореме 1 αy = αg для некоторого y ∈ D
и, значит, y − g ∈ kerα = 0, откуда y = g = 0. Далее αg = u + v, где u ∈ D,
v ∈ G. Отсюда hp(g) = hp(αg) = min{hp(u), hp(v)} = hp(v) = hp((θα)g) для
каждого простого p. Аналогично (θβ) | G — изометрия группы G. Поэто-
му (θαθβ) | G = γ((θα) | G) для некоторой изометрии γ ∈ E(G). Имеем
αβ = (πα + θα)(πβ + θβ) = παπβ + παθβ + θαθβ (здесь учтено, что θαπβ = 0).
В силу инъективности группы D отображение (θα)g 7→ (παπβ + παθβ − δπα)g,
где g ∈ G, продолжается до некоторого гомоморфизма ξ : G → D. Положим
δ | G = 0, ξ | D = 0, γ | D = 0, и пусть ψ = δ + ξ + γ. Покажем, что
ψα = αβ. Действительно, если x ∈ D, то ψαx = δαx = δ(πα)x = (αβ)x. Пусть
g ∈ G. Имеем (ψα)g = ψ(παg + θαg) = δπαg + (παπβ + παθβ − δπα)g + γθαg =
(παπβ + παθβ)g + (θαθβ)g = (αβ)g. Далее, если 0 6= x ∈ D, то ψx = δx 6= 0.
Если 0 6= g ∈ G, то ψg = ξg + γg; здесь ξg ∈ D и 0 6= γg ∈ G, поэтому ψg 6= 0.
Наконец, ψ(x + g) = (δx + ξg) + γg 6= 0, т. е. ψ — мономорфизм группы A.
Кроме того, hp(ψg) = min{hp(ξg), hp(γg)} = hp(γg) = hp(g) для каждого g ∈ G.
Значит, ψ — изометрия.

В теоремах 3, 4 опускаем доказательство очевидных импликаций.
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Теорема 3. Для редуцированной p-группы A следующие условия эквива-
лентны:

(а) изометрии группы A являются ее автоморфизмами;
(б) изометрии группы A инвариантны справа;
(в) A не имеет собственных чистых подгрупп, изоморфных самой группе A.
Если к тому же группа A периодически полна, то каждое из условий (а)–

(в) равносильно тому, что все инварианты Ульма — Капланского группы A
конечны.

Доказательство. (б) ⇒ (в). Допустим, что G — собственная чистая под-
группа и α : A → G — изоморфизм. Пусть b ∈ A[p] \ G, причем hp(b) < ∞.
Тогда в A найдется циклическое прямое слагаемое A1, содержащее b [19, след-
ствие 27.2], A = A1 ⊕ A2. Так как G ∼= A, то G = G1 ⊕ G2, где G1 ∼= A1; G1
также является прямым слагаемым в A, A = G1⊕C. Имеем G1 ∼= A1 и C ∼= A2.
Эти изоморфизмы продолжаются до автоморфизма β группы A, для которого
имеем (βα)A * αA, т. е. изометрия α не инвариантна справа. Наконец, если
B — базисная подгруппа периодически полной p-группы A с конечными инва-
риантами Ульма — Капланского, а α — изометрия группы A, то из теоремы 33.1
в [19] следует, что αB также является базисной подгруппой группы A. Отсюда
в силу полноты αA = A, т. е. выполнено условие (а). Ссылка на свойство 2
заканчивает доказательство.

Для вполне разложимой группы без кручения A обозначим через T (A) мно-
жество типов всех ее прямых слагаемых ранга 1.

Теорема 4. Для редуцированной вполне разложимой группы без круче-
ния A следующие условия эквивалентны:

(а) изометрии группы A являются ее автоморфизмами;
(б) изометрии группы A инвариантны справа;
(в) множество T (A) удовлетворяет условию максимальности и каждая од-

нородная компонента группы A имеет конечный ранг.

Доказательство. (б) ⇒ (в). Допустим, что A имеет такое прямое слагае-

мое B =
∞⊕
n=1

Bn, что Bn — группы ранга 1 и каждая Bn содержит элемент bn 6= 0

со свойством χ(bn) 6 χ(bn+1). Отображения α : bn 7→ bn + bn+1 и β : b2n 7→ b2n,
β : b2n+1 7→ b2n+1 + b2n+3 продолжаются до изометрий α, β группы B, для ко-
торых (βα)b1 = b1 + b2 + b3 /∈ αB, что невозможно.

(в) ⇒ (а). Для всякой изометрии α группы A достаточно показать, что
B ⊆ αA для каждой однородной компоненты B группы A. Если тип t(B) мак-
симальный, то αB ⊆ B и в силу конечности ранга αB = B. Допустим, что тип
t(B) не максимален. Тогда если t′ — максимальный элемент в T (A) и t′ > t(B),
то для соответствующей однородной компоненты G группы A имеем αG = G.
Фактор-группа A/G изоморфна прямому слагаемому группы A, поэтому явля-
ется вполне разложимой группой [19, теорема 86.7]; значит, множество T (A/G)
также удовлетворяет условию максимальности. Следовательно, A/G содержит
однородное прямое слагаемое C/G конечного ранга, максимального в T (A/G)
типа и t(C/G) > t(B). По свойству 3 α(C/G) = C/G, откуда αC = C. Ввиду
условия максимальности в T (A) через конечное число шагов получим, что B
содержится в некой вполне инвариантной подгруппе F со свойством αF = F ; в
частности, B ⊆ αA.
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Теорема 5. У редуцированной алгебраически компактной группы A изо-
метрии инвариантны справа тогда и только тогда, когда A имеет строение
A = B⊕G, где B — алгебраически компактная группа, служащая алгебраически
компактным замыканием периодической группы, каждая примарная компонен-
та которой является периодически полной группой с конечными инвариантами
Ульма — Капланского, а G — алгебраически компактная группа без кручения,
каждая p-адическая компонента которой имеет конечный p-ранг.

Доказательство. Необходимость. Пусть T — периодическая часть
группы A и B — замыкание в Z-адической топологии группы A подгруппы T , B
совпадает с пополнением в Z-адической топологии (алгебраически компактным
замыканием) группы T [19, § 39]; T является периодически полной группой [19,
теорема 68.4] с конечными инвариантами Ульма — Капланского по свойству 2.
Имеем A = B ⊕G. Группа G как алгебраически компактная группа без круче-
ния представима в виде прямого произведения своих p-адических компонент Gp
[19, § 40]. Каждая Gp изоморфна пополнению в p-адической топологии группы⊕
mp

Ẑp, где Ẑp — группа целых p-адических чисел, а кардинальное число mp сов-

падает с p-рангом группы G. Если хотя бы один p-ранг группы G бесконечен,
то соответствующую p-адическую компоненту Gp группы G можно представить
в виде Gp = N ⊕ F , где Gp ∼= N ∼= F , что невозможно.

Достаточность. Ввиду вполне инвариантности p-адических компонент
Gp в группе G для каждой изометрии ζ группы G имеем ζ(Gp) ⊆ Gp, конеч-
ность p-ранга влечет равенство ζ(Gp) = Gp и, значит, ζG = G. Далее для
периодической части T группы B и каждой изометрии α группы B согласно
теореме 3 имеем αT = T . Отсюда для замыкания T = B в Z-адической топо-
логии подгруппы T группы B получим αB = αT = B. Ввиду вполне инвари-
антности подгруппы B в группе A изометрии f, g группы A можно представить

в виде матриц f =
(
α β
0 γ

)
, g =

(
δ ε
0 ζ

)
, где α, δ — автоморфизмы группы

B, β, ε ∈ Hom(G,B), а γ, ζ — автоморфизмы группы G. Тогда если η = δ−1αδ,

λ = ζ−1γζ, а µ = δ−1(αε + βζ − ελ), то для изометрии h =
(
η µ
0 λ

)
группы A

имеем fg = gh.
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