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Аннотация. Цель статьи — показать, что некоторые свойства порядково ограни-
ченных операторов в векторных решетках являются просто булевозначными интер-
претациями элементарных свойств порядково ограниченных функционалов. Опи-
сана технология анализа и приведены новые результаты о порядково ограниченных
операторах, сохраняющих дизъюнктность.
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Ю. Г. Решетняку к 85-летию

§ 1. Введение

Рассматриваются некоторые свойства порядково ограниченных операторов
в векторных решетках, представляющие собой булевозначные интерпретации
элементарных свойств порядково ограниченных функционалов. Мы ограни-
чиваем изложение операторами, сохраняющими дизъюнктность, и исследуем
три задачи: характеризацию операторов, сохраняющих дизъюнктность в тер-
минах ядер; условия n-дизъюнктности сумм операторов, сохраняющих дизъ-
юнктность; описание n-дизъюнктных множеств операторов.

Булевозначный анализ не только связан с многими топологическими и гео-
метрическими идеями, но также дает технику для расширения содержания уже
имеющихся теорем. Каждая теорема, доказанная классическими методами,
приобретает некоторое новое неочевидное содержание, связанное с «перемен-
ными множествами». Говоря более строго, каждая из имеющихся теорем по-
рождает целое семейство скрытых «близких родственников», занумерованных
всеми булевыми алгебрами или, что эквивалентно, негомеоморфными простран-
ствами Стоуна. Эти методы просты, наглядны и легки в применении. Поэтому
они могут быть полезны работающему математику.

Структура статьи следующая. В § 2 содержится набросок булевозначного
аппарата, позволяющего сводить некоторые задачи, касающиеся операторов в
пространствах Канторовича (порядково полных векторных решетках), к рас-
смотрению функционалов. В § 3 иллюстрируется использование метода харак-
теризации линейных и билинейных операторов, сохраняющих дизъюнктность,
в терминах ядер их слоев. В § 4 мы занимаемся следующим вопросом: при ка-
ких условиях сумма порядково ограниченных операторов, сохраняющих дизъ-
юнктность, является n-дизъюнктным оператором? В § 5 вводится понятие n-
дизъюнктного множества операторов и дается полное описание максимальных
n-дизъюнктных множеств порядково ограниченных операторов.
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Обозначим символом := оператор присваивания. Пусть символы N и R
означают множества натуральных и вещественных чисел соответственно. Всю-
ду ниже B — полная булева алгебра с супремумом ∨, инфимумом ∧, дополне-
нием (·)∗, единицей 1 и нулем 0; алгебраическая операция ⇒ в B определяется
как x⇒ y := x∗ ∨ y. Разбиение единицы в B — это семейство (bξ)ξ∈� ⊂ B такое,
что

∨
ξ∈�

bξ = 1 и bξ ∧ bη = 0 при ξ 6= η. Мы используем =⇒ для обозначения

импликации, в то время как употребление в теоретико-множественных форму-
лах → вместо =⇒ означает, что формула интерпретируется в булевозначном
универсуме.

Всюду далее под векторной решеткой будем подразумевать архимедову
вещественную векторную решетку. Обозначим булеву алгебру проекторов на
компоненты в векторной решетке X символом P(X), и пусть символы Z (X)
и Orth(X) обозначают идеальный центр решетки X и f -алгебру ортоморфиз-
мов на X соответственно.Универсальное пополнение Xu векторной решетки X
всегда рассматривается как полупростая f -алгебра, умножение в которой одно-
значно определяется фиксированием порядковой единицы как единицы кольца.
Пространство всех порядково ограниченных линейных операторов из X в Y
обозначим символом L∼(X,Y ). Теорема Рисса — Канторовича утверждает, что
если Y — пространство Канторовича, то L∼(X,Y ) обладает тем же свойством.

Линейный оператор T из X в Y называют решеточным гомоморфизмом,
если T сохраняет решеточные операции, т. е. T (x1 ∨ x2) = Tx1 ∨ Tx2 (и потому
T (x1 ∧ x2) = Tx1 ∧ Tx2) для всех x1, x2 ∈ X. Векторные решетки X и Y
решеточно изоморфны, если существует решеточный изоморфизм T из X на
Y , т. е. T и T−1 — решеточные гомоморфизмы.

Необходимую информацию из теории порядково ограниченных операторов
можно найти в [1–4]; о булевозначных моделях теории множеств — в [5, 6] и о
булевозначном анализе — в [7, 8].

§ 2. Сведения из теории булевозначных
моделей и булевозначного анализа

В этом параграфе кратко изложим некоторые вспомогательные утвержде-
ния о структуре булевозначных моделей и работы с ними. Детали можно найти
в [7, 8].

2.1. Пусть B — полная булева алгебра, и пусть On — класс всех ордина-
лов. Булевозначный универсум V(B) или, другими словами, универсум буле-
возначных множеств — это класс V(B) :=

⋃
α∈On

V(B)
α , где семейство

(
V(B)
α

)
α∈On

определяется рекурсивно:

V(B)
α :=

{
x : x — функция ∧ (∃β)

(
β < α ∧ dom(x) ⊂ V(B)

β ∧ im(x) ⊂ B
)}
.

Для формулировки утверждений об элементах V(B) рассмотрим произволь-
ную формулу ϕ = ϕ(u1, . . . , un) языка теории множеств и заменим переменные
u1, . . . , un элементами x1, . . . , xn ∈ V(B). Тогда получим некоторое утверждение
об объектах (= булевозначных множествах) x1, . . . , xn. На V(B) задан естествен-
ный способ сопоставления каждому такому утверждению некоторого элемента
[[ϕ(x1, . . . , xn)]] ∈ B, действующему как «булева оценка истинности» формулы
ϕ(u1, . . . , un) в универсуме V(B). Оценка истинности определяется по индукции
с учетом способа построения формул из атомарных формул x ∈ y и x = y и есте-
ственным выбором оценок истинности [[x ∈ y]] ∈ B и [[x = y]] ∈ B, где x, y ∈ V(B).
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В дальнейшем работаем с отделимым универсумом V(B), т. е. считаем, что
соотношения x = y и [[x = y]] = 1 равносильны для x, y ∈ V(B).

Говорят, что утверждение ϕ(x1, . . . , xn) истинно или что элементы x1, . . . , xn
обладают свойством ϕ в V(B), если [[ϕ(x1, . . . , xn)]] = 1. В этом случае мы пи-
шем V(B) � ϕ(x1, . . . , xn).

Пара (V(B), [[·]]) называется булевозначной моделью ZFC (теории Цермело —
Френкеля с аксиомой выбора). Важнейшие свойства булевозначной модели
сформулированы в четырех фундаментальных принципах (см. [5–7]).

2.2. Принцип переноса. Если ϕ(x1, . . . , xn) — теорема ZFC, то

(∀x1, . . . , xn ∈ V(B)) V(B) � ϕ(x1, . . . , xn)

также теорема ZFC.
Допуская вольность, этот результат также записывают в виде V(B) � «тео-

рема ZFC» или V(B) � ZFC. При этом говорят, что V(B) является булевозначной
моделью ZFC.

2.3. Принцип максимума. Для каждой формулы ϕ(u, x1, . . . , xn) языка
теории множеств в ZFC доказуемо утверждение: для любого набора x1, . . . , xn ∈
V(B) существует элемент x0 ∈ V(B) такой, что

[[(∃u)ϕ(u, x1, . . . , xn)]] = [[ϕ(x0, x1, . . . , xn)]].

2.4. Принцип перемешивания. Для любого семейства (xξ)ξ∈� в V(B) и
любого разбиения единицы (bξ)ξ∈� в B существует (единственный) элемент x
из V(B) такой, что bξ ≤ [[x = xξ]] для всех ξ ∈ �.

Этот элемент называется перемешиванием семейства (xξ) посредством раз-
биения единицы (bξ) и обозначается символом x = mixξ∈�(bξxξ) = mix{bξxξ : ξ ∈
�}. Для X ⊂ V(B) обозначим символом mix(X) множество всех перемешиваний
mixξ∈�(bξxξ) всеми разбиениями единицы (bξ)ξ∈� такими, что {xξ : ξ ∈ �} ⊂ X.

Имеется каноническое вложение универсума фон Неймана V в булевознач-
ный универсум V(B), которое сопоставляет элементу x ∈ V его стандартное
имя x∧ ∈ V(B). Стандартное имя отображает V на V(2), где 2 := {0,1}. Форму-
ла называется ограниченной, если она эквивалентна (в ZFC) формуле, в кото-
рой каждая связанная переменная x ограничена квантором вида (∀x ∈ y) или
(∃x ∈ y).

2.5. Ограниченный принцип переноса. Для каждой ограниченной
формулы ϕ языка теории множеств в ZFC доказуемо утверждение: для лю-
бого набора x1, . . . , xn ∈ V имеет место эквивалентность:

ϕ(x1, . . . , xn) ⇐⇒ V(B) |= ϕ(x∧1 , . . . , x
∧
n).

2.6. Для X ∈ V(B) определим спуск X↓ V(B)-множества X как

X↓ := {x ∈ V(B) : [[x ∈ X]] = 1}.

Заметим, что X↓ — множество. Пусть X,Y, f, P ∈ V(B) таковы, что [[f : X →
Y ]] = 1 и [[P ⊂ X2]] = 1, т. е. f — отображение из X в Y и P — бинарное
отношение на X в V(B). В этом случае f↓ является единственным отображением
из X↓ в Y ↓, для которого [[f↓(x) = f(x)]] = 1 (x ∈ X↓), и P↓ — единственное
бинарное отношение на X↓ такое, что (x1, x2) ∈ P↓ ⇐⇒ [[(x1, x2) ∈ P ]] = 1.
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Спуск отображения экстенсионален: для всех x1, x2 ∈ X↓ имеем [[x1 = x2]] ≤
[[f↓(x1) = f↓(x2)]].

Пусть x ∈ V и x ⊂ V(B), т. е. пусть x есть некоторое множество буле-
возначных множеств или, другими словами, x ∈ P(V(B)). Положим ∅↑ := ∅
и dom(x↑) := x, im(x↑) := {1}, если x 6= ∅. Элемент x↑ (отделимого универ-
сума V(B), т. е. выделенный представитель класса {y ∈ V(B) : [[y = x↑]] = 1})
называется подъемом x.

2.7. Предположим, что X ∈ V, X 6= ∅, т. е. X — непустое множество.
Обозначим символом ι стандартное именное вложение x 7→ x∧ (x ∈ X). Тогда
ι(X)↑ = X∧ и X = ι−1(X∧↓). Используя выписанные выше соотношения, можно
распространить операции спуска и подъема на случай, когда � — соответствие
из X в Y ↓ и [[� — соответствие из X∧ в Y ]] = 1, где Y ∈ V(B). Именно, полагаем
�↑ := (�◦ι−1)↑ и �↓ := �↓◦ι. В этом случае �↑ есть модифицированный подъем �
и �↓ есть модифицированный спуск �. Легко видеть, что �↑ есть единственное
соответствие в V(B), удовлетворяющее соотношению [[�↑(x∧) = �(x)↑]] = 1 (x ∈
X). Аналогично �↓ — единственное соответствие из X в Y ↓, удовлетворяющее
равенству �↓(x) = �(x∧)↓ (x ∈ X). Если � := f и � := g — функции, то эти
соотношения принимают вид [[f↑(x∧) = f(x)]] = 1 и g↓(x) = g(x∧) для всех
x ∈ X. Кроме того, [[f(A)↑ = f↑(A∧)]] = 1 для A ⊂ X.

2.8. Пусть символы [X,Y ↓] ∈ V и [[X∧, Y ]] ∈ V(B) означают множества всех
отображений из X в Y ↓ и из X∧ в Y соответственно. Соответствия f 7→ f↑ и
g 7→ g↓ взаимно обратны и осуществляют биекцию между [X,Y ↓] и [[X∧, Y ]]↓.

2.9. Принципы переноса и максимума обеспечивают существование раз-
личных «булевозначных объектов». Если формула (∃u)ϕ(u, u1, . . . , un) явля-
ется теоремой ZFC, то по принципу переноса эта теорема также справедлива
в V(B), т. е. [[(∃u)ϕ(u, x1, . . . , xn)]] = 1, и по принципу максимума существует
x0 ∈ V(B) со свойством [[ϕ(x0, x1, . . . , xn)]] = 1. Принцип перемешивания объяс-
няет нам, как эти «булевозначные объекты» можно строить.

Например, применяя принципы переноса и максимума к ZFC-теореме «Су-
ществует поле вещественных чисел», находим элемент R ∈ V(B), для которого
[[R есть поле вещественных чисел ]] = 1. Мы называем R вещественными чис-
лами в V(B). Следующий результат, принадлежащий Гордону [9], говорит о
том, что интерпретация вещественных чисел в V(B) является универсально пол-
ной векторной решеткой, у которой булева алгебра проекций на компоненты
изоморфна B.

2.10. Теорема Гордона. Пусть B — полная булева алгебра, и пусть R —
поле вещественных чисел в V(B). Тогда имеют место утверждения:

(1) внутреннее поле R ∈ V(B) может быть выбрано так, что

[[R∧ — плотное подполе поля R]] = 1;

(2) алгебраическая структура R↓ (со спущенными операциями и отноше-
нием порядка) является универсально полной векторной решеткой со слабой
порядковой единицей 1 := 1∧;

(3) имеется булев изоморфизм χ из B на P(R↓) такой, что

χ(b)x = χ(b)y ⇐⇒ b ≤ [[x = y ]], χ(b)x ≤ χ(b)y ⇐⇒ b ≤ [[x ≤ y ]] (G)
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для всех x, y ∈ R↓ и b ∈ B.
Этот замечательный результат, устанавливающий имманентную связь меж-

ду булевозначным анализом и теорией векторных решеток, принадлежит Гор-
дону [9]. Теорема Гордона показала, что всякая универсально полная векторная
решетка доставляет новую модель вещественных чисел, имеющую те же права,
что и любая другая. Кроме того, всякая архимедова векторная решетка, в част-
ности произвольное пространство Lp, p ≥ 1, поднимается до плотной подрешет-
ки в решетке вещественных чисел R в подходящем булевозначном универсуме,
так что R↓ становится ее универсальным пополнением.

2.11. Тот факт, что X является векторной решеткой над упорядоченным
полем R, может быть переписан как ограниченная формула, скажем, ϕ(X,R).
Следовательно, в силу ограниченного принципа переноса, приходим к тожде-
ству [[ϕ(X∧,R∧) ]] = 1, которое сводится к утверждению о том, что X∧ — век-
торная решетка над упорядоченным полем R∧ в V(B). Конус положительных
элементов X+ определяется ограниченной формулой

ϕ(X,X+) ≡ (∀x ∈ X+)(x ∈ X) ∧ (∀x ∈ X)(x ∈ X+ ↔ x ≥ 0).

Значит, (X∧)+ = (X+)∧ ввиду ограниченного принципа переноса. По той же
причине

|x∧| = |x|∧, (x ∨ y)∧ = x∧ ∨ y∧, (x ∧ y)∧ = x∧ ∧ y∧

для всех x, y ∈ X, поскольку решеточные операции ∨, ∧, | · | в X определены
ограниченными формулами. В частности, x ⊥ y ⇐⇒ [[x∧ ⊥ y∧]] = 1 для всех
(x, y ∈ X).

2.12. Пусть X∧∼ := L∼(X∧,R) — пространство регулярных R∧-линейных
функционалов из X∧ в R. Более точно, R рассматривается как векторное про-
странство над полем R∧, и по принципу максимума найдется X∧∼ ∈ V(B) такое,
что [[X∧∼ — векторное пространство над R, образованное R∧-линейными по-
рядково ограниченными функционалами из X∧ в R, упорядоченными конусом
положительных функционалов ]] = 1. Функционал τ ∈ X∧∼ считается положи-
тельным, когда (∀x ∈ X∧) τ(x) ≥ 0.

Легко видеть, что теорема Рисса — Канторовича остается верной, если X
— векторная решетка над плотным подполем F ⊂ R, а Y — порядково полная
векторная решетка (над R) и L∼(X,Y ) заменяется на L∼F (X,Y ), векторное про-
странство над R всех F-линейных порядково ограниченных операторов из X в
Y , упорядоченных конусом положительных операторов: L∼F (X,Y ) — порядко-
во полная векторная решетка. Кроме того, сохраняются формулы порядкового
исчисления. В силу этого наблюдения X∧∼ является порядково полной вектор-
ной решеткой в V(B) и потому спуск X∧∼↓ решетки X∧∼ есть порядково полная
векторная решетка. Следующая теорема обобщает 2.8.

2.13. Теорема. Пусть X и Y — векторные решетки, где Y универсально
полна и представляется в виде Y = R↓. Для всех T ∈ L∼(X,Y ) и τ ∈ X∧∼↓
имеем [[T↑ ∈ X∧∼ ]] = 1 и τ↓ ∈ L∼(X,R↓). Кроме того, модифицированные
подъем T 7→ T↑ и спуск τ 7→ τ↓ взаимно обратны и осуществляют решеточ-
ный изоморфизм между порядково полными векторными решетками L∼(X,Y )
и X∧∼↓.

2.14. Возьмем S, T ∈ L∼(X,Y ) и положим σ := S↑, τ := T↑. Пусть L∼dp(X,Y )
и Hom(X,Y ) — множества всех порядково ограниченных операторов, сохраня-
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ющих дизъюнктность, и решеточных гомоморфизмов из X в Y . Следующие
утверждения сразу следуют из 2.13:

(1) S ≤ T ⇐⇒ [[σ ≤ τ ]] = 1,
(2) S = |T | ⇐⇒ [[σ = |τ | ]] = 1,
(3) S ⊥ T ⇐⇒ [[σ ⊥ τ ]] = 1,
(4) T ∈ L∼dp(X,Y ) ⇐⇒ [[ τ ∈ (X∧∼)dp ]] = 1,
(5) T ∈ Hom(X,Y ) ⇐⇒ [[ τ ∈ Hom(X∧,R) ]] = 1.

§ 3. Характеризация операторов,
сохраняющих дизъюнктность

Как отмечено в [10], линейный оператор T из векторной решетки X в по-
рядково полную векторную решетку Y в некотором смысле определяется с точ-
ностью до ортоморфизма семейством ядер слоев πT (π ∈ P(Y )) оператора T .
В этом параграфе используем аналогичное соображение для характеризации
порядково ограниченных операторов, сохраняющих дизъюнктность.

3.1. Определение. Линейный оператор T : X → Y называется сохраня-
ющим дизъюнктность, если из x ⊥ y следует, что Tx ⊥ Ty для всех x, y ∈ X.
Билинейный оператор B : X×Y → Z называется сохраняющим дизъюнктность
(решеточным биморфизмом), если операторы B(x, ·) : y 7→ B(x, y) (y ∈ Y ) и
B(·, y) : x 7→ B(x, y) (x ∈ X) сохраняют дизъюнктность для всех x ∈ X и y ∈ Y
(соответственно являются решеточными гомоморфизмами для всех x ∈ X+ и
y ∈ Y+).

Для полноты изложения приведем хорошо известную характеризацию огра-
ниченных функционалов, сохраняющих дизъюнктность, в которой F — подполе
поля вещественных чисел R.

3.2. Теорема. Пусть X — векторная решетка над F. Для порядково
ограниченного F-линейного функционала f : X → R следующие условия экви-
валентны:

(1) f сохраняет дизъюнктность;
(2) |f | — решеточный гомоморфизм;
(3) если g ∈ X∼ и 0 ≤ g ≤ |f |, то g = λ|f | для некоторого λ ∈ [0, 1];
(4) либо f , либо −f является решеточным гомоморфизмом;
(5) ker(f) := f−1(0) — порядковый идеал в X.

3.3. Лемма. Пусть X и Y — векторные решетки. Для порядково огра-
ниченного F-билинейного функционала b : X × Y → R следующие условия
эквивалентны:

(1) b сохраняет дизъюнктность;
(2) ker(b) = (X0×Y )∪(X×Y0) для некоторых порядковых идеалов X0 ⊂ X

и Y0 ⊂ Y ;
(3) существуют решеточные гомоморфизмы g : X → R и h : Y → R такие,

что либо b(x, y) = g(x)h(y), либо b(x, y) = −g(x)h(y) для всех x ∈ X и y ∈ Y .
Доказательство. Предположим, что ker(b) = (X0×Y )∪ (X×Y0), и возь-

мем y ∈ Y . Если y ∈ Y0, то b(·, y) ≡ 0, иначе ker(b(·, y)) = X0 и b(·, y) сохраняет
дизъюнктность в силу 3.2(5). Аналогично b(x, ·) сохраняет дизъюнктность для
всех x ∈ X и, таким образом, (2) =⇒ (1). Импликация (1) =⇒ (3) установле-
на в [11, теорема 3.2], а импликация (3) =⇒ (1) тривиальна: нужно положить
X0 = ker(g) и Y0 = ker(h). �
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3.4. Теорема. Пусть X, Y , Z — векторные решетки, причем Z обладает
свойством проектирования. Для порядково ограниченного билинейного опера-
тора B : X × Y → Z следующие условия эквивалентны:

(1) B сохраняет дизъюнктность;
(2) существуют порядковый проектор % ∈ P(Z) и решеточные гомоморфиз-

мы S : X → Zu и T : Y → Zu такие, что B(x, y) = %S(x)T (y)− %⊥S(x)T (y) для
всех (x, y) ∈ X × Y ;

(3) ядро каждого слоя πB оператора B, где π ∈ P(Z), представляется в
виде ker(πB) = (Xπ×Y )∪(X×Yπ) для некоторых порядковых идеалов Xπ ⊂ X
и Yπ ⊂ Y .

Доказательство. Импликация (1) =⇒ (2) была выведена из 3.3(3) в [11,
следствие 3.3], а импликация (2) =⇒ (3) очевидна. Таким образом, нам нужно
лишь доказать, что (3) =⇒ (1). Предположим, что для любого π ∈ P(Y ) имеет
место представление ker(πB) = (Xπ×Y )∪(X×Yπ) для подходящих порядковых
идеалов Xπ в X и Yπ в Y . Можно предполагать, что Y ⊂ R↓ в силу теоремы
Гордона. Пусть |u| ≤ |x|, |v| ≤ |y|. Положим π := [[B(x, y) = 0]]. Тогда πB(x, y) =
0 в силу (G) и πB(u, v) = 0 по условию. Снова привлекая (G), имеем π ≤
[[B(u, v) = 0]]. Таким образом, [[B(x, y) = 0]] ≤ [[B(u, v) = 0]] или, что то же
самое, [[B(x, y) = 0]] ⇒ [[B(u, v) = 0]] = 1. Теперь положим β := B↑ и убедимся,
что ker(β) = (X ×Y ∧)∪ (X∧×Y ) для некоторых порядковых идеалов X в X∧

и Y в Y ∧ в V(B). Так как |u| ≤ |x| тогда и только тогда, когда [[u∧ ≤ x∧]] = 1,
выводим:

[[ker(β) = (X × Y ∧) ∪ (X∧ × Y ) для некоторых порядковых идеалов
X ⊂ X∧ и Y ⊂ Y ∧]]

= [[(∀x, u ∈ X∧) (∀ y, v ∈ Y ∧) (β(x, y) = 0 ∧ |u| ≤ |x| ∧ |v| ≤ |y| → β(u, v) = 0)]]

=
∧

x,u∈X

∧
y,v∈X

[[(β(x∧, y∧) = 0]] ∧ [[|u∧| ≤ |x∧|]] ∧ [[|v∧| ≤ |y∧|]] ⇒ [[β(u∧, v∧) = 0]]

=
∧
{[[B(x, y) = 0]] ⇒ [[B(u, v) = 0]] : x, u ∈ X; y, v ∈ Y ; |u| ≤ |x|, |v| ≤ |y|} = 1.

Применив эквивалентность 3.3((1)⇐⇒(3)) внутри V(B), видим, что β сохраняет
дизъюнктность. Следовательно, B сохраняет дизъюнктность в силу 2.14(5). �

3.5. Теорема. Предположим, что Y обладает свойством проектирования.
Порядково ограниченный линейный оператор T : X → Y сохраняет дизъюнкт-
ность тогда и только тогда, когда ker(bT ) — порядковый идеал в X для всякого
проектора b ∈ P(Y ).

Доказательство. Применим теорему 3.4 к билинейному оператору B :
X × R → Y , определенному формулой B(x, λ) = λT (x) для всех x ∈ X и λ ∈
R. �

3.6. Определение. Билинейный оператор B : X × X → Y называется
ортосимметричным, если из |x| ∧ |y| = 0 следует, что B(x, y) = 0 для произ-
вольных x, y ∈ X (см. [12]). Симметричное ядро kers(B) ортосимметричного
билинейного оператора B определяется следующим образом: kers(B) := {x ∈
X : B(x, |x|) = 0}.

3.7. Следствие. Пусть X и Y — векторные решетки, где Y обладает
свойством проектирования. Порядково ограниченный ортосимметричный би-
линейный оператор B : X × X → Y сохраняет дизъюнктность тогда и только
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тогда, когда симметричное ядро kers(πB) каждого слоя πB есть порядковый
идеал в X.

Доказательство. Для любой векторной решетки X существуют (един-
ственная с точностью до изоморфизма) векторная решетка X� и решеточный
биморфизм � : (x, y) 7→ x � y из X × X в X� такие, что для положитель-
ного ортосимметричного билинейного оператора из X × Y в некоторую уни-
версально полную векторную решетку Y найдется единственный решеточный
гомоморфизм S : X� → Y такой, что B = S�. Кроме того, ι : x 7→ x � |x| —
(нелинейный) ортогонально аддитивный порядковый изоморфизм X на X�, со-
храняющий модуль, и (S ◦ ι)(x) = B(x, |x|) для всех x ∈ X. Соответствие B 7→ S
осуществляет биекцию между множеством всех порядково ограниченных ор-
тосимметричных билинейных операторов из X × X в Y , сохраняющих дизъ-
юнктность, и множеством всех порядково ограниченных операторов из X в Y ,
сохраняющих дизъюнктность (см. [13, предложение 5.2]. Остается применить
теорему 3.5, замечая, что kers(B) = ι−1(ker(S)) и ι−1 сохраняет порядковые
идеалы. �

3.8. Замечание. Для билинейных операторов справедлива следующая
версия теоремы Майера: если X, Y , Z — векторные решетки и B : X×Y → Z —
порядково ограниченный билинейный оператор, сохраняющий дизъюнктность,
то B обладает положительной частью B+, отрицательной частью B− и мо-
дулем |B|, являющимися решеточными биморфизмами; кроме того, B+(x, y) =
B(x, y)+ и B−(x, y) = B(x, y)− для всех x ∈ X+ и y ∈ Y+ и |B|(|x|, |y|) = |B(x, y)|
для всех x ∈ X и y ∈ Y (см. [14, теорема 5; 15, теорема 3.4]). В частности, опе-
ратор B регулярен.

3.9. замечание. Из приведенного выше рассуждения также следует, что
если Z обладает свойством проектирования, то для порядково ограниченного
билинейного оператора B из X × Y в Z, сохраняющего дизъюнктность, суще-
ствует проектор на компоненты π ∈ P(Y ) такой, что B+ = π|B| и B− = π⊥|B|.
В частности, B = (π−π⊥)|B| и |B| = (π−π⊥)B. (Первую формулу принято на-
зывать полярным разложением B.) Чтобы удостовериться в этом, достаточно
заметить, что в силу леммы 3.3 функционал β := B↑ сохраняет дизъюнктность
тогда и только тогда, когда либо β, либо −β — решеточный биморфизм в V(B).
Из этого факта следует, что B сохраняет дизъюнктность тогда и только тогда,
когда (B(u, v))+ ⊥ (B(x, y))− для всех x, u ∈ X+ и y, v ∈ Y+. В самом деле, для
произвольных x, u ∈ X+ и y, v ∈ Y+ можно записать

(B(x, y))+ = B(x, y) ∨ 0 ≤ B+(x, y) = π|B|(x, y);

аналогично (B(u, v))− ≤ π⊥|B|(u, v). Значит, (B(x, y))+ ∧ (B(u, v))− = 0. По
поводу полярного разложения линейных операторов, сохраняющих дизъюнкт-
ность, см. [16].

§ 4. Суммы операторов, сохраняющих дизъюнктность

В работе [17] де Пагтер и Шеп поставили задачу нахождения условий для
того, чтобы сумма двух порядково ограниченных операторов, сохраняющих
дизъюнктность, являлась сохраняющим дизъюнктность оператором. Иссле-
дуем эту задачу для произвольных конечных сумм в более общем контексте
n-дизъюнктных операторов и начнем со случая функционалов, сохраняющих
дизъюнктность.
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4.1. Лемма. Для конечного набора порядково ограниченных функцио-
налов f1, . . . , fN на X, сохраняющих дизъюнктность, следующие утверждения
эквивалентны:

(1) функционал fi + fj сохраняет дизъюнктность для всех 1 ≤ i, j ≤ N ;
(2) |f1|+ · · ·+ |fN | — решеточный гомоморфизм;
(3) существует решеточный гомоморфизм h : X → R такой, что fi = λih

(i := 1, . . . , N) для некоторых λ1, . . . , λN ∈ [0, 1] ⊂ R;
(4) если fi 6= 0 и fj 6= 0, то |fi| ∧ |fj | 6= 0 для всех i, j := 1, . . . , N ;
(5) из условий fi 6= 0 и fj 6= 0 следует, что ker(fi) = ker(fj) для всех

i, j := 1, . . . , N .

Доказательство. (1) =⇒ (2) Пусть верно утверждение (1) и h := |f1| +
· · ·+ |fN | не является решеточным гомоморфизмом. Тогда найдем натуральные
числа 1 ≤ i, j ≤ N такие, что fi 6= 0, fj 6= 0 и fi ⊥ fj . Отсюда следует, что
|fi + fj | = |fi|+ |fj | не является решеточным гомоморфизмом, а значит, fi + fj
не сохраняет дизъюнктность; противоречие.

(2) =⇒ (3) Это следует непосредственно из 3.2(3), где h := |f1|+ · · ·+ |fN |.
(5) =⇒ (3) Если f1 = · · · = fN = 0, то доказывать нечего. Иначе выберем

натуральное j ≤ N так, что fj 6= 0, и положим h := |fj |. Тогда для каждого
ненулевого fi имеем ker(h) = ker(fj) = ker(fi) и потому fi = λih для некоторого
ненулевого λi ∈ R. Положим λi = 0, если fi = 0.

Оставшиеся импликации (3) =⇒ (4) =⇒ (5) и (3) =⇒ (1) очевидны. �

4.2. Лемма. Пусть T — порядково ограниченный линейный оператор из
X в Y := R↓ и τ := T↑. Если b := [[τ 6= 0]], то χ(b) совпадает с проекцией на образ
RT ∈ P(Y ), т. е. проекцией на компоненту T (X)⊥⊥ в Y .

Доказательство. Как следует из (G), для y ∈ Y проекция [y] на компо-
ненту {y}⊥⊥ совпадает с χ([[y 6= 0]]). Поэтому

b := [[τ 6= 0]] = [[(∃x ∈ X∧)τ(x) 6= 0]] =
∨
x∈X

[[τ(x∧) 6= 0]] =
∨
x∈X

[[T (x) 6= 0]].

Остается заметить, что

χ(b) =
∨
x∈X

χ([[T (x) 6= 0]]) =
∨
x∈X

[T (x)] = RT . �

4.3. Теорема. Для любого конечного набора порядково ограниченных
линейных операторов T1, . . . , TN из X в Y , сохраняющих дизъюнктность, сле-
дующие утверждения эквивалентны:

(1) Ti + Tj сохраняет дизъюнктность для всех 1 ≤ i, j ≤ N ;
(2) |T1|+ · · ·+ |TN | — решеточный гомоморфизм;
(3) существуют решеточный гомоморфизм T : X → Y и ортоморфизмы

%1, . . . , %j ∈ Z (Y ) такие, что Ti = %iT (i := 1, . . . , N);
(4) неравенство RTi ◦RTj ≤ R|Ti|∧|Tj | справедливо для всех i, j := 1, . . . , N ;
(5) для π ∈ P(Y ) и i, j := 1, . . . , N из неравенства π ≤ RTi ◦RTj следует, что

ker(πTi) = ker(πTj).

Доказательство. Не теряя общности, предположим, что Y = R↓. Поло-
жим fi := Ti↑ (i := 1, . . . , N). Лемма 4.1 верна в V(B) в силу принципа переноса,
так что достаточно убедиться, что 4.3(k) эквивалентна интерпретации 4.1(k) в
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V(B) для всех (k = 1, . . . , 5). Для k = 1, 2 эти эквивалентности очевидны. Пола-
гая h := T↑ и используя 2.14(5), получаем [[4.1(3)]] = 1⇐⇒ 4.3(3). Утверждение
4.1(4) можно записать в виде

� ≡ (∃ i, j ∈ {1, . . . , N}∧)(fi 6= 0 ∧ fj 6= 0 → |fi| ∧ |fj | 6= 0),

так что

[[�]] =
N∧

i,j=1

[[fi 6= 0]] ∧ [[fj 6= 0]] ⇒ [[|fi| ∧ |fj | 6= 0]].

Таким образом, [[4.1(4)]] = [[�]] = 1 тогда и только тогда, когда [[fi 6= 0]] ∧ [[fj 6=
0]] ≤ [[|fi| ∧ |fj | 6= 0]] для всех i, j ≤ N . Последнее равносильно 4.3(4) в силу лем-
мы 4.2. Оставшаяся эквивалентность [[4.1(5)]] = 1⇐⇒ 4.3(5) проверяется комби-
нацией приведенных выше рассуждений с доказательством 3.4(3) =⇒ 3.4(1). �

4.4. Определение. Оператор T : X → Y называется n-дизъюнктным,
если для любых n + 1 попарно дизъюнктных элементов x0, . . . , xn ∈ X имеем
|Tx0| ∧ · · · ∧ |Txn| = 0 (см. [18]).

Отметим, что T : X → Y сохраняет дизъюнктность, если он 1-дизъюнктен.
Сумма n операторов, сохраняющих дизъюнктность, n-дизъюнктна. В случае,
если решетка Y порядково полна, верно также и обратное: порядково огра-
ниченный оператор T : X → Y является n-дизъюнктным тогда и только то-
гда, когда T представляется в виде суммы n порядково ограниченных опера-
торов, сохраняющих дизъюнктность. Этот фундаментальный факт был уста-
новлен Бернау, Гюсмансом и де Пагтером в [18, теорема 6]. В. А. Раднаев [19]
заметил, что операторы T1, . . . , Tn, сохраняющие дизъюнктность, в разложе-
нии T = T1 + · · · + Tn могут быть выбраны попарно дизъюнктными, и если
S1, . . . , Sn — другой попарно дизъюнктный набор операторов, сохраняющих
дизъюнктность, для которого T = S1 + · · · + Sn, то (S1, . . . , Sn) есть P(Y )-
перестановка операторов (T1, . . . , Tn) в следующем ниже смысле.

4.5. Определение. Пусть даны две N -ки T := (T1, . . . , TN ) и S :=
(S1, . . . , SN ) линейных операторов из X в Y . Говорят, чтоS есть P(Y )-переста-
новка T , если существует N ×N -матрица (πi,l) с элементами из P(Y ), строки
и столбцы которой являются разбиениями единицы в P(Y ), такая, что Si =
N∑
l=1

πi,lTl для всех i := 1, . . . , N (и, значит, Tl =
N∑
i=1

πi,lSi для всех l := 1, . . . , N).

Обсудим условия, при которых сумма конечного набора порядково огра-
ниченных линейных операторов, сохраняющих дизъюнктность, n-дизъюнктна.
Как и выше, начнем с простого случая функционалов.

4.6. Лемма. Пусть n,N ∈ N и n ≤ N . Для конечного набора порядко-
во ограниченных функционалов f1, . . . , fN на X, сохраняющих дизъюнктность,
следующие условия эквивалентны:

(1) сумма |f1|+ · · ·+ |fN | является n-дизъюнктным функционалом;
(2) для любой перестановки (g1, . . . , gN ) набора (f1, . . . , fN ) сумма g1+ · · ·+

gn является n-дизъюнктным функционалом;
(3) существует перестановка (g1, . . . , gN ) набора (f1, . . . , fN ) такая, что

g1, . . . , gn попарно дизъюнктны и для i := n + 1, . . . , N имеет место представ-
ление gi = λigκ(i) для некоторых κ(i) ∈ {1, . . . , n} и λ ∈ R, |λ| ≤ 1.

Доказательство. Здесь работают соображения, схожие с доказательст-
вом леммы 4.1, с учетом того факта, что сумма N решеточных гомоморфизмов
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n-дизъюнктна тогда и только тогда, когда не более n из них ненулевые и по-
парно дизъюнктны. �

4.7. Лемма. Пусть T : X → R↓ — порядково ограниченный оператор
и τ := T↑. Тогда функционал τ будет n∧-дизъюнктным тогда и только тогда,
когда n-дизъюнктен оператор T .

Доказательство. Положим b := [[ τ n∧-дизъюнктен ]] и проверим, что если
оператор T n-дизъюнктен, то b = 1. Отождествляя n∧ с {0, . . . , n − 1}∧ и
используя 2.8, выводим

b = [[(∀ ν : n∧ → X∧)((∀ k, l ∈ n∧)(k 6= l→ ν(k) ⊥ ν(l)) → inf
k∈n∧

|τ(ν(k))| = 0)]]

=
∧
{[[inf{|τ(ν(i))| : i ∈ n∧} = 0]] : ν ∈ [[n∧ → X∧]],

[[(∀ k, l ∈ n∧)(k 6= l→ ν(k) ⊥ ν(l))]] = 1}

=
∧
{[[inf{|τ(im(ν))| = 0]] : ν↓ ∈ [n→ X∧↓], (∀ k 6= l)

[[
ν↓(k) ⊥ ν↓(l)

]]
= 1}.

Так как X∧↓ = mix{x∧ : x ∈ X}, можно выбрать разбиение единицы (bξ)ξ∈� и
конечный набор семейств (xξ,k)ξ∈� (k := 0, 1, . . . , n) такой, что

ν↓(k) = mixξ∈�(bξx∧ξ,k).

Из [[ν↓(k) ⊥ ν↓(l)]] = 1 следует, что xξ,k ⊥ xξ,l при bξ 6= 0 и k 6= l. Полагая
Aξ := {xξ,0, . . . , xξ,n}, легко проверяем, что bξ ≤ [[im(ν) = A∧ξ ]]. Теперь, работая
в относительном универсуме V(Bξ), где Bξ := [0, bξ], и привлекая 2.7 и (G), имеем
τ(A∧ξ ) = T (Aξ)↑ и inf |T (Aξ)↑| = inf |T (Aξ)|, так что

inf |τ(im(ν))| = inf |τ(A∧ξ )| = inf |τ(Aξ)| = inf |T (Aξ)|.

Так как оператор T n-дизъюнктен и соотношения [[|Tx0| ∧ . . .∧ |Txn| = 0]] = 1 и
|Tx0|∧. . .∧|Txn| = 0 эквивалентны, получаем, что b = 1. Обратное утверждение
доказывается аналогично. �

4.8. Лемма. Для τi, σi ∈ V(B) со свойством [[τi, σi ∈ (X∧)∼]] = 1, i ∈
{1, . . . , N}∧, положим Tl := τl∧↓ и Sl := σl∧↓. Тогда (σ1, . . . , σN∧) является пе-
рестановкой (τ1, . . . , τN∧) в V(B), если и только если (S1, . . . , SN ) служит P(Y )-
перестановкой (T1, . . . , TN ).

Доказательство. Пусть (σ1, . . . , σN∧) — перестановка (τ1, . . . , τN∧). Рас-
смотрим перестановку ν : {1, . . . , N}∧ → {1, . . . , N}∧ такую, что σi = τν(i)
(i ∈ {1, . . . , N}∧). В силу 2.7 ν↓ есть функция из {1, . . . , N} в ({1, . . . , N}∧)↓ =
mix({1∧, . . . , N∧}). Таким образом, для каждого i ∈ {1, . . . , N} существует раз-
биение единицы (bi,l)Nl=1 такое, что ν↓(i) = mixl≤N (bi,ll∧). Поскольку отображе-
ние ν инъективно, имеем

1 = [[(∀ i, j ∈ {1, . . . , N}∧)(ν(i) = ν(j) → i = j)]]

=
N∧

i,j=1

[[ν(i∧) = ν(j∧) → i∧ = j∧]] =
N∧

i,j=1

[[ν↓(i) = ν↓(j)]] ⇒ [[i∧ = j∧]]

и потому [[ν↓(i) = ν↓(j)]] ≤ [[i∧ = j∧]] для всех i, j ≤ N . Учитывая это неравен-
ство и определение ν↓, получаем

bi,l ∧ bj,l ≤ [[ν↓(i) = l∧]] ∧ [[ν↓(j) = l∧]] ≤ [[ν↓(i) = ν↓(j)]] ≤ [[i∧ = j∧]],
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поэтому из i 6= j следует, что bi,l ∧ bj,l = 0 (ибо x 6= y ⇐⇒ [[x∧ = y∧]] = 0

ввиду 2.5). Вместе с тем из сюръективности ν следует, что

1 = [[(∀ l ∈ {1, . . . , N}∧)(∃ i ∈ {1, . . . , N}∧) l = ν(i)]]

=
N∧
l=1

N∨
i=1

[[l∧ = ν↓(i)]] =
N∧
l=1

N∨
i=1

bi,l.

Следовательно, (bi,l)Ni:=1 — разбиение единицы в B для всех l = 1, . . . , N . В силу
выбора ν отсюда вытекает, что bi,l ≤ [[σi∧ = τl∧ ]] ввиду оценок

bi,l ≤ [[σi∧ = τν(i∧)]] ∧ [[ν(i∧) = l∧]] ≤ [[σi∧ = τl∧ ]].

Положим πi,l := χ(bi,l) и заметим, что bi,l ≤ [[σi∧(x∧) = τl∧(x∧)]] ≤ [[Six =
Tlx]] для всех x ∈ X и 1 ≤ i, j ≤ N . Используя (G), получаем πi,lSi = πi,lTl,

стало быть, Si =
N∑
l=1

πi,lTl для всех 1 ≤ i ≤ N . Ясно, что (πi,l) и есть N × N -

матрица, требуемая в определении 4.5. Достаточность можно получить тем же
рассуждением, если проделать его в обратном направлении. �

4.9. Теорема. Предположим, что n,N ∈ N и n ≤ N . Для набора поряд-
ково ограниченных линейных операторов T1, . . . , TN из X в Y , сохраняющих
дизъюнктность, следующие утверждения эквивалентны:

(1) оператор |T1|+ · · ·+ |TN | n-дизъюнктен;
(2) для любой P(Y )-перестановки (S1, . . . , SN ) набора (T1, . . . , TN ) сумма

S1 + · · ·+ Sn является n-дизъюнктным оператором;
(3) существует P(Y )-перестановка (S1, . . . , SN ) набора (T1, . . . , TN ) такая,

что S1, . . . , Sn попарно дизъюнктны и каждый из операторов Sn+1, . . . , SN пред-

ставляется в виде Si =
n∑

j=1
αi,jSj для некоторых попарно дизъюнктных α1,j , . . . ,

αn,j ∈ Z (Y ) (i := n+ 1, . . . , N).
Доказательство. Можно считать, что Y = R↓; положим τl := Tl↑. Эк-

вивалентность (1) ⇐⇒ (2) немедленно следует из лемм 4.6 и 4.8, и нужно лишь
проверить, что (2) ⇐⇒ (3). Более того, без ограничения общности можно пред-
полагать, что T1, . . . , TN — решеточные гомоморфизмы, так что τ1, . . . , τN тоже
предполагаются решеточными гомоморфизмами внутри V(B).

(2) =⇒ (3) Предполагая выполнение (2) и работая внутри V(B), заметим,
что сумма τ1 + · · ·+ τN n∧-дизъюнктна и по лемме 4.6 существует перестановка
ν : {1, . . . , N}∧ → {1, . . . , N}∧ такая, что τν(1), . . . , τν(n) — попарно дизъюнктные
решеточные гомоморфизмы, причем каждый из функционалов τν(n+1), . . . , τν(N)
пропорционален одному из функционалов τν(1), . . . , τν(n) с константой, модуль
которой не превосходит 1. Последнее записывается следующей формулой:

� ≡ (∀ i ∈ {n+ 1, . . . , N}∧)(∃ j ∈ {1, . . . , n}∧)(∃β ∈ R)(|β| ≤ 1 ∧ τν(i) = βτν(j)).

Положим Si := τν(i∧)↓ (i := 1, . . . , N). Тогда (S1, . . . , SN ) есть P(Y )-перестановка
набора (T1, . . . , TN ) по лемме 4.8 и (S1, . . . , Sn) попарно дизъюнктны ввиду
2.14(3). Кроме того, [[�]] = 1 в силу принципа переноса и потому

1 =
N∧

i=n+1

n∨
j=1

[[(∃β)(β ∈ R)(|β| ≤ 1 ∧ τν(i∧) = βτν(j∧))]].
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Следовательно, для каждого n + 1 ≤ i ≤ N существует разбиение единицы
{bi,1, . . . , bi,n} в B такое, что

bi,j ≤ [[(∃β)(β ∈ R)(|β| ≤ 1 ∧ τν(i∧) = βτν(j∧))]].

В силу принципа максимума найдется βi,j ∈ R↓ со свойством

bi,j ≤ [[|βi,j | ≤ 1]] ∧ [[τν(i∧) = βi,jτν(j∧))]].

Заметим, что для каждого x ∈ X

bi,j ≤ [[τν(i∧) = βi,jτν(j∧))]] ≤ [[τν(i∧)(x∧)
= βi,jτν(j∧)(x∧)]] ∧ [[τν(i∧)(x∧) = Six]] ∧ [[τν(j∧)(x∧) = Sjx]] ≤ [[Six = βi,jSjx]].

Полагая πi,j := χ(bi,j) и αi,j := πi,jβi,j и используя (G), получаем πi,jSix =

αi,jSjx, откуда Si =
n∑

j=1
αi,jSj , что и требовалось.

(3) =⇒ (2) Нужно использовать те же рассуждения, что и выше, применяя
леммы 4.6–4.8. �

4.10. Замечание. Все факты об n-дизъюнктных операторах, приведен-
ные после определения 4.4, могут быть также сведены к случаю функционалов
в силу лемм 4.7 и 4.8.

4.11. Замечание. Пусть X, Y , Z — векторные решетки, причем Z по-
рядково полна. Будем говорить, что конечные наборы {x0, x1, . . . , xn} ⊂ X и
{y0, y1, . . . , yn} ⊂ Y бидизъюнктны, если для любой пары натуральных чисел
0 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, либо xi ⊥ xj , либо yi ⊥ yj . Билинейный оператор B из X×Y
в Z называется n-дизъюнктным, если

|B(x0, y0)| ∧ |B(x1, y1)| ∧ · · · ∧ |B(xn, yn)| = 0

для любых бидизъюнктных наборов {x0, x1, . . . , xn} в X и {y0, y1, . . . , yn} в Y .
Для регулярного билинейного оператора из B : X × Y в Z существует линей-
ный регулярный оператор T : X⊗Y → Z такой, что B = T⊗, где X⊗Y —
тензорное произведение Фремлина пространств X и Y (см. [20]). В [15] бы-
ло доказано, что оператор B n-дизъюнктен тогда и только тогда, когда T n-
дизъюнктен. Эти факты позволяют перенести некоторые результаты о регу-
лярных n-дизъюнктных линейных операторах на регулярные n-дизъюнктные
билинейные операторы. В частности, для билинейных операторов справедлив
аналог теоремы 4.9.

4.12. Замечание. Ввиду [10, 21] и теорем 3.4 и 3.5 естественно воз-
никает задача: описать порядково ограниченные линейные и билинейные n-
дизъюнктные операторы в терминах их ядер. У нас нет удовлетворительного
решения этой задачи даже в случае функционалов.

§ 5. Множества операторов,
сохраняющие дизъюнктность

Цель настоящего параграфа — дать полное описание максимальных n-
дизъюнктных множеств операторов. В частном случае операторов, сохраня-
ющих дизъюнктность, мотивацией этой задачи были работы Бенамора и Бу-
лабьяра [22–24]. Она была явно сформулирована в работе Булабьяра [25] как
проблема 5.8.
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5.1. Определение. Непустое подмножество D пространства L∼(X,Y )
называется n-дизъюнктным в L∼(X,Y ), если |T0x0| ∧ · · · ∧ |Tnxn| = 0 для
всех T0, . . . , Tn ∈ D и попарно дизъюнктных наборов x0, . . . , xn ∈ X. Го-
ворят, что n-дизъюнктное множество M в L∼(X,Y ) максимально, если вся-
кое n-дизъюнктное множество в L∼(X,Y ), содержащее M , совпадает с M .
1-Дизъюнктное множество операторов также называется сохраняющим дизъ-
юнктность. Более точно, непустое подмножество D в L∼(X,Y ) сохраняет дизъ-
юнктность в L∼(X,Y ), если S(u) ⊥ T (v) для всех S, T ∈ D и u, v ∈ X с усло-
вием u ⊥ v.

Отметим некоторые непосредственные следствия определения. Порядково
ограниченный оператор T из X в Y n-дизъюнктен тогда и только тогда, когда
одноточечное множество {T} является n-дизъюнктным множеством в L∼(X,Y ).
Поэтому каждый элемент n-дизъюнктного множества в L∼(X,Y ) является по-
рядково ограниченным n-дизъюнктным оператором. Кроме того, непустое под-
множество D в L∼(X,Y ) n-дизъюнктно в L∼(X,Y ), если и только если каждый
набор из n+ 1 элементов {T0, . . . , Tn} из D n-дизъюнктен.

5.2. Определение. Пусть X — векторная подрешетка в Y . Отображение
T : X → Y называется ортоморфизмом, если T порядково ограничено и из
x ⊥ y следует, что Tx ⊥ y для всех x ∈ X и y ∈ Y . Легко видеть, что если T —
ортоморфизм из X в Y , то T (X) ⊂ X⊥⊥. Множество всех ортоморфизмов из
X в Y обозначается символом Orth(X,Y ).

5.3. Лемма. Если X — векторная подрешетка в Y , то

Orth(X,Y ) = {T |X : T ∈ Orth(Y u), T (X) ⊂ Y }.

Доказательство. Универсальное пополнение Y u векторной решетки Y
является f -алгеброй с мультипликативной единицей. Всякий ортоморфизм T
из X в Y единственным образом продолжается до ортоморфизма T̂ на Y u.
Каждый ортоморфизм на Y u является оператором умножения. Поэтому если
T ∈ Orth(X,Y ), то существует некоторое y ∈ Xu такое, что T (x) = yx для всех
x ∈ X, так что y ·X ⊂ Y (см. [1, теорема 2.63]). �

5.4. Пример. Для D ⊂ L∼(Y, Z) и T : X → Y положим D ◦ T := {S ◦
T : S ∈ D}. Если T, T1, . . . , Tn — решеточные гомоморфизмы из X в Y , то
Orth(T (X), Y ) ◦ T — множество, сохраняющее дизъюнктность, и множество
Orth(T1(X), Y ) ◦T1 + · · ·+ Orth(Tn(X), Y ) ◦Tn является n-дизъюнктным. Наша
следующая цель — показать, что этот пример типичен.

5.5. Лемма. Пусть даны n попарно дизъюнктных ненулевых веществен-
нозначных решеточных гомоморфизмов h1, . . . , hn на векторной решетке X. Су-
ществуют попарно дизъюнктные элементы x1, . . . , xn ∈ X такие, что hi(xj) = δij
для всех i, j := 1, . . . , n (здесь δij — символ Кронекера).

Доказательство. Выберем ui ∈ X+ такое, что hi(ui) > 0, и положим
u := u1 + · · ·+ un. В силу теоремы Крейна — Какутани о представлении можно
отождествить порядковый идеал Xu в X, порожденный u, с плотной по норме
векторной подрешеткой в C(Q), содержащей константы и разделяющей точки,
где C(Q) — банахова решетка непрерывных функций на хаусдорфовом компакт-
ном топологическом пространстве Q. Кроме того, при этом отождествлении u
соответствует функция 1 ∈ C(Q), тождественно равная единице. Тогда огра-
ничения h1|Xu , . . . , hn|Xu — попарно дизъюнктные решеточные гомоморфизмы.
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Пусть ĥi обозначает расширение hi|Xu на C(Q) по непрерывности (в норме).
Ясно, что ĥ1, . . . , ĥn также являются попарно дизъюнктными ненулевыми реше-
точными гомоморфизмами, и потому найдутся различные точки q1, . . . , qn ∈ Q
такие, что ĥi совпадает с мерой Дирака δqi : x 7→ x(qi) (x ∈ C(Q)). В силу
теоремы Титце — Урысона можно найти попарно дизъюнктные непрерывные
функции y1, . . . , yn ∈ C(Q) такие, что yi(qi) = 1 и 0 ≤ yi(q) ≤ 1 для всех q ∈ Q
и i := 1, . . . , n. Возьмем ȳi ∈ Xu так, что ‖yi − ȳi‖ < ε < 1/2, и заметим, что
hi(ȳi) − ε > 1 − 2ε > 0 и ȳi − ε1 ≤ yi. Положив xi := (hi(ȳi) − ε)−1(ȳi − ε1) ∨ 0,
видим, что {x1, . . . , xn} ⊂ X — требуемый набор. �

5.6. Лемма. Непустое множество D в X∼ является n-дизъюнктным тогда
и только тогда, когда существуют попарно дизъюнктные решеточные гомомор-
физмы h1, . . . , hn : X → R такие, что D ⊂ R · h1 + · · ·+ R · hn. Кроме того, мно-
жество D максимально тогда и только тогда, когда либо D = Hom(X,R) = {0},
либо D = R · h1 + · · · + R · hm с ненулевыми h1, . . . , hm для некоторого m ≤ n.
Набор {h1, . . . , hm} единствен с точностью до перестановки.

Доказательство. Достаточность очевидна. Докажем необходимость.
Пусть D 6= {0}. Предположим без потери общности, что из f ∈ D следует,
что |f | ∈ D . Согласно [18, теорема 6] всякий функционал в D разлагается в
сумму компонент, сохраняющих дизъюнктность. Пусть символ D0 обозначает
множество всех таких компонент всех функционалов из D . Утверждается, что
в предположении n-дизъюнктности D в D0 существует не более n ненулевых по-
парно дизъюнктных элементов. Пусть {h1, . . . , hm} — набор ненулевых попарно
дизъюнктных решеточных гомоморфизмов из D0. В силу леммы 5.5 мы мо-
жем подобрать m ненулевых попарно дизъюнктных элементов x0, . . . , xm ∈ X+
таких, что hi(xj) = δi,j для всех 1 ≤ i, j ≤ m. По построению для каждо-
го i ≤ m можно выбрать 0 ≤ fi ∈ D со свойством fi = hi + . . . , так что
fi(xi) = hi(xi) + · · · ≥ hi(xi) = 1. Следовательно, |fi(xi)| ∧ · · · ∧ |fm(xm)| ≥ 1,
а значит, m ≤ n по предположению. Очевидно, что R · h1 + · · · + R · hm —
максимальное n-дизъюнктное множество в X∼, содержащее D . �

5.7. Лемма. Для непустого множества D в L∼(X,R↓) обозначим D↑ :=
{T↑ : T ∈ L∼(X,R↓)} и � := (D↑)↑. Если множество D n-дизъюнктно в
L∼(X,R↓) для некоторого натурального n ∈ N, то

[[�n∧-дизъюнктно в (X∧)∼]] = 1.

Кроме того, D максимально тогда и только тогда, когда [[� максимально ]] = 1.
Доказательство. Предполагая, что D n-дизъюнктно в L∼(X,R↓), пока-

жем, что � n∧-дизъюнктно в (X∧)∼ в V(B). Предложение «� n∧-дизъюнктно
в (X∧)∼» может быть записано следующим образом:

� ≡ (∀ τ : {0, . . . , n}∧ → �)(∀κ : {0, . . . , n}∧ → X∧)(
(∀ i, j ≤ n∧)(i 6= j → κ(i) ⊥ κ(j)) →

∧
i≤n∧

|τ(i)κ(i)| = 0
)
.

Нужно показать, что [[�]] = 1. Вычисляя булевы оценки истинности для уни-
версальных кванторов и учитывая 2.8, видим, что [[�]] = 1 тогда и только тогда,
когда [[|T (0)k(0)| ∧ · · · ∧ |T (n)k(n)| = 0]] = 1 для всех отображений T = τ↓ :
{0, . . . , n} → �↓ и k = κ↓ : {0, . . . , n} → X∧↓ таких, что [[κ(i∧) ⊥ κ(j∧)]] = 1 для
всех i 6= j. Поскольку �↓ = mix(D↑) и X∧↓ = mix({x∧ : x ∈ X}), существует
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разбиение единицы (bξ)ξ∈� в B и для каждого i = 0, . . . , n найдутся семей-
ства (Tξ,i)ξ∈� в L∼(X,R↓) и (xξ,i)ξ∈� в X такие, что T (i) = mixξ∈�(bξTξ,i↑)
и k(i) = mixξ∈�(bξx∧ξ,i)ξ∈�. Заметим, что bξ ≤ [[κ(i∧) = k(i) = x∧ξ,i]], так что
xξ,i ⊥ xξ,j при bξ 6= 0 и i 6= j. Таким образом, из n-дизъюнктности D выводим:

bξ ≤ [[|Tξ,0xξ,0| ∧ · · · ∧ |Tξ,nxξ,n| = 0]] ∧
∧
i≤n

[[T (i)x∧ξ,i = Tξ,i(xξ,i)]] ∧ [[k(i) = x∧ξ,i]]

≤ [[|T (0)k(0)| ∧ · · · ∧ |T (n)k(n)| = 0]].

Это дает требуемое соотношение, поскольку
∨
ξ∈�

bξ = 1. �

5.8. Лемма. Для непустого подмножества D ⊂ L(X,R↓) положим RD :=∨
{RT : T ∈ D}. Тогда

RD = χ([[� 6= 0]]).

Доказательство. Лемма сразу следует из леммы 4.2 и определения � из
леммы 5.7. �

Итак, все готово для доказательства основного результата этого параграфа.

5.9. Теорема. Пусть X и Y — векторные решетки, причем Y обладает
свойством проектирования. Непустое множество D в L∼(X,Y ) n-дизъюнктно
тогда и только тогда, когда существуют попарно дизъюнктные решеточные го-
моморфизмы T1, . . . , Tn из X в Y u такие, что D содержится в Orth(T1(X), Y ) ◦
T1 + · · ·+ Orth(Tn(X), Y ) ◦ Tn. Кроме того, множество D максимально тогда и
только тогда, когда дополнительно существует разбиение единицы π0, . . . , πn в
P(Y u) такое, что

D = Orth(T1(X), Y ) ◦ T1 + · · ·+ Orth(Tm(X), Y ) ◦ Tm,
π0 ◦D = Hom(X,π0Y ) = {0}, πm + · · ·+ πn = RTm (m := 1, . . . , n).

В этом представлении набор T1, . . . , Tn единствен с точностью до P(Y )-переста-
новки.

Доказательство. Лемма 5.6 сводит теорему к случаю, когда решетка Y
универсально полна, поскольку по теореме Гордона можно считать без ограни-
чения общности, что Y = R↓.

Пусть D — n-дизъюнктное множество в L∼(X,R↓), и пусть � означает то
же, что и в лемме 5.7. Работая в V(B) и используя принцип переноса, заключаем,
что � является n∧-дизъюнктным множеством в (X∧)∼, и по лемме 5.6 � ⊂
R · τ(1∧) + · · · + R · τ(n∧) для некоторого τ : {1, . . . , n}∧ → Hom(X∧,R). Как
и в лемме 5.7, положим T := τ↓ и заметим, что T отображает {1, . . . , n} в
Hom(X∧,R)↓. Если T ∈ D , то [[T↑ ∈ �]] = 1, так что существует α ∈ V(B) со
свойством

[[α : {1, . . . , n}∧ → R]] =
[[
T↑ =

∑
i≤n∧

α(i)T (i)
]]

= 1.

Положим αi := α↓(i) и Ti := T (i)↓ для i := 1, . . . , n. Тогда α1, . . . , αn ∈ R↓,
T1, . . . , Tn ∈ Hom(X,R↓) и потому цепочка тождеств

Tx = T↑x∧ =
∑
i≤n∧

α(i)T (i)x∧ =
∑
i≤n

αiT (i)↓x =
∑
i≤n

αiTix,
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где x ∈ X произвольно, дает требуемое представление T =
n∑
i=1

αiTi. На самом

деле, мы доказали больше: из приведенного выше рассуждения следует, что
двойной спуск (�↓)↓ := {τ↓ : τ ∈ �↓} суммы � := R ·τ(1∧)+· · ·+R ·τ(n∧) состоит
из всех операторов, представимых в виде

∑
i≤n

αiTi для некоторых α1, . . . , αn ∈

R↓.
Предположим, что множествоD максимально. Тогда [[� максимально ]] = 1

в силу леммы 5.7. Условие максимальности в лемме 5.6 можно записать следу-
ющим образом:

� ≡ (� = Hom(X∧,R) = {0})
∨ (∃m ∈ {1, . . . , n}∧)((∀ i ≤ m)(τ(i) 6= 0) ∧ (� = R · τ(1) + · · ·+ R · τ(m))).

Положим b0 := [[� = Hom(X∧,R) = {0}]]. В силу принципа переноса [[�]] = 1 и
вычисление булевых оценок истинности дает

b∗0 = [[� 6= 0]] =
n∨

m=1

[[� = R ·T (1) + · · ·+ R ·T (m)]] ∧
m∧
i=1

[[T (i) 6= 0]].

Следовательно, существует конечное разбиение единицы {b0, b1, . . . , bn} в B та-
кое, что bm ≤ [[� = R · T (1) + · · · + R · T (m)]] и bm ≤ [[T (i) 6= 0]] (i ≤ m)
для всех m := 1, . . . , n. Положим πm := χ(bm) и заметим, что {π0, π1, . . . , πn} —
разбиение единицы в P(R↓). Отметим также, что (�↓)↓ = mix(D), и потому
(�↓)↓ = D ввиду максимальности D . Учитывая вышесказанное и применяя
лемму 5.8, имеем

RD = π⊥0 = π1 + · · ·+ πn, πm ≤ RT1 ◦ . . . ◦RTm ,

πm ◦D = πm ◦ (R↓ · T1 + · · ·+R↓ · Tm) (m := 1, . . . , n).

Первое равенство дает π0 ◦ D = Hom(X,π0Y ) = {0}. Второе влечет, что
πm + · · · + πn ≤ RTm (m := 1, . . . , n). Заменяя Tm на (πm + · · · + πn)Tm, ес-
ли нужно, и суммируя третьи тождества по m, получаем требуемые условия
максимальности. �

5.10. Следствие. Пусть X и Y — векторные решетки, причем Y поряд-
ково полна. Для любого конечного набора {T1, . . . , TN} в L∼(X,Y ) следующие
условия эквивалентны:

(1) {T1, . . . , TN} сохраняет дизъюнктность в L∼(X,Y );
(2) |T1|+ · · ·+ |TN | — решеточный гомоморфизм;
(3) существуют решеточный гомоморфизм T ∈ L∼(X,Y ) и ортоморфизмы

S1, . . . , SN ∈ Orth(Y ) такие, что Tk = Sk ◦ T для всех k := 1, . . . , N .
В частности, сумма T1+ · · ·+TN сохраняет дизъюнктность, если выполнено

одно из этих эквивалентных условий.

5.11. Следствие. Пусть X и Y — векторные решетки, где Y порядково
полна, и пусть D — максимальное множество, сохраняющее дизъюнктность в
L∼(X,Y ). Тогда существует решеточный гомоморфизм T из X в Y u такой, что
D = Orth(T (X), Y ) ◦ T .

5.12. Замечание. Заметим, что определение 5.2 ортоморфизма не явля-
ется общепринятым (ср. с [1, определения 2.35 и 2.41; 3, определение 3.1.1]), но
оно с очевидностью эквивалентно стандартному определению в случае X = Y .
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Тем не менее определение 5.2 иногда удобно и появляется в литературе в раз-
личных контекстах (см. [16, 26]).

5.13. Замечание. Следующий вопрос был задан в [25, проблема 5.8].
Пусть дан решеточный гомоморфизм T из X в Y . При каких условиях множе-
ство D := Orth(Y ) ◦ T максимально? Из следствия 5.11 вытекает, что D макси-
мально тогда и только тогда, когда Orth(T (X), Y ) = Orth(Y0), где Y0 = T (X)⊥⊥.
Ясно, что Orth(Lp, L1) = Lq 6= Orth(L1) = L∞ для 1 < p <∞ и q = p/(p− 1) и,
стало быть, это условие выполняется не всегда.

5.14. Замечание. Некоторые аспекты теории операторов, сохраняющих
дизъюнктность, изложены в [2, 27]. Обзор недавних результатов об операто-
рах, сохраняющих дизъюнктность, можно найти в [25]. В частности, понятие
множества операторов, сохраняющих дизъюнктность, и некоторые порядковые
свойства максимального множества операторов, сохраняющего дизъюнктность,
представлены в [25].
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