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Аннотация. Пусть R — первичное кольцо характеристики, отличной от 2, Q —
его фактор-кольцо Мартиндейла и C — его расширенный центроид. Пусть G —
ненулевое обобщенное косое дифференцирование кольцаR и f(x1, . . . , xn) — нецен-
тральный полилинейный многочлен над C от n некоммутирующих переменных.
Пусть f(R) = {f(r1, . . . , rn) : ri ∈ R} — множество всех значений f(x1, . . . , xn) в
R, A = {[G (f(r1, . . . , rn)), f(r1, . . . , rn)] : ri ∈ R} и CR(A ) — централизатор A
в R, т. е. CR(A ) = {a ∈R : [a, x] = 0 ∀x ∈A }. Доказывается, что если A 6= (0),
то CR(A ) = Z(R).
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1. Введение

Пусть R — первичное кольцо с центром Z (R), и пусть d — ненулевое
дифференцирование R. Известная теорема Поснера [1] утверждает, что если
[d(x), x] ∈ Z (R) для всех x ∈ R, то R необходимо коммутативно.

В [2] Лански распространил результат Поснера на лиевы идеалы. Более
точно, он показал, что если d — ненулевое дифференцирование R такое, что
[d(x), x] ∈ Z (R) для всех x в лиевом идеале L кольца R, то либо L центра-
лен в R, либо char(R) = 2 и R удовлетворяет стандартному полиномиальному
тождеству S4(x1, . . . , x4) степени 4. Несколько авторов изучали связь между
структурой первичного кольца R и поведением аддитивного отображения f ,
удовлетворяющего условию типа Энгеля [f(x), x]k = 0. Условие Энгеля состоит
в том, что [f(x), x]k = [[f(x), x]k−1, x] для всех x ∈ R и всех k > 1.

В [3] доказано, что если f(x1, . . . , xn) — полилинейный многочлен и d —
ненулевое дифференцирование кольца R такое, что [d(x), x]k = 0 для всех x ∈
{f(x1, . . . , xn) : x1, . . . , xn ∈ R}, то отображение f(x1, . . . , xn) центральнозначно
вR, кроме случая, когда char(R) = 2 иR удовлетворяет условию S4(x1, . . . , x4).
Более того, в [4] этот результат распространен на произвольный многочлен без
предположения полилинейности.

В двух недавних статьях [5, 6] были рассмотрены другие обобщения. Точ-
нее, в упомянутых статьях дифференцирование d заменяется соответственно
косым дифференцированием (см. [5]) и обобщенными косыми дифференциро-
ваниями (см. [6]). Напомним определение косых дифференцирований кольца
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R. Пусть R — ассоциативное кольцо и α — автоморфизм R. Аддитивное отоб-
ражение d : R −→ R называется косым дифференцированием кольца R, если

d(xy) = d(x)y + α(x)d(y)

для всех x, y ∈ R, при этом α называется ассоциированным автоморфизмом
дифференцирования d. Аддитивное отображение G : R −→ R называется обоб-
щенным косым дифференцированием кольца R, если существует косое диффе-
ренцирование d кольца R с ассоциированным автоморфизмом α такое, что

G (xy) = G (x)y + α(x)d(y)

для всех x, y ∈ R; d называется ассоциированным косым дифференцированием
для G , а α называется ассоциированным автоморфизмом для G . Определение
обобщенного косого дифференцирования — унифицированное понятие косого
и обобщенного дифференцирований, рассматриваемых как классические адди-
тивные отображения неассоциативных алгебр. Оно изучалось разными иссле-
дователями с разных точек зрения [7–13].

В настоящей работе продолжим изучение множества

A = {[G (f(x1, . . . , xn)), f(x1, . . . , xn)] | x1, . . . , xn ∈ R}
для обобщенного косого дифференцирования G кольца R. Один из стандарт-
ных подходов к изучению вышеупомянутого множества A заключается в иссле-
довании его размера. Разумный критерий для изучения размера A состоит в
рассмотрении его левого аннулятора и централизатора в R. В рамках этой ли-
нии исследования в [6] было показано, что если A 6= 0, то его левый аннулятор
в R равен нулю. Наша цель — доказать, что централизатор A в R тривиален,
т. е. совпадает с центром кольца R.

В действительности будет доказано следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть R — первичное кольцо характеристики, отличной от 2,
Q — его правое фактор-кольцо Мартиндейла, а C — его расширенный центро-
ид. Предположим, что G — ненулевое обобщенное косое дифференцирование
кольцаR и f(x1, . . . , xn) — нецентральный полилинейный многочлен над C от n
некоммутирующих переменных.

Пусть f(R) = {f(r1, . . . , rn) : ri ∈ R} — множество всех значений f(x1, . . . ,
xn) в R, A = {[G (f(r1, . . . , rn)), f(r1, . . . , rn)] : ri ∈ R} и CR(A ) — централи-
затор A в R, т. е. CR(A ) = {a ∈ R : [a, x] = 0 ∀x ∈ A }. Если A 6= (0), то
CR(A ) = Z (R).

Заметим, что для случая, когда G есть обычное или обобщенное дифферен-
цирование кольца R, заключение теоремы 1 следует из результатов работ [14]
(где G — обычное дифференцирование) и [15] (где G — обобщенное дифферен-
цирование).

В дальнейшем пусть Q — правое фактор-кольцо Мартиндейла кольца R
и C = Z (Q) — центр Q, который обычно называется расширенным центрои-
дом кольца R. Если R первично, то C — поле. Следует отметить, что Q —
центрально замкнутая первичная C -алгебра. Определения и свойства этих объ-
ектов можно найти в [16].

Хорошо известно, что автоморфизмы, дифференцирования и косые диффе-
ренцирования кольца R могут быть продолжены на Q. В [7] Чжан распростра-
нил определение обобщенного косого дифференцирования на правое фактор-
кольцо Мартиндейла Q кольца R следующим образом: под (правым) обобщен-
ным косым дифференцированием мы подразумеваем аддитивное отображение
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G : Q −→ Q такое, что G (xy) = G (x)y+α(x)d(y) для всех x, y ∈ Q, где d — косое
дифференцирование R и α — автоморфизм кольца R. Более того, существует
G (1) = a ∈ Q такое, что G (x) = ax + d(x) для всех x ∈ R. Примем следующее
обозначение:

f(x1, . . . , xn) = x1x2 . . . xn +
∑

σ∈Sn, σ 6=id

ασxσ(1)xσ(2) . . . xσ(n)

для некоторых ασ ∈ C . Многочлен f(x1, . . . , xn) ∈ C 〈x1, . . . , xn〉 называется
нецентральным, если он имеет нецентральное значение на R в Q или, что
равносильно, в центральном замыкании CR кольца R. Всегда предполагаем,
что char(R) 6= 2 и f(x1, . . . , xn) нецентрально в R.

2. Случай внутренних обобщенных
косых дифференцирований

В данном разделе изучается случай, когда G — внутреннее косое диф-
ференцирование, индуцированное элементами b, c ∈ R и α ∈ Aut(R), т. е.
G (x) = bx + α(x)c для всех x ∈ R. В этом смысле наша цель — доказать
следующее утверждение.

Предложение 2.1. Пусть R — первичное кольцо характеристики, отлич-
ной от двух, и пусть f(x1, . . . , xn) — нецентральный полилинейный многочлен
над C от n некоммутирующих переменных. Пусть 0 6= a, b, c ∈ R и α ∈ Aut(R)
таковы, что G (x) = bx+ α(x)c для всех x ∈ R. Если

[a, [bf(r1, . . . , rn) + α(f(r1, . . . , rn))c, f(r1, . . . , rn)]] = 0

для всех r1, . . . , rn ∈ R, то справедливо одно из следующих утверждений:
(a) a ∈ C ;
(b) существует λ ∈ C такое, что G (x) = λx для всех x ∈ R;
(c) существует λ ∈ C такое, что G (x) = bx+xc для всех x ∈ R, где c−b = λ

и f(x1, . . . , xn)2 центральнозначен на R.

2.1. Матричный случай. Сначала рассмотрим случай, когда R =
Mm(K ), где K — поле характеристики, отличной от двух. Заметим, что
множество f(R) = {f(r1, . . . , rn) : r1, . . . , rn ∈ R} инвариантно относитель-
но действия всех внутренних автоморфизмов кольца R. Будем писать r =
(r1, . . . , rn) ∈ R ×R × · · · ×R = Rn. Тогда для всякого внутреннего автомор-
физма ϕ алгебры Mm(K ) имеем r = (ϕ(r1), . . . , ϕ(rn)) ∈ Rn и ϕ(f(r)) = f(r) ∈
f(R). Как обычно, обозначаем матрицу, имеющую единицу на месте (i, j) и
нули на остальных местах, символом eij .

Напомним несколько известных результатов.

Лемма 2.2 [15, предложение 1]. Пусть R — первичное кольцо характери-
стики, отличной от двух, f(x1, . . . , xn) — нецентральный полилинейный много-
член над C от n некоммутирующих переменных и 0 6= a, b, c ∈ R. Если

[a, [bf(r1, . . . , rn) + f(r1, . . . , rn)c, f(r1, . . . , rn)]] = 0

для всех r1, . . . , rn ∈ R, то справедливо одно из следующих утверждений:
(a) a ∈ C ;
(b) b, c ∈ C ;
(c) существует λ ∈ C такое, что c− b = λ и f(x1, . . . , xn)2 центральнозначен

на R.
Отсюда вытекает
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Лемма 2.3. Пусть R — первичное кольцо характеристики, отличной от
двух, f(x1, . . . , xn) — нецентральный полилинейный многочлен над C от n неком-
мутирующих переменных и 0 6= a, b ∈ R. Если

[a, [bf(r1, . . . , rn), f(r1, . . . , rn)]] = 0

для всех r1, . . . , rn ∈ R, то либо a ∈ C , либо b ∈ C .
Начнем со следующей леммы.

Лемма 2.4 [15, лемма 1]. Пусть H — бесконечное поле, и пусть m ≥
2 — положительное целое число. Если A1, . . . ,Ak не являются скалярными
матрицами вMm(H ), то найдется обратимая матрица B ∈Mm(H ) такая, что
у каждой из матриц BA1B

−1, . . . ,BAkB
−1 все элементы ненулевые.

Лемма 2.5 [6, лемма 2.8]. Пусть H — бесконечное поле, m ≥ 2 — поло-
жительное целое число и R =Mm(H ). Если существуют b, c, q ∈ R такие, что
q — обратимая матрица и [bu+quq−1c, u] = 0 для всех u ∈ f(R), то справедливо
одно из следующих утверждений:

(a) q−1c, b+ c ∈ Z (R);
(b) q, c− b ∈ Z (R) и u2 ∈ Z (R) для всех u ∈ f(R).

Лемма 2.6. Пусть H — бесконечное поле характеристики, отличной от
двух, m ≥ 2 — положительное целое число и R = Mm(H ). Если существуют
0 6= a, b, c, q ∈ R такие, что q — обратимая матрица и

[a, [bu+ quq−1c, u]] = 0

для всех u ∈ f(R), то справедливо одно из следующих утверждений.
(a) a ∈ Z (R);
(b) q−1c, b+ c ∈ Z (R);
(c) q, c− b ∈ Z (R) и u2 ∈ Z (R) для всех u ∈ f(R).
Доказательство. Предположим, что a /∈ Z (R). Заметим, что если ли-

бо q ∈ Z (R), либо q−1c ∈ Z (R), то результат следует из леммы 2.3. Значит,
можно предполагать, что a нецентрален и q−1c и q не являются скалярными
матрицами. По лемме 2.4 существует обратимая матрица B ∈ Mm(H ) такая,
что у каждой из матрицBaB−1,B(q−1c)B−1,BqB−1 все элементы ненулевые.
Обозначим символом ϕ(x) = BxB−1 внутренний автоморфизм, индуцирован-
ный B. Будем писать ϕ(a) =

∑
hl
ahlehl, ϕ(q) =

∑
hl
qhlehl и ϕ(q−1c) =

∑
hl
chlehl для

0 6= ahl, 0 6= qhl, 0 6= chl ∈ H . Более того, по лемме из [17] и лемме 2 из [18],
поскольку многочлен f(x1, . . . , xn) нецентральнозначен, eij ∈ f(R) и

[ϕ(a), [ϕ(b)eij + ϕ(q)eijϕ(q−1c), eij ]] = 0.

В частности, умножая на eij одновременно слева и справа, имеем 2ajiqjicji = 0;
противоречие. �

Лемма 2.7. Пусть K — поле характеристики, отличной от двух, m ≥ 2 —
положительное целое число и R =Mm(K ). В условиях леммы 2.6 справедливо
одно из следующих утверждений:

(a) a ∈ Z (R);
(b) q−1c, b+ c ∈ Z (R);
(c) q, c− b ∈ Z (R) и u2 ∈ Z (R) для всех u ∈ f(R).
Доказательство. Если полеK бесконечно, утверждение следует из лем-

мы 2.6.
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Пусть H — бесконечное поле, являющееся расширением поля K , и пусть
R =Mm(H ) ∼= R⊗K H . Заметим, что полилинейный многочлен f(x1, . . . , xn)
центральнозначен на R тогда и только тогда, когда он центральнозначен на R.
Обобщенный многочлен

�(x1, . . . , xn) = [a, [bf(x1, . . . , xn) + qf(x1, . . . , xn)q−1c, f(x1, . . . , xn)]]

является обобщенным полиномиальным тождеством для R. Более того,
�(x1, . . . , xn) полиоднородно полистепени (2, . . . , 2) относительно неизвестных
x1, . . . , xn. С другой стороны, полная линеаризация �(x1, . . . , xn) ведет к поли-
линейному обобщенному многочлену �(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), имеющему вид

�(x1, . . . , xn, x1, . . . , xn) = 2n�(x1, . . . , xn).

Ясно, что полилинейный многочлен �(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) является обобщен-
ным полиномиальным тождеством для R и R. Так как char(K ) 6= 2, получаем,
что �(r1, . . . , rn) = 0 для всех r1, . . . , rn ∈ R, и утверждение следует из лем-
мы 2.6. �

Следствие 2.8. Пусть K — поле характеристики, отличной от двух, m ≥
2 — положительное целое число иR =Mm(K ). Если существуют 0 6= a, b, c, q ∈
R такие, что q — обратимая матрица и

[a, [bx+ qxq−1c, x]] = 0

для всех x ∈ R, то справедливо одно из следующих утверждений:
(a) a ∈ Z (R);
(b) q−1c, b+ c ∈ Z (R).

2.2. Доказательство предложения 2.1. Предположим сначала, что α —
X-внутренний автоморфизм кольца R, т. е. существует обратимый элемент
q ∈ Q такой, что α(x) = qxq−1 для всех x ∈ R. Следовательно, обобщенный
многочлен

�(x1, . . . , xn) = [a, [bf(x1, . . . , xn) + qf(x1, . . . , xn)q−1c, f(x1, . . . , xn)]]

является обобщенным полиномиальным тождеством для R.
Докажем сначала, что �(x1, . . . , xn) — нетривиальное обобщенное полино-

миальное тождество для R, кроме случая, когда существует θ ∈ C такое, что
bx+ qxq−1c = θx для всех x ∈ R.

В дальнейшем можно предполагать, что a /∈ C , кроме того, либо q /∈ C,
либо q−1c /∈ C , иначе все получается снова с помощью лемм 2.2 и 2.3.

Рассмотрим обобщенный многочлен �(x1, . . . , xn) ∈ Q ∗C C {x1, . . . , xn}.
В силу предположения кольцо R удовлетворяет этому обобщенному полино-
миальному тождеству. Если B — базис Q над C , то любой элемент из T =
Q ∗C C {x1, . . . , xn} может быть записан в виде g =

∑
i
αimi. В этом разложении

коэффициенты αi из C , а элементы mi — B-одночлены, т. е. mi = q0y1 . . . yhqh,
причем qi ∈ B и yi ∈ {x1, . . . , xn}. В [19] показывается, что обобщенный
многочлен g =

∑
i
αimi является нулевым элементом T тогда и только тогда,

когда все αi нулевые. Следовательно, пусть a1, . . . , ak ∈ Q линейно неза-
висимы над C и a1g1(x1, . . . , xn) + · · · + akgk(x1, . . . , xn) = 0 ∈ T для неко-

торых g1, . . . , gk ∈ T . Если gi(x1, . . . , xn) =
n∑

j=1
xjhj(x1, . . . , xn) для всех i
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и hj(x1, . . . , xn) ∈ T , то g1(x1, . . . , xn), . . . , gk(x1, . . . , xn) — нулевые элемен-
ты T . То же верно, если g1(x1, . . . , xn)a1 + · · · + gk(x1, . . . , xn)ak = 0 ∈ T и

gi(x1, . . . , xn) =
n∑

j=1
hj(x1, . . . , xn)xj для некоторых hj(x1, . . . , xn) ∈ T .

Пишем q−1c = p, f(X) = f(x1, . . . , xn) и �(X) = �(x1, . . . , xn). Тогда

�(X) = abf(X)2 + aqf(X)pf(X)− af(X)bf(X)− af(X)qf(X)p

− bf(X)2a− qf(X)pf(X)a+ f(X)bf(X)a+ f(X)qf(X)pa. (2.1)

Если {pa, a, p, 1} линейно независимы над C , то �(X) 6= 0 ∈ T . Поэтому
можем предполагать, что a, p, q — нецентральные элементы Q и {pa, a, p, 1}
линейно независимы над C .

Если {a, p, 1} линейно независимы, то существуют α1, α2, α3 ∈ C такие, что
pa = α1a+ α2p+ α3. В этом случае

�(X) = (abf(X) + aqf(X)p− af(X)b+ α3f(X)q)f(X)
− (af(X)qf(X)− α2f(X)qf(X))p

− (bf(X)2 + qf(X)pf(X)− f(X)bf(X)− α1f(X)qf(X))a. (2.2)

Так как {a, p, 1} линейно независимы, af(X)qf(X) − α2f(X)qf(X) 6= 0 ∈ T и
также получаем, что �(X) 6= 0 ∈ T .

Если {a, p, 1} линейно зависимы, то найдутся β1, β2 ∈ C такие, что p =
β1a + β2 и β1 6= 0, потому что p нецентрален. Кроме того, pa = β1a2 + β2a, и в
силу (2.1)

�(X) = β1f(X)qf(X)a2 + (−bf(X)2 − β1qf(X)af(X)− β2qf(X)2

+ f(X)bf(X) + β2f(X)qf(X)− β1af(X)qf(X))a
(abf(X) + β1aqf(X)a+ β2aqf(X)− af(X)b− β2af(X)q)f(X). (2.3)

Если {a2, a, 1} линейно независимы, то �(X) 6= 0 ∈ T . Если {a2, a, 1} линейно
зависимы, то найдутся λ, ω ∈ C такие, что a2 = λa + ω. В этом случае в
силу (2.3) имеем

�(X) = β1λf(X)qf(X)a+ β1ωf(X)qf(X)

+ (−bf(X)2 − β1qf(X)af(X)− β2qf(X)2

+ f(X)bf(X) + β2f(X)qf(X)− β1af(X)qf(X))a
(abf(X) + β1aqf(X)a+ β2aqf(X)− af(X)b− β2af(X)q)f(X). (2.4)

Поэтому �(X) = P1(X) + P2(X)a, где

P1(X) = abf(X)2 + β1aqf(X)af(X) + β2aqf(X)2

− af(X)bf(X)− β2af(X)qf(X) + β1ωf(X)qf(X) (2.5)

и

P2(X) = −a(β1f(X)qf(X))− b(f(X)2)

− q(β1f(X)af(X) + β2f(X)2) + f(X)(bf(X) + β1λqf(X) + β2qf(X)). (2.6)

Ясно, что если {1, q, a, b} линейно независимы, то P2(X) 6= 0 ∈ T и, таким
образом, �(X) 6= 0 ∈ T . Предположим, что {1, q, a, b} линейно зависимы; тогда
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существуют µ1, µ2, µ3 ∈ C такие, что q = µ1a + µ2b + µ3 и (µ1, µ2) 6= (0, 0),
поскольку q нецентрален. Значит, в силу (2.6)

P2(X) = a(−β1µ1f(X)af(X)− β1µ2f(X)bf(X)− β1µ3f(X)2

− β1µ1f(X)af(X)− β2µ1f(X)2) + b(−β1µ2f(X)af(X)− β2µ2f(X)2 − f(X)2)

+ (−β1µ3f(X)af(X)− β2µ3f(X)2 + f(X)bf(X)

+ β1µ1λf(X)af(X) + β1µ2λf(X)bf(X) + β1λµ3f(X)2

+ β2µ1f(X)af(X) + β2µ2f(X)bf(X) + β2µ3f(X)2). (2.7)

Если {1, a, b} линейно независимы, то P2(X) 6= 0 ∈ T , так что �(X) 6= 0 ∈
T . Поэтому можно предполагать, что существуют µ1, µ2, µ3 ∈ C такие, что
µ1a+µ2b+µ3 = 0, где µ2 6= 0, так как a /∈ C . Значит, можем записать b = γ1a+γ2
для подходящих γ1, γ2 ∈ C .

Мы доказали, что

a2 = λa+ ω, p = β1a+ β2, b = γ1a+ γ2.

Поскольку q = µ1a+µ2b+µ3, таким образом, пишем q = ν1a+ν2 для некоторых
ν1, ν2 ∈ C . Более того, β1 6= 0 и ν1 6= 0. Вычисляя, получаем

bx+ qxp = (γ1 + ν1β2)ax+ (γ2 + ν2β2)x+ (ν2β1)xa+ (ν1β1)axa

и для ясности пишем

bx+ qxp = η1ax+ η2x+ η3xa+ η4axa, η1, η2, η3, η4 ∈ C , η4 6= 0.

Значит, (2.1) сводится к

�(X) = η1(λa+ ω)f(X)2 + (η3 − η1)af(X)af(X) + η4(λa+ ω)f(X)af(X)

− η3af(X)2a− 2η4af(X)af(X)a− η1af(X)2a+ (η1 − η3)f(X)af(X)a

+ η3f(X)2(λa+ ω) + η4f(X)af(X)(λa+ ω), (2.8)

т. е.

�(X) = a(η1λf(X)2 + (η3 − η1)f(X)af(X) + η4λf(X)af(X)

− η3f(X)2a− 2η4f(X)af(X)a− η1f(X)2a)

+ (η1ωf(X)2 + η4ωf(X)af(X) + (η1 − η3)f(X)af(X)a

+ η3f(X)2(λa+ ω) + η4f(X)af(X)(λa+ ω)). (2.9)

Поскольку a /∈ C , либо (2.9) — нетривиальный обобщенный многочлен, либо

(η1ωf(X) + 2η4ωf(X)a+ η3ωf(X))f(X)

+ ((η1 − η3)f(X)af(X) + η3λf(X)2 + η4λf(X)af(X))a = 0 ∈ T. (2.10)

В этом последнем случае из (2.10) следует, что

(η1 + η3)ωf(X)2 + 2η4ωf(X)af(X) = 0 ∈ T. (2.11)

Так как η4 6= 0, то ω = 0, так что (2.10) сводится к

(η1 − η3 + η4λ)f(X)af(X)a+ η3λf(X)2a = 0 ∈ T, (2.12)

поэтому либо λ = 0 и η1 − η3 = 0, либо η3 = 0 и η1 + λη4 = 0.
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Для λ = 0 и η1 − η3 = 0 в силу (2.9) имеем

�(X) = −2a(η4f(X)af(X)a+ η1f(X)2a) = 0 ∈ T, (2.13)

откуда η1 = η4 = 0; противоречие.
С другой стороны, если η3 = 0 и η1 + λη4 = 0, снова в силу (2.9) имеем

�(X) = η4(−λ2af(X)2 + 2λaf(X)af(X)− 2af(X)af(X)a+ λaf(X)2a). (2.14)

Поскольку η4 6= 0, ввиду (2.14) R удовлетворяет равенству

�(X) = (−λ2af(X)2 + 2λaf(X)af(X)) + (−2af(X)af(X) + λaf(X)2)a. (2.15)

Так как a /∈ C , то 2af(X)af(X)− λaf(X)2 — нетривиальное обобщенное поли-
номиальное тождество для R, т. е. �(X) 6= 0 ∈ T , как и требовалось.

Из [19] вытекает, что �(x1, . . . , xn) — нетривиальное обобщенное полиноми-
альное тождество для Q. Согласно известной теореме Мартиндейла [20] Q —
примитивное кольцо с ненулевым цоколем, у которого поле C является ассо-
циированным кольцом частных. Ввиду [21, с. 75] Q изоморфно плотному под-
кольцу кольца линейных преобразований векторного пространства V над C ,
содержащему ненулевые линейные преобразования конечного ранга. Предпо-
ложим сначала, что dimC V = ∞. Как и в лемме 2 из [22], множество f(R) =
{f(r1, . . . , rn) | ri ∈ R} плотно в R. В силу того факта, что �(r1, . . . , rn) = 0 —
обобщенное полиномиальное тождество кольца R, знаем, что R удовлетворяет
обобщенному полиномиальному тождеству [a, [bx1 + qx1q−1c, x1]]. Пусть y0 ∈ R.
По теореме Литоффа (см. теорему 4.3.11 в [16]) существует идемпотентный эле-
мент e ∈ R такой, что y0, a, b, c, q, q−1 ∈ eRe ∼= Mk(C ) для некоторого целого k.
Разумеется,

[a, [br + qrq−1c, r]] = 0 ∀r ∈ eRe.

Таким образом, по следствию 2.8 либо a ∈ C e и [a, y0] = 0, либо q−1c ∈ C e и
[q−1c, y0] = 0.

Это означает, что для всех y ∈ R либо [a, y] = 0, либо [q−1c, y] = 0. Поэтому
каждый элемент R принадлежит одному из множеств S1 = {x ∈ R : [a, x] = 0}
или S2 = {x ∈ R : [q−1c, x] = 0}. Другими словами, R есть объединение своих
аддитивных подгрупп S1 и S2. Тем не менее группа не может быть объедине-
нием двух собственных подгрупп, так что либо R = S1, либо R = S2. Значит,
либо [a, x] = 0 для всех x ∈ R, либо [q−1c, x] = 0 для всех x ∈ R, т. е. либо
a ∈ C , либо bx + qxq−1c = (b + c)x для любого x ∈ R, и все доказано в силу
леммы 2.3.

С другой стороны, если dimC V = k ≥ 2 — конечное положительное число,
то Q ∼=Mk(C ), и утверждение следует из леммы 2.7.

Поэтому можно предполагать, что α является X-внешним. Ввиду [23] R
и Q удовлетворяют тому же обобщенному полиномиальному тождеству с авто-
морфизмами. Поэтому

�(x1, . . . , xn) = [a, [bf(x1, . . . , xn) + α(f(x1, . . . , xn))c, f(x1, . . . , xn)]]

тоже выполнено для Q. Более того, Q — центральнозамкнутая первичная C -
алгебра. Заметим, что если c = 0, то все получается по лемме 2.3. Предполо-
жим, что c 6= 0 и a 6= 0. В этом случае из основной теоремы в [24] вытекает, что
�(x1, . . . , xn) — нетривиальное обобщенное тождество для R и для Q. В силу
теоремы 1 из [25] получаем, что RC имеет ненулевой цоколь и Q примитив-
но. Так как α — внешний автоморфизм и любая (xi)α-словесная степень в



Централизаторы обобщенных косых дифференцирований 11

�(x1, . . . , xn) равна 1, по теореме 3 из [24] в Q выполнено обобщенное полино-
миальное тождество

[a, [bf(x1, . . . , xn) + f(y1, . . . , yn)c, f(x1, . . . , xn)]].

В частности, Q (и потому также R) удовлетворяет обобщенному полиномиаль-
ному тождеству

[a, [bf(x1, . . . , xn) + f(x1, . . . , xn)c, f(x1, . . . , xn)]].

Требуемые заключения следуют из леммы 2.2.

3. Доказательство теоремы 1

Напомним сначала следующее утверждение.

Лемма 3.1 [15]. Пусть R — первичное кольцо характеристики, отличной
от двух, Q — его правое фактор-кольцо Мартиндейла и C — его расширенный
центроид. Пусть δ — ненулевое обобщенное дифференцирование кольца R и
f(x1, . . . , xn) — нецентральный полилинейный многочлен над C от n некомму-
тирующих переменных. Если существует элемент a ∈ R такой, что

[a, [δ(f(r1, . . . , rn)), f(r1, . . . , rn)]] = 0

для всех r1, . . . , rn ∈ R, то справедливо одно из следующих утверждений:
(a) a ∈ C ;
(b) существует λ ∈ C такое, что δ(x) = λx для всех x ∈ R;
(c) найдутся q ∈ U и λ ∈ C такие, что δ(x) = (q + λ)x+ xq для всех x ∈ R

и f(x1, . . . , xn)2 центральнозначен на R.

Лемма 3.2. Пусть R — первичное кольцо, D — X-внешнее косое диффе-
ренцирование кольца R, и пусть α — X-внешний автоморфизм кольца R. Если
�(xi,D(xi), α(xi)) — обобщенное полиномиальное тождество для R, то R также
удовлетворяет обобщенному полиномиальному тождеству �(xi, yi, zi), где xi, yi
и zi — различные неизвестные [26, теорема 1].

3.1. Доказательство теоремы 1. Как указано во введении, можно за-
писать G (x) = bx + d(x) для всех x ∈ R, где b ∈ Q и d — косое дифференциро-
вание кольца R (см. [7]). Полагаем f(x1, . . . , xn) =

∑
σ∈Sn

γσxσ(1) · xσ(2) . . . xσ(n),

где γσ ∈ C . Согласно теореме 2 из [26] R и Q удовлетворяют одним и тем же
обобщенным полиномиальным тождествам с одним косым дифференцировани-
ем. Таким образом, Q удовлетворяет соотношению

�(x1, . . . , xn, d(x1), . . . , d(xn))
= [a, [bf(x1, . . . , xn) + d(f(x1, . . . , xn)), f(x1, . . . , xn)]].

Покажем, что либо a ∈ C , либо A = {[G (f(r1, . . . , rn)), f(r1, . . . , rn)] : ri ∈
R} = (0). Более точно, в последнем случае справедливо одно из следующих
утверждений:

(a) существует λ ∈ C такое, что G (x) = λx для всех x ∈ R;
(b) существует λ ∈ C такое, что G (x) = bx+xc для всех x ∈ R, где c−b = λ

и f(x1, . . . , xn)2 центральнозначен на R.
Если дифференцирование d X-внутреннее, то существуют c ∈ Q и α ∈

Aut(Q) такие, что d(x) = cx + α(x)c для всех x ∈ R. В этом случае G (x) =
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(b+c)x+α(x)c, и по предложению 2.1 либо a ∈ C , либо G (x) = λx для некоторого
λ ∈ C , либо f(x1, . . . , xn)2 центральнозначен на R и G (x) = (b + c)x + xc для
всех x ∈ R, где b ∈ C .

Предположим, что d — X-внешнее дифференцирование и α ∈ Aut(Q) — ас-
социированный автоморфизм дифференцирования d. Если α — тождественное
отображение на R, то d — обычное дифференцирование кольца R. Значит, G
становится обобщенным дифференцированием кольца R. В этом случае требу-
емые заключения следуют из леммы 3.1. Поэтому в дальнейшем всегда будем
предполагать, что 1R 6= α ∈ Aut(R). Обозначим через fd(x1, . . . , xn) много-
член, полученный из f(x1, . . . , xn) заменой каждого коэффициента γσ на d(γσ).
Так как

d(γσ · xσ(1) · xσ(2) . . . xσ(n)) = d(γσ)xσ(1) · xσ(2) . . . xσ(n)

+ α(γσ)
n−1∑
j=0

α(xσ(1) · xσ(2) . . . xσ(j))d(xσ(j+1))xσ(j+2) . . . xσ(n),

имеем

d(f(x1, . . . , xn)) = fd(x1, . . . , xn)

+
∑
σ∈Sn

α(γσ)
n−1∑
j=0

α(xσ(1) · xσ(2) . . . xσ(j))d(xσ(j+1))xσ(j+2) . . . xσ(n).

Поскольку Q удовлетворяет �(x1, . . . , xn, d(x1), . . . , d(xn)), для него также
выполнено

[a, [bf(x1, . . . , xn) + fd(x1, . . . , xn), f(x1, . . . , xn)]] +

[
a,

[ ∑
σ∈Sn

α(γσ)

×
n−1∑
j=0

α(xσ(1) · xσ(2) . . . xσ(j))d(xσ(j+1))xσ(j+2) . . . xσ(n), f(x1, . . . , xn)

]]
.

По теореме 1 из [26] отсюда следует, что Q удовлетворяет �(x1, . . . , xn, y1, . . . ,
yn), т. е.

[a, [bf(x1, . . . , xn) + fd(x1, . . . , xn), f(x1, . . . , xn)]] +

[
a,

[ ∑
σ∈Sn

α(γσ)

×
n−1∑
j=0

α(xσ(1) · xσ(2) . . . xσ(j))yσ(j+1)xσ(j+2) . . . xσ(n), f(x1, . . . , xn)

]]
.

В частности, Q для каждого i = 1, . . . , n удовлетворяет соотношению[
a,

[ ∑
σ∈Sn

α(γσ)α(xσ(1)·xσ(2) . . . xσ(i−1))yσ(i)xσ(i+1) . . . xσ(n), f(x1, . . . , xn)
]]
. (3.1)

Рассмотрим сначала случай, когда α — внутренний автоморфизм R. Тогда
существует обратимый элемент q ∈ Q такой, что α(x) = qxq−1 для всех x ∈ R.
Так как 1R 6= α ∈ Aut(R), можно полагать, что q /∈ C . Более того, α(γσ) = γσ
для всех коэффициентов, участвующих в f(x1, . . . , xn). Заменяя каждый yσ(i)
на qxσ(i) в (3.1), получаем, что Q удовлетворяет тождеству[

a,
[
q

∑
σ∈Sn

γσxσ(1) · xσ(2) . . . xσ(i−1)xσ(i)xσ(i+1) . . . xσ(n), f(x1, . . . , xn)
]]
,
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т. е.
[a, [qf(x1, . . . , xn), f(x1, . . . , xn)]].

Заметим, что q /∈ C и f(x1, . . . , xn) нецентральнозначен на Q. Поэтому в силу
леммы 2.2 a ∈ C .

Предположим, что α X-внешнее. В свете леммы 3.2 и соотношения (3.1) Q
удовлетворяет обобщенному полиномиальному тождеству[

a,
[ ∑
σ∈Sn

α(γσ)zσ(1) · zσ(2) . . . zσ(i−1)yσ(i)xσ(i+1) . . . xσ(n), f(x1, . . . , xn)
]]

(3.2)

для всех i = 1, . . . , n. В частности, выберем
• yσ(i) = 0 для всех i ≥ 2,
• zσ(i−1) = 0 для всех i ≥ 2.
В силу (3.2) Q удовлетворяет обобщенному полиномиальному тождеству[

a,
[
y1

∑
σ∈Sn−1

α(γσ)xσ(2) . . . xσ(n), f(x1, . . . , xn)
]]
. (3.3)

Здесь обозначено
∑

σ∈Sn−1

α(γσ)xσ(2) . . . xσ(n) = t1(x2, . . . , xn). Тогда Q удовлетво-

ряет обобщенному полиномиальному тождеству

[a, [y1t1(x2, . . . , xn), f(x1, . . . , xn)]]. (3.4)

Ввиду теоремы 6 из [4] и тождества (3.4) для a /∈ C получаем, что

[y1t1(x2, . . . , xn), f(x1, . . . , xn)]

— центральный многочлен для Q. Поэтому найдутся подходящее поле K и це-
лое число t ≥ 1 такие, что Q и матричное кольцо Mt(K ) удовлетворяют одним
и тем же полиномиальным тождествам. Так как f(x1, . . . , xn) нецентральнозна-
чен на Q, можно предполагать, что t ≥ 2. В таком случае в силу леммы из [17]
и леммы 2 из [18] для всех i 6= j существуют r1, . . . , rn ∈ Mt(K ) такие, что
f(r1, . . . , rn) = eij 6= 0 и

[y1t1(r2, . . . , rn), eij ] (3.5)

централен вMt(K ) для всех y1 ∈Mt(K ). В силу (3.5) для y1 = eiiX и для про-
извольного X ∈Mt(K ) имеем eiiXt1(r2, . . . , rn)eij = 0, т. е. t1(r2, . . . , rn)eij = 0.
Ввиду (3.5) получаем, что

y1t1(r2, . . . , rn)eij − eijy1t1(r2, . . . , rn) = −eijy1t1(r2, . . . , rn)

централен в Mt(K ), откуда следует, что t1(r2, . . . , rn) = 0.
Заметим также, что если через fα(x1, . . . , xn) обозначить многочлен, полу-

ченный из f(x1, . . . , xn) заменой каждого коэффициента γσ на α(γσ), то fα(r1,
. . . , rn) 6= 0.

Снова начнем с (3.2) и зафиксируем индекс j ∈ {1, . . . , n}. Выберем
• yσ(i) = 0 для всех i 6= j,
• zσ(i) = 0 для всех i 6= j.
Поэтому в силу (3.2)Q удовлетворяет обобщенному полиномиальному тож-

деству[
a,

[
yj

∑
σ∈Sn−1

α(γσ)xσ(1) . . . xσ(j−i)xσ(j+1) . . . xσ(n), f(x1, . . . , xn)
]]
. (3.6)
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Окончательно запишем∑
σ∈Sn−1

α(γσ)xσ(1) . . . xσ(j−i)xσ(j+1) . . . xσ(n) = tj(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn).

Таким образом, Q удовлетворяет обобщенному полиномиальному тождеству

[a, [yjtj(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn), f(x1, . . . , xn)]].

Кроме того, известно, что существуют r1, . . . , rn ∈Mt(K ) такие, что f(r1, . . . ,
rn) = eij 6= 0. Иcпользуя те же рассуждения, что и выше, получаем, что
tj(r1, . . . , rj−1, rj+1, . . . , rn) = 0. Наконец, заметим, что

fα(x1, . . . , xn) =
∑
j

xjtj(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn),

где каждый tj — полилинейный многочлен степени n− 1 и xj никогда не появ-
ляется ни в одном мономе от tj . Это ведет к противоречию: fα(r1, . . . , rn) = 0.
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Emine Albaş (Албаш Эмине), Nurcan Argaç (Аржач Нуркан)
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