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Methodenvariation mittels Dynamischer

Geometrie — exemplarisch
Gerhard Konig zum 60. Geburtstag

Heinz Schumann, Weingarten

“Um eine Sache vollstindig zu verstehen,
muss man sie auf verschiedene Weise
verstanden haben.”

Frei nach R. Feynman (1918-1988)

Abstract: Method variation through dynamic geometry — an ex-
amplary study. Methods are mostly demonstrated using various
mathematical topics or topics which can be mathematized instead
of using various methods in order to explore topics. The causes
for this domination are of curricular nature. A balance of these
two basic patterns of mathematics teaching can be achieved by
applying the spiral principle and the principle of computer-based
variation of methods. This is demonstrated in the present con-
tribution by means of dynamic geometry using “Rectangles with
equal circumference or area” (grades 5-10) as an example. An
argumentation on school algebra level for the computer-generated
phenomenology is given. This contribution ends with a remark
on necessary thematic extensions and unsolved interface prob-
lems when various media-specific methods are used.

Kurzreferat: Die Ursachen fiir die Dominanz der Methoden-
demonstration an verschiedenen mathematischen bzw. mathema-
tisierbaren Gegensténden iiber die Gegenstandsexploration mit-
tels verschiedener Methoden sind curricularer Natur. Eine Ba-
lance zwischen diesen beiden Grundmustern des Mathematikun-
terrichts kann durch die Anwendung des Spiralprinzips und des
Prinzips der computerunterstiitzten Methodenvariation erreicht
werden. In der vorliegenden Arbeit wird das exemplarisch am
Gegenstand “Umfangs- und flachengleiche Rechtecke” (Klassen-
stufen 5-10) mittels Dynamischer Geometrie konkretisiert. Die
computer-generierte Phdnomenologie erfahrt eine Begriindung
auf schulalgebraischem Niveau. Die Arbeit schliet mit dem Hin-
weis auf notwendige thematische Erweiterungen und ungeklarte
Schnittstellenprobleme bei der Anwendung verschiedener medi-
enspezifischer Methoden.

ZDM-Classification: D43, G43, U53

1. Einleitung

Schupp (1996) hat mit Recht kritisiert, dass im iiblichen
Mathematikunterricht Methoden eingefiihrt werden, um
diese an dafiir geeigneten Gegenstdnden zu demonstrieren
- anstatt Gegenstinde mittels mehrerer (geeigneter) Metho-
den zu explorieren (Diagramm 1). Die Ursachen fiir das
Primat der Methodensystematik diirften in der Linearitit
des schulischen Curriculums, in dem die mathematischen
Werkzeuge hierarchisch von Klassenstufe zu Klassenstufe
entwickelt werden, und in der leichteren Lehrbarkeit und
Lernbarkeit zu suchen sein.

Es wire schon viel gewonnen, wenn eine Balance
zwischen Methodenuniformitét bei Gegenstandsvariation
und Methodenvariation bei Gegenstandsexploration im
Mathematikunterricht erreicht werden konnte. Vehikel
zur Ausbalancierung sind erstens das Spiralprinzip mit
seiner Auspriagung als Prinzip des vorwegnehmenden Ler-
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nens: “Die Behandlung eines Wissensgebietes soll nicht
aufgeschoben werden, bis eine endgiiltig-abschlielende
Behandlung moglich erscheint, sondern ist bereits auf
fritheren Stufen in einfacher Form einzuleiten” sowie mit
seiner Ausprdgung als Prinzip der Fortsetzbarkeit: “Die
Auswahl und die Behandlung eines Themas an einer bes-
timmten Stelle des Curriculums soll nicht ad hoc, sondern
so erfolgen, daf auf hoherem Niveau ein Ausbau moglich
wird ...” (Wittmann 1981) und zweitens das Prinzip der
“computerunterstiitzten Methodenvariation”: Mathematis-
che Werkzeugsoftware eroftnet vielféltige Mdglichkeiten
der Exploration mathematischer Unterrichtsgegenstinde
bei der die Verwendung von Optionen mit Black-Box-
Charakter ein “vorwegnehmendes Lernen” erleichtert. Die
Gefahr der Nutzung solcher Optionen liegt aber im Ste-
henbleiben bei den computergenerierten experimentellen
Phianomenen. Es sollte stets auch die Begriindung fiir die
Phinomene erarbeitet werden, und das geht eben meist nur
ohne die Nutzung von Computerwerkzeugen.
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Diagramm 1

Die Wahl des Gegenstandes: “Umfangs- und flachen-
gleiche Rechtecke” (Klasse 5-10) wird deshalb getrof-
fen, weil es sich um ein sehr beziehungshaltiges und
anwendungstrichtiges Thema handelt, an dem operatives
und funktionales Denken sowie die intellektuellen Tech-
niken des Abstrahierens und Analogisierens geiibt werden
konnen, und weil sowohl die Schiiler und Schiilerinnen
als auch die Erwachsenen ihre Schwierigkeiten mit der
Isoperimetrie haben.
Da es um ein geometrisches Thema geht, liegt es auf
der Hand, ein Dynamisches Geometriesystem (DGS) zu
verwenden; es soll auf exemplarische Weise verdeutlicht
werden, wie ausdrucksreich die computerunterstiitzte Me-
thodenvariation durch direkt-manipulative Dynamisierung
von Figuren sein kann. Als DGS wurde Cabri Géomeétre
II (Laborde/Bellemain 1996) gewihlt, weil es insgesamt
iiber fiir unsere Zwecke notwendige Optionen verfiigt, die
andere Systeme nicht besitzen.
Welche kognitiven Lernziele (Grobzielformat) sind u.a.
bei diesem Thema zu verfolgen? Die Schiiler sollen wissen
und verstehen, dass
— es umfangsgleiche (fldchengleiche) Rechtecke gibt, die
verschiedenen Inhalt (Umfang) haben
— es umfangsgleiche (flichengleiche) Rechtecksverwand-
lungen gibt, die die Groe der Fliache (des Umfangs)
dndern

— bei umfangsgleichen (flichengleichen) Rechtecken die
GroBe der Fliache (des Umfangs) zunimmt (abnimmt),
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wenn der Seitenunterschied abnimmt

— unter allen umfangsgleichen (flichengleichen) Recht-
ecken das Quadrat den grofiten Inhalt (kleinsten Um-
fang) hat

— es zu jedem nichtquadratischen Rechteck ein umfangs-
gleiches (flichengleiches) gibt, das kleineren Inhalt
(groBeren Umfang) hat

— die Anderung der FlichengroBe (UmfangsgroBe) bei
umfangsgleichen (flachengleichen) Rechtecksverwand-
lungen explizit beschrieben werden kann

— bei umfangsgleichen (flichengleichen) Rechtecksver-
wandlungen die funktionale Beziehung zwischen den
Rechteckseiten explizit beschrieben werden kann

— ein Rechteck eindeutig durch Umfang und Inhalt be-
stimmt ist

2. Methodenvariation in Klassenstufe 5 bis 10

Zur Gegenstandsexploration werden den Schiilern und
Schiilerinnen interaktive Arbeitsblitter (Schumann 1998a)
zur Verfiigung gestellt, die als Versuchsanordnungen
fungieren. Jedes der Arbeitsblatter verkorpert eine Metho-
de. Eine breite induktive Basis fiir die Abstraktion zur
Theorieebene hin ist durch die direkt-manipulative Vari-
ation der vorgegebenen Figuren und der vorgegebenen
Malzahlen gewéhrleistet. Von der Anwendung der experi-
mentellen Methoden der dynamischen Geometrie wird von
Klassenstufe 7/8 an zu schulalgebraischen Begriindungs-
bzw. Erklarungsmethoden iibergegangen. — Die Konfor-
mitit mit dem mathematischen Kerncurriculum bleibt
weitgehend gewabhrt.
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2.1 Klassenstufe 5/6

Die zu bearbeitenden Arbeitsbldtter dienen der ersten
Beriihrung mit dem Thema. Das Verzichen der Punkte A
und B (Abb. 1; eine offene Aufgabenstellung) geschieht
im Gitterpunktfang. (Im Gitter gibt es natiirlich bei um-
fangsgleichen Rechtecken nur fiir eine durch Vier teilbare
UmfangsmaBzahl und bei fldchengleichen Rechtecken
nur fiir eine Flichenmafzahl, die eine Quadratzahl ist,
ein optimales quadratisches Rechteck.) Die Versuchs-
anordnung in Abbildung 2.1 ist so konstruiert, dass
die Rechtecke umfangsgleich bleiben. Erkenntnis: das
quadratische Rechteck hat groften Inhalt (Abb. 2.2; die
Anzahl der verschiedenen umfangsgleichen Rechtecke
ergibt sich generell aus den additiven Zerlegungen des
halben Umfangs in zwei Summanden). — Die Schiiler und
Schiilerinnen haben erfahrungsgemafl mehr Schwierigkei-
ten einzusehen, dass umfangsgleiche Rechtecke unter-
schiedlichen Inhalt haben konnen als fldchengleiche
Rechtecke unterschiedlichen Umfang: So konnten von 125
Schiilern/ Schiilerinnen der Klassenstufe 6 (Realschule)
nur ca. 20% zwei verschiedene umfangsgleiche Rechtecke
unterschiedlichen Inhalts, aber immerhin ca. doppelt so
viele zwei verschiedene inhaltsgleiche Rechtecke unter-
schiedlichen Umfangs in ein quadratisches Gitter ein-
zeichnen.

Das Arbeitsblatt in Abbildung 3.1 dient der Erkenntnis-
findung, dass sich die Einheitsquadrate zu flaichengleichen
Rechtecken verschiedener Form zusammensetzen lassen,
die verschieden groBen Umfang besitzen (Abb. 3.2; die
Losungen ergeben sich generell aus den multiplikativen
Zerlegungen der Zahl der Einheitsquadrate in zwei Fak-
toren).

Umfang324.00 cm

mfarg=24{00 cm

Inhalt=32 00 cmp

29

Inhalt=36 00 cmp f,

Aufyaben: Stelle durch Verziehen von A und B zwei Rechtecke her, mit
a) verschiedenem Urfang und verschiedenem Inhalt,

b} aleichem Umfang und verschiedenem Inhalt,
c) verschiedenem Umfang und gleichem Inhalt.
d)

Kannst du auch zwei verschiedene Rechtecke
gleichen Umfangs und gleichen Inhalts einstellen?

Zeichne deine Rechtecke auf kariertes Papierl

Abb. 1
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o 1

mfang =2I],IJI] cm halt=15,00 pm*

5

b=2,00 |cm

Papier!

a=1m cm

Abb. 2.1

Jmfang =2I],IJI] cm| Inhalt=2p,00 fm*

b=5,00 cm

Information

Umfangsgleiche Rechtecke im Gitter

“erandere die Form des Rechtecks
durch “erziehen von Z.

Z Beobachte dabei seinen Urnfang und

i seinen Inhalt.

Zeichne die Rechtecke auch auf kariertes

Fldchengleiche Rechtecke im Gitter

16cm? besitzen.

cher Rechtecke.

B - i i i i B

Abb. 3.1

Flichengleiche Rechtecke

Abb. 3.2

Setze aus den 16 Zentimeter
guadraten Rechtecke zusam-
‘men, die jeweils deh Inhalt

. . . . . e grolt ist-der Umnfang sol-

Aeichne die Hechtecke auch
auf kariertes Papier.

-

Setze aus den 16 Zentimeter-
guadraten Rechtecke zusam-
‘men, die jewsils deh Inhalt
16cm? besitzen.

- e grofd ist-der Umnfang =ol
cher Rechtecke.

Zeichne die Rechtecke auch
auf kariertes Papier.

i i

im Gitter

+ +
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a=5,00cm [B]

c
i |
I
B
Abb. 4.1
[ a=500cm
F=1250cm* |
B
Abb. 4.2
o a=3,7acm n]
F=1408cm® |
A
B
Abb. 4.3

In Klasse 6 kdnnen dann einfache Dezimalzahlen als
Mafzahlen verwendet werden. Eine entsprechend segmen-
tierte Umfangsstrecke wird aufgefaltet zu einem Rechteck
ABCD (Abb. 4.1-4.2). Durch Variation des Teilpunktes
D wird das Verhéltnis der Seiten variiert und dabei heraus-
gefunden, dass der Inhalt immer grofer wird, wenn man
den Seitenunterschied kleiner macht; er wird am groften,
wenn das Rechteck quadratisch ist (Abb. 4.2-4.3).

2.2 Klassenstufe 7/8

Waihrend in Klasse 5/6 im wesentlichen nur die experi-
mentelle Erkenntnisfindung im Vordergrund steht, konnen
in der Klassenstufe 7/8 mit den dann zur Verfliigung
stehenden schulalgebraischen Werkzeugen Erkenntnis-
begriindungen vorgenommen werden. Dabei muss von den
konkreten Groen zu den Variablen fiir Grofen abstrahiert
werden. Die Methoden fiir die systematische Konstruktion
umfangs- bzw. flachengleicher Rechtecke treten verstérkt
hinzu: Wie gewinnt man aus einem Rechteck ein um-
fangsgleiches, das grofleren (kleineren) Inhalt hat, und
wie lédsst sich diese Verwandlung mit einer geometrischen
Konstruktion bewerkstelligen?
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Urnfang = 15,00 o

bH:E,:SD cm

Falte die Strecke mitder Lange 15,00 cm (Umfang) zu
einem Rechteck auf (verziehe dazu A, B, ).

Yerandere die Form des Rechtecks durch Werziehen wan D
und beabachte dabei den Flacheninhalt des Rechtacks.

mfang =14,00 cm

b2 80 cm

Umfang=15,00 cm

Die Folge der Abbildungen 5.1-5.7 zeigt einen solchen
gegenstindlichen umfangsgleichen Verwandlungsprozess
(Schumann 1985), wobei durch nachtrégliche Variation
des abzuschneidenden Stiicks die maximale Flachenver-
groflerung sich als quadratische herausstellt und das
entstehende Rechteck ebenfalls quadratisch ist (Abb. 5.8).
Die entsprechende herkdmmliche Konstruktion mit Zirkel
und Lineal oder mit dem Geo-Dreieck (dann muss aber
gemessen werden!) ist recht einfach. Hier bietet es sich
nun an, von der bildhaften Darstellung zur formalsprach-
lichen Beschreibung iiberzugehen:

Seien a die Rechteckslinge, b die Rechtecksbreite
und ¢ die Verkiirzung der Rechtecksldnge, so ist der
Fliachengewinn [a — (b + ¢)lc = (a — b)c — 2, der
am groften wird fir ¢ = (a — b)/2: maximaler Wert
((a — b)/2)2. Das flichengroBte Rechteck hat dann die
Seitenldngen a — (a—b)/2 und b+ (a—b)/2 und diese sind
gleich dem arithmetischen Mittel von a und b: (a + b)/2.
Die Umkehrung des Verwandlungsprozesses liefert ein
umfangsgleiches, aber flachenkleineres Rechteck.
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Umnf: leiche und flsch il de Vi dl eines Rechtech

Bewege nacheinander mittels der Punkte 1,2 3,4,5 Teile des Rechtecks, um es in ein umfangsgleiches,
aber flachengrafteres zu verwandeln. Yerandere mitiels Punid § die Grike des abzuschneidenden Sticks,
‘Wann wird der Flachengewinn am grafiten?

Mache die Verwandlung auch rickgangig.

Abb. 5.1-5.4

Bei der umfangsgleichen und flichenvergroernden
Rechtecksverwandlung muss ein Ausgleich der Seiten-
langen stattfinden, damit der Umfang invariant bleibt
(Abb. 6). Um wieviel wird der Inhalt groBer? — Mit
|[AB|=a, |BC|=b, a>bund ¢’ =a—c, b =b+c
(nach Konstruktion) ist ab < a’d’ = (a —c¢)(b+c) gleich-
wertig mit 0 < (a — b)e — ¢? (Flichengewinn) und das
ist genau dann der Fall, wenn ¢ < a — b. — Geht man
vom Rechteck A’ B’C’ D’ zum umfangsgleichen Rechteck
ABCD fiber, so ergibt sichein Flachenverlust, der mit a’

Information

Wergriferung=3 53 cm?

Wergrilerung=5 B3 cm?

_______________________________________________

Abb. 5.5-5.8

und b’ auszudriicken ist (Umrechnung des Flachengewinns!).

Wie gewinnt man aus einem Rechteck ein flichengleiches
mit unterschiedlichem Umfang?

Mittels ergénzungsgleicher Rechtecke ldsst sich eine
solche Verwandlung leicht herstellen (Abb. 7.1). Eine
entsprechende Zirkel-Lineal-Konstruktion oder eine Kon-
struktion mit dem Geo-Dreieck ist nicht schwierig. Das
variierbare Rechteck hat minimalen Umfang, wenn es
quadratisch wird (Abb. 7.2).
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Seiten leich und Inhalt

4

YWarum ist das Rechteck ABCD umfangsgleich dem Rechteck AB'CD' ?
Begrinde dazu, dass b'=b+c: Seitenausgleich. Werwende: C'ist Spiegel-
punkt bei der Spiegelung an der Winkelhalbierenden des Winkels CEC')

Urn wieviel graer ist der Inhalt von AB'C'D" als der Inhalt von ABCD?

o c
-
-
-
-
-
e
[
>
D
P C
-
s b
a=ac
AR e
Abb. 6
Flichengleiche Rechieckverwandlung mittels Ergéin gleichhei

Zur Werwandlung eines Rechtecks ABCD

in ein flachengleiches Rechteck AB'C'D',

verzighe C'

Begrinde, dass diese Rechtecke flachengleich
(erganzungsgleich) sind

Beobachte die Grile U'des Umfangs von AB'C'D'

D C
T=17,01 o F =12,24 o

B C' L
A D F'=1224cm*
32em
A B
4,26 cm
U'=2(8,26 cm + 1,32 ey = 21 16 cm
Abb. 7.1
D C
U=1701cm F=1224 cm®
B '
A

O F=izz2dcme [

350 cm
A B'
d49em
=23 489 cm+ 3,50 cm)=1399cm
Abb. 7.2

Bei der flichengleichen und umfangsverkleinernden
Rechtecksverwandlung muss ein Ausgleich der Flachen-
grofie stattfinden, damit der Inhalt invariant bleibt (Abb. 8).
Um wieviel wird der Umfang kleiner? — Mit |AB| = a,
|BC| =b,a>bund a’ =a—cq, b =b+coistab=a't/
(nach Konstruktion). Die Rechtecke haben das Rechteck
AB'ED als Fliche gemeinsam; aus ab = (a —c¢1)(b+c2)
ergibt sich: c; = c1b/(a —¢1) und U > U’ ist gleichwer-
tig mit (c12 — (@ — b)c1)/(a — ¢1) < 0 (Umfangsverlust:
((a —b)er — c12)/(a — c1)) und das ist genau dann der
Fall, wenn ¢; < a—b. Geht man vom Rechteck A’ B’C’' D’
zum fléchengleichen Rechteck iiber, so ergibt sich ein Um-
fangsgewinn, der mit o’ und &’ auszudriicken ist (Umrech-
nung des Umfangsverlustes!).

Mit der Identitit (a + b)> = 4ab + (a — b)? konnen
nun die optimalen Rechteckseigenschaften des Quadrats
begriindet werden: Wenn der Umfang der Rechtecke mit
den Seitenléingen a, b konstant ist, so auch (a + b)?: der
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griBerung bei umfangsgleichen Rechtecken
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Summand 4ab und damit der Inhalt wird am groBten,
wenn (a — b)? = 0, also wenn a = b (Abb. 9).
AuBlerdem liest man ab, dass der Inhalt groBer (kleiner)
wird, wenn der Seitenunterschied kleiner (grofer) wird.
Wenn der Fliacheninhalt konstant ist, so auch 4ab. Die
Summe (U/2)? = 4ab + (a — b)? wird am kleinsten; d.h.
der Umfang wird minimal, wenn (a — b)? = 0, d.h., wenn
a = b (Abb. 10). Der Umfang wird kleiner (groBer), wenn
der Seitenunterschied kleiner (grofer) wird.

Fldchenausgleich und Umfangsvergriiferung bei flichengleichen Rechtecken

Warum ist das Rechteck ABCD flichengleich dem Rechteck ABCTD' ?
(Begrinde, dass das Rechteck BBCE flachengleich dem Rechteck DECD!
Flachenausgleich).

Urn wigviel kleiner ist der Urnfang von AB'C'D als der Urnfang von ABCD?
Setze voraus: &= AB = AB'= a'und a=b.

Abb. 8

[a+b)? = 4ab + (a-b)? und umfangsgleiche Rechtecke

Die Figur nebenan ist drehsymme-
trisch (Drehzentrum: M)
Begrinde, dass gilt:

{a+h)? = dah + (a-b)®
WVerwende dabel die Inhaltsformeln
von Rechteck und Quadrat

Alle Rechtecke mit der Lange a
und der Breite b haben gleichen i
Umfang (Begrindung?).

Beweize mit der Gleichung von
oben

Unter diesen Rechtecken hat das
Quadrat den gréfiten Inhalt.

N

b=323 cm

w507 o
U= 2(a+h) = 2(6,77 cm + 323 cm) = 18,00 cm
F=ab=577 cm 323 cm = 1853 cm?

Abb. 9

(a+b)* = 4ab + [a-b]* und flichengleiche Rechtecke

Die Figur nebenan ist drehsymme-
trisch (Drehzentrum: M)
Begrinde, dass gilt:

(a+h)? = 4ab + (a-b)?.
Verwende dabei die Inhaltsformeln
van Rechteck und Quadrat

Die Figur ist so konstruiert, dass
beim ‘erziehen van £ alle Rechtecke
mit der Lange a und der Breite b i
inhaltsgleich bleiben

Beweise mit der Gleichung von oben,
dass unter diesen Rechtecken das
Quadrat kleinsten Umfang hat b=53cm

a=30cm

F=ah=30emb3 cm=1600 cm?
U=2(a+b)=230cm+53cm)=1661 cm

Abb. 10
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Wir beziehen nun die funktionale Betrachtungsweise ex-
plizit ein, indem wir die funktionale Abhéngigkeit der
Seitenldngen voneinander bei umfangsgleichen (flichen-
gleichen) Rechtecken untersuchen. Dabei gehen wir von
der Erzeugung eines “figurengebundenen” Schaubildes
aus. Bei umfangsgleichen Rechtecken erzeugt die freie
Ecke eine Spur (Abb. 11.1), die Ecke bewegt sich auf
einer referenzierbaren Ortslinie, die von einer Geraden
(Abb. 11.2) der Funktionsgleichung b = Uy/2 — a ge-
tragen wird usw. Bei flachengleichen Rechtecken erzeugt,
die freie Ecke den Ast der rechtwinkligen Hyperbel im
ersten Quadranten (Abb. 12) mit der Funktionsgleichung
b= Fy/a usw.

h i umf: leich hteck
g bei g R

Breite Du siehstein Rechteck, dessen Form durch Yerziehen von Z verandertwerden kann; dabei hleibt die
Umfangsgriie 20 cm immer gleich
\ Untersuche, welche Beziehung zwischen Lange und Breite der umfangsgleichen Rechtecke besteht

Lange=3,00cm Lange

Abb. 11.1

Cnitarbaainh bei umfangsgleichen Rech

Du siehst ein Rechteck, dessen Form durch YVerziehen von Zverandert werden kann, dabei hleibt die
Umfangsgrafe 20 cm immer gleich
Untersuche, welche Beziehung zwischen Lange und Breite der urmfangsgleichen Rechtecke besteht

Breite

Diese Gerade

Hreite=3 38

Lange=b,b2 cm Lanoe

Abb. 11.2

Breite Seitenbeziehung bei flicheninhaltsgleichen Rech
Gegeben ist der Flacheninhalt 15 cm®
Welche Beziehung hesteht zwischen
Lange und Breite der Rechtecke,
die diesen Flacheninhalt haben 7

Diese rechtwinklige Hyperbel

Preite=3,08 cm

Lange=4,585cm Lange

Abb. 12

Information

Rechtecke mit vorgegebenem Umfang und Inhalt konnen
im Arbeitsblatt der Abbildung 13.1 eingestellt werden.
Der experimentell bestimmte Eckpunkt féllt mit dem
Schnittpunkt der entsprechenden Ortslinien zusammen
(Abb 13.2); die zweite Losung ist spiegelsymmetrisch zur
ersten. In Klasse 9 ergibt sich dann die exakte arithmeti-
sche/algebraische Losung mit der iiblichen quadratischen
Gleichung.

Rechteck mit vorgegebenem Umfang und Inhalt

Breite Das Rechteckl behalt beim Verzishen von Z1 irmer den Urnfang U=20 cm |,

und das Rechteck? hat beim Verziehen von Z2 immer den Inhalt F= 15 crm®
Stelle Rechteck! oder Rechteck? so ein, dass es sowoh| diesen Umfang
als auch diesen Inhalt hesitzt.

Rechteck]

UM=20,00 cm F1=24 92 crmd|

b

=]5,28 cm

Rechteck2
Uz=zaftem FZ2=15,00cm?
b2=H32cm
71 2
al=472cm az=113%cm Lange
Rechteck mit vorgegebenem Umfang und Inhalt
Breite Das Rechteck! behalt beim Verziehen von Z1 immer den Urnfang U= 20cm
und das Rechteck2 hat beim Verziehen von Z2 immer den Inhalt F= 15 cm?®
Sielle Rechteckl oder Rechteck? so ein, dass es sowohl diesen Umfang
als auch diesen Inhalt hesitzt.
Rechteckl
=2000cm  F1x24,92cm®
5,28 e
Rechteck2
U2=1985 cm F2=15,00 cm*
b2= a4 ¢
71 Z2
al =&, 2cm ai=o06om =T Lange

2.3 Klassenstufe 9/10

Wir setzen die in Klasse 8 begonnene funktionale Betrach-
tungsweise fort, indem wir die funktionale Abhéngigkeit
des Inhalts (Umfangs) von einer der Seitenldngen um-
fangsgleicher (inhaltsgleicher) Rechtecke untersuchen.
Dabei benutzen wir die Moglichkeit, MeBBwerte, die von
grafischen Figurenparametern abhdngen, in Form von
Schaubildern als Ortskurven ausgeben zu lassen. — Solche
funktionalen Beziehungen kann man “quasi-empirisch”
nennen (Schumann 1998b); in der Black-Box fiir die
Messwerte sind natiirlich die entsprechenden Berechnun-
gen versteckt.

In der Abbildung 14.1 wird der Flacheninhalt umfangs-
gleicher Rechtecke in Abhéngigkeit von der Rechteckslénge
ausgegeben. Wir schalten in Abbildung 14.2 den 1. Quad-
ranten eines Koordinatensystems ein, um die funktionale
Abhéngigkeit grafisch zu veranschaulichen — ohne den
Funktionsterm zu kennen). Wie lautet der Funktionsterm
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UMFANGSGLEICHE Rechtecke

Du siehst ein Rechteck, dessen Form durch Yerziehen
von Zverandertwerden kann; dabei bleibt die Umfangs-
grite 20 cm immer gleich.

Untersuche, wie sich der Flacheninhalt des Rechtecks
verdndert wenn du Z verziehst

Urnfang =2 (6,36 crm+3 64 cm) =20 cm
Flacheninhalt=636 cm 3,64 crm = 23,14 cm?®

Hreite=3 64 cm

il
TEnge=6, 36 chh =1

Abb. 14.1

UMFANGSGLEICHE Rechtecke

Du siehst ein Rechteck, dessen Form durch Verziehen
von Zverdndertwerden kann, dabei bleibt die Umfangs-
grifie 20 cm immer gleich.

Untersuche, wie sich der Flacheninhalt des Rechiecks
wardndert, wenn du £ verziehst.

Umfang =2 {5,01 cm+4, 89 crm) =20 cm
Flacheninhalt=501 crm 4,98 cm = 25,00 cm®

Hreite=4 959 cm

£

TEnge=a.07 o

Abb. 14.2

explizit? Aus Uy = 2(a +b) und F' = ab folgt F' =
a(Up/2 — a). Es liegt eine quadratische Funktion vor,
deren Schaubild eine nach unten offene Parabel mit dem
Scheitelpunkt (a; Fy) als maximalem Punkt ist. a ist das
arithmetische Mittel der Nullstellen « = 0 und a = Uy/2:
as = Up/4; Fs = (Ug/4)?; das Rechteck mit maximalem
Inhalt ist ein Quadrat der Seitenldnge Uy /4.

Entsprechend ergibt sich bei flichengleichen Rechtecken
(Abb. 15.1-15.2) fiir den Umfang in Abhéngigkeit von
einer der Rechteckseiten: U = 2(a + Fp/a) (U ist das
Doppelte der “Summe aus der Winkelhalbierenden und
der betreffenden quadratischen Hyperbel” im 1. Quadran-
ten). Dem Schaubild und dem Funktionsterm liest man ab:
Wenn a gegen Null geht oder gegen Unendlich, so geht U
gegen Unendlich.
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Extremwertbestimmung mittels quadratischer Ergéinzung:

U/2=a+2Fy+ Fy/a—2Fy
= (Va+/Folay: — 2/Fo.
U ist minimal, wenn der positive Minuend gleich Null ist,
also wenn /a + /Fy/a = 0. Es ergibt sich a = /F
fir a > 0 und U,,;, = 4vFp; das umfangsminimale
Rechteck ist ein Quadrat der Seitenlinge /Ip.

Wir untersuchen nun, wie der Inhalt (Umfang) bei
umfangsgleichen (inhaltsgleichen) Rechtecken vom Sei-
tenunterschied (Betrag der Seitendifferenz) abhéngt. Am
Schaubild fiir den Inhalt in Abhédngigkeit vom Seitenunter-
schied bei umfangsgleichen Rechtecken erkennen wir, wie
der Inhalt abnimmt, wenn der Seitenunterschied zunimmt
usw. (Abb. 16). Es folgt aus Uy = 2(a + b) und F = ab
mit der schon in Klassenstufe 7/8 verwendeten Identitét
(a+0b)? =4ab+ (a —b)% F = (Upy/4)? — 1/4(a — b)?;
das Schaubild im 1. Quadranten ist also die “Hélfte” einer
nach unten offenen Parabel. F' ist maximal genau dann,
wenn der Seitenunterschied gleich Null ist, also wenn
a =b usw.

Inhalt

1 Lange

FLACHENGLEICHE Rechtecke

Du siehst ein Rechteck, dessen Form durch Verziehen von Z
werandert werden kann; dabei bleibt die GriRe der Fldche 25 00cm?
immer gleich.

Untersuche, wie sich die Grite des Umfangs verandert, wenn du Z
werziehst.

Flache =7 96 cm 3,14 crm = 2500 cm?®
Urnfang = 207 96 crm+3,14 cm 1= 22 21 cm

Preite=3,14 cm

Z
Lange=7 96 cm =1

Abb. 15.1
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FLACHENGLEICHE Rechtecke

D siehst ein Rechteck, dessen Form durch Verziehen von Z
verandertwerden kann; dabei bleibt die GriGe der Flache 25 00cm?
immer gleich.

Untersuche, wie sich die Grolie des Umfangs verindert, wenn du Z
verziehst.

Flache =500 crm 5,00 cm = 2500 cm®
Urnfang = 2(5,00 cra+5,00 cm )= 20,00 cm

Breite=5 00 cm

[

Lange=5,00 cm

Abb. 15.2

Seitenunterschied umfangsgleicher Rechtecke

Gegehen ist die Umfangsgraide 15,00 cm
YWelches Rechteck unter den Rechtecken mit dieser
Umfangsgrifie hat optimalen Flacheninhalt?
Urnfang = 2(5,50 crm+200 erm) = 15,00 cm
Inhalt =& 50 cm 2,00 crm = 10,99 cm@
Seitenunterschied =3 51 cm

Inhalt=10 599 cm?

Breite=2 00 cm

Lange

Lange=5450 cm ]
Abb. 16

Seitenunterschied flacheninhaltsgleicher Rechtecke
Gegeben ist der Flacheninhalt 14 cm®

Welches Rechteck unter den Rechtecken

mit diesem Flacheninhalt hat optimalen

Umfang ¥ Beachte den Seitenunterschied.

Umfang=18583cm ¢+

Inhalt= 736 cm 1,90 crm = 14,00 cm®
Umfang = 2{7,36 crm+1,90 crm) = 18,53 cm
Seitenunterschied = 5,46 cm

Hreite=1,80 cm
i

1

Unterschied van Lange u. Breite = 351 cm

1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
L

Lange=v,36 cm 0

Abb. 17

1

Unterschied won Lange u. Breite = 5 46 cm

Information
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Fldchengleiche Rechteckverwandlung mittels des 2. Strahlensatzes
Das Rechteck ABCD istflachengleich dem Rechteck AB'C'D!

(Begrindung?®.

Yerandere die Form von AB'C'D' durch Verziehen von B' und
heobachte dahei die Grilke U'des Umfangs von AB'C'D"

c
L F=1dooce | TTTTTTTTTTTTTTTTTTT S
e 1
- 1
S n=2,47 cm
o pooos _ ro
_J-——"__"_"_‘ '=0,85 ¢ F=14,00 crn
A=h = a=5,66 CM ] a=14,76cm o
U= 2 (14,76 cm + 0,95 crmj = 31 47 cm
Abb. 18

Am Schaubild fiir den Inhalt in Abhéngigkeit vom
Seitenunterschied bei inhaltsgleichen Rechtecken erkennt
man, wie der Umfang zunimmt, wenn der Seitenunter-
schied zunimmt usw. (Abb. 17). Es ergibt sich als Funk-
tionsterm U = 2./4F) + (a — b)%; es liegt also eine
Waurzelfunktion vor (Schaubild: halber Hyperbelast). Der
Radikand ist am kleinsten, wenn der Seitenunterschied
gleich Null ist, also, wenn @ = b = /F, und U,,;,, =
4/Fy.

Wir kehren nun zu synthetisch-geometrischen Metho-
den zuriick, indem wir die Beziehung flachengleicher
Rechtecksverwandlung mit der Ahnlichkeitslehre her-
stellen.

So kann man z.B. den 2. Strahlensatz verwenden, um
ein Rechteck fldchengleich zu verwandeln (Abb. 18; es
gilt: a/a’ =b'/b).

Die Abbildung 19.1 zeigt die fldchengleiche Verwand-
lung von Rechtecken aus den Hypotenusenabschnitten
nach dem Hohensatz (Danckwerts (1999) verwendet als
Zugpunkt den Mittelpunkt des Thaleskreises). Der Um-

Fldchengleiche Rechteckver

Irn rechtwinkligen Dreieck ABC ist das Quadrat dber der Hihe h dem Rechteck aus den
Hypotenusenabschnitten p, g flchengleich "Hihensatzes")

Verziehe Z (Fipunkt der Hahe b}, um die Form des Rechtecks zu verandern
Yerdndert sich dahei sein Flacheninhalt? Beobzchte die Groke seines Umfangs.

g mit dem Hiihensatz

| §=6,70 cm Z i

U'="dp) = 208,70 e + 230 o) = 2200 em
F=py=8,s0cm230 cm=2000cm®

Abb. 19.1
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fang wird minimal, wenn der HoéhenfuBpunkt Z mit
dem Thaleskreismittelpunkt zusammenfallt, d.h., wenn
das Hypotenusenabschnittsrechteck zu einem dem Quadrat
iiber der Hohe kongruenten Quadrat wird (Abb. 19.2).
Begriindung der experimentell gefundenen Erkenntnis:

Es ist U/2 = ¢ = q + p > 2h, denn die Hohe h ist
so groll wie die halbe Sehne zu der der Durchmesser AB
Symmetrieachse ist. U wird minimal, wenn ¢ = 2h, d.h.,
wenn das Dreieck ABC' gleichschenklig ist, also wenn
q = p ist. — Entsprechend kann auch die Hohensatz-Figur
so konstruiert werden, dass mit ihr Rechtecke umfangs-
gleich verwandelt werden konnen.

Auch mittels des Kathetensatzes kann die flaichengleiche
Verwandlung flachengleicher Rechtecke vorgenommen
werden (Abb. 20.1). Der Umfang wird minimal, wenn der
Hohenfupunkt Z mit A und C' zusammenfillt (Abb. 20.2).
Zur Begriindung: Es ist U/2 = ¢ + ¢ > 2a. Mit a? = cq
folgt daraus (c — ¢)? > 0. Das Gleichheitszeichen gilt
genau dann, wenn ¢ = ¢, also wenn das Rechteck aus
Hypotenuse und Hypotenusenabschnitt in ein Quadrat

¢ Fo=h=2000 cm® U=17 83 cm

p=4 47 cm i

0= Mpra) = 0 A7 o T 37 ) = 17,89 cm
F=pg=447 crm 4 47 cm = 2000 cm?

Abb. 19.2
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Flichengleiche Rechteckverwandlung mit dem Kathetensatz

A

c=1211 cm
Fo=cp=20,00cm®
U=201211 cm+ 165 cm) =27 53 cm

Im rechtwinkligen Dreieck ABC ist das Quadrat dber jeder
Kathete flchengleich dem Rechteck aus Hypotenuse und
zugehdrigem Hypotenusenabschnitt ('Kathetensatz").

B Fo=5=20,00 cm?
=165 cm

Yerandere die Form des Rechtecks durch Verziehen von Z.

Werdndert sich dabei sein Flacheninhalt? Beobachte die

Groflie seines Umfangs.

Abb. 20.1

=447 cm
Fo=cp=20,00 cm®

=247 cm +4.47 cm) =17 89 cm

~ h=0

Abb. 20.2

iibergeht, das kongruent zum Kathetenquadrat ist. (Ent-
sprechend lésst sich auch die Kathetensatz-Figur so kon-
struieren, dass mit ihr umfangsgleiche Rechtecksverwand-
lungen durchfiihrbar sind.)

Wir schliefen die Methodenvariation mit dem flichen-
gleichen Verwandeln durch Scherung (Abb. 21.1). Das
Schaubild fiir die empirische Funktion 3 — U” ist in
Abbildung 21.2 zu sehen. — Es ist

Fy=ab=da"b'" = (a/ sin 5)(b sin 3) und
U’ =2(a" +b") =2(Fy/(b sin 5) + b sin ()

fiir 0° < B < 90°. (Damit kénnen wir bei der Behand-
lung unseres Themas mit Ausname der Exponential- und
Logarithmusfunktion alle fiir die Sekundarstufe I rele-
vanten Funktionstypen reprisentieren.) Die Extremwert-
bestimmung fiir den Umfang U erfolgt wieder mittels
quadratischer Ergénzung: Bedingung fiir das Minimum
ist bsin f = Fy = \/E, also gilt fiir den extremalen
Scherungswinkel 3 = arcsin (y/a/b). Mit sin?3 = a/b
ergibt sich a” = b"".

p=4.47 tm B Fo=a=20,00cm*

Flichengleiche Rechteckverwandlung mittels Scherung

Das Rechteck ABCD istflachenaleich dem Parallelogramm A'BCD” und dieses
istflachengleich dem Rechteck A”B°CD". (Bearinduno?)
Werziehe D und beohachte dabei die Grilze des Umfangs U™ won A"BCD°

A
b"'=350 cm
B
o D
A e o
a a’'=4 85 cm
=287 °
B b C
F=17 00 cm? F=485 cm 350 cm =17 00 cm®
1=19.25 cm U7=2(485 cm+3 50 em=16,71 cm

Abb. 21.1
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Flichengleiche Rechteckverwandlung mittels Scherung

Das Rechteck ABCD ist fldchengleich dem Parallelogramm A'BCD” und dieses
istflachenaleich dem Rechteck A”BCD". (Begrindung?)
Werziehe D7 und beohachte dahei die Grifie des Umfangs U™ won A'B™"CD"

ZDM 99/4

b"=4,12 cm
B
D
A W o
a a"'=413 cm
UII _'_,_:—'—'_'_'_'_'_'_'_'_.

(=343 ° !
E b o |
F=17,00 cm? F'=413 cm 4,12 em =17 00 cm® L
U=1926 cm U7=2{4 13 cr+d 12 crmj=16 49 crm 0 [

Abb. 21.2

3. Schlufibemerkungen

Die vorstehenden Methoden bilden nur eine Auswahl an
Methoden fiir den Gegenstand “Umfangs- und flachen-
gleiche Rechtecke”. So wurden die Ungleichung vom
arithmetischen und geometrischen Mittel und approxi-
mative Verfahren der flichengleichen Verwandlung eines
Rechtecks in das Quadrat (z.B. nach Heron) nicht einbe-
zogen. Die Verwendung der genannten Mittelungleichung
fiir unseren Unterrichtsgegenstand erachten wir aber als
weniger geeignet fiir die Sekundarstufe 1. Natiirlich fehlt
die generalisierende Behandlung des Themas fiir allge-
meinere Figuren als Rechtecke und die rdumliche Anal-
ogisierung z.B. zum Quader (Kantensumme, Oberfliche
und Volumen), wozu entsprechend 3D-Werkzeuge her-
anzuziehen wiren.

Neben die computerorientierten Methoden fiir die Geo-
metrie (Diagramm 2), etwa die Methoden der Dynami-
schen Geometrie, treten die traditionellen Papier- und
Bleistift-Methoden (z.B. die geometrische Konstruktions-
methode mit den Analogwerkzeugen Zirkel und Lineal)
sowie die materialen Methoden (materiale Konstruktions-
methoden oder Methoden anhand materialer Modelle,
z.B. eine gekniipfte Schnur als konstanter Umfang). Wir
sind hier nur teilweise auf das mogliche Zusammen-
spiel dieser unterschiedlichen medienorientierten bzw. me-
dienspezifischen Methoden eingegangen, um den Rah-
men dieser Arbeit nicht zu sprengen. — Fiir derartige

"Papier- u.
Bleistift-
Methoden,

"Computer-
Methoden”

"Materiale
Methoden”

Diagramm 2
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Schnittstellenprobleme gibt es wohl keine endgiiltigen
Losungen; auch fehlen noch entsprechende unterrichts-
praktische Evaluationsergebnisse.

Auf dhnliche Weise wie die hier durchgefiihrte Metho-
denvariation konnen auch andere Unterrichtsgegenstinde
fiir computerisierte Lernumgebungen aufbereitet werden.
In diesem Sinne versteht sich diese exemplarische Arbeit
als Diskussionsbeitrag zur Entwicklung eines computerin-
tegrierenden Curriculums fiir den Mathematikunterricht in
der Sekundarstufe I.
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