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ALGUNAS REFLEXIONES SOBRE EXTRAPOLACION DE PESOS

JAVIER DUOANDIKOETXEA

ABSTRACT. The extrapolation theorem for weights due to José L. Rubio de
Francia is a very useful tool in the study of weighted inequalities. In this paper
we present a proof for the A, classes which is simpler than the usually given
one and include some thoughts about the extension of this proof to a more
general setting.

1. INTRODUCCION DESDE EL RECUERDO

La primera vez que encontré a Chicho fue hace mucho tiempo, en Jarandilla
de la Vera, en 1982. M4és tarde, cuando tuvimos ocasién de conocernos mejor, me
empezé a parecer como un hermano mayor. Entre tanto, yo también habia pasado
a formar parte del pequefio grupo que tuvo la suerte de ser dirigido por José Luis
Rubio de Francia, al que él ya pertenecia, asi que lo de la hermandad hasta tenia
una base «cientifica».

Cuando ya no puede ser pienso que me hubiera gustado estar con él mas veces,
para escucharle hablar de esto y de lo otro, porque Chicho tenia muchas cosas
que contar. De vez en cuando habldbamos de las Canarias (y de la Caldera de
Taburiente), que yo nunca habia visitado. Coincidencias de la vida, murié mientras
yo visitaba Canarias por primera vez, y cuando vea la Caldera, habré ido a La
Palma para su homenaje. De matematicas, hablamos pocas veces, pero recuerdo que
alguna vez hablamos de pesos y el tema, tan ligado a José Luis Rubio de Francia y
su entorno, me parece muy apropiado para dedicarle unas paginas a Chicho.

A partir del resultado de Muckenhoupt ([12]) de principios de los setenta para el
operador maximal de Hardy-Littlewood, hubo cantidad de trabajos sobre desigual-
dades con peso: distintos operadores, caracterizaciones, propiedades, aplicaciones,
nuevas demostraciones, etc. Pero destacan dos resultados béasicos: factorizacién y
extrapolacién. El teorema de extrapolacién es un invento de José Luis Rubio de
Francia, un resultado precioso. Lo anuncié en [14] y aparecié completo en [15], con
una prueba no constructiva que utiliza desigualdades vectoriales. Después, J. Garcia-
Cuerva dio una demostracién constructiva sin pasar por la teorfa vectorial ([9]), que
es la manera en que ahora se presenta en la mayoria de sitios; B. Jawerth ([11])
extendié los resultados y J. L. Rubio los formulé en el marco de los reticulos de Ba-
nach ([16], [17]). Hay ademads otras formulaciones que dejaré sin mencionar. A pesar
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de todo, yo tengo la impresién de que la extrapolaciéon no ha sido bien aprovechada
(a lo mejor por eso no merecié mas que una nota en [20, pag. 223]).

Para el lector que no la conozca, me parece interesante reproducir la explicacién

que José Luis nos dejé en [16] de cémo llegd a este teorema:

Recientemente, B. Jawerth me preguntd, transmitiendo la curiosidad en este

sentido de otros investigadores en la teoria de desigualdades con peso, cémo

habia llegado a pensar en la posibilidad de un tal teorema de extrapolacién. Mi

respuesta fue que, pensando en términos abstractos (factorizacién de operadores,

etc.) y sabiendo que hay un operador lineal (e.g., la transformada de Hilbert)

que estd acotadaen LP(w) siy sélosiw € Ap (1 < p < o0), el teorema era obvio,

y de hecho, yo lo descubri durante un viaje en autobus sin necesidad de hacer

ninguin calculo, simplemente con la reflexién anterior. Dicha reflexién se basa en

que las propiedades de acotacién de un operador lineal se hallan contenidas en

las desigualdades en espacios L? con pesos que tal operador satisface.
(También Poincaré conté en Science et méthode cémo se le ocurrié la solucién a una
cuestion sobre funciones fuchsianas en la que llevaba tiempo trabajando al ir a subir
al autobus. Parece que en las campaiias oficiales a nadie se le ha ocurrido explotar
esta virtud del uso del transporte piiblico.)

En ([3], ejercicio 1, pdgina 43) propuse una organizacion de la prueba del teorema
de extrapolacién para pesos A, que requiere menos trabajo conceptual y es la que
aparece en [5] a sugerencia de D. Cruz-Uribe (traductor al inglés y colaborador en la
revisién y puesta al dia), en lugar del resultado sin pesos que aparecia en el original
en castellano.

En este articulo presento en primer lugar esa demostracién y discuto después su
adaptacién a otros operadores maximales. Creo que se ven claramente cudles son
los elementos esenciales que intervienen en un teorema de este tipo.

2. EXTRAPOLACION PARA LAS CLASES A,

Comienzo recordando definiciones posiblemente familiares para los lectores. La
funcién maximal de Hardy-Littlewood es el promedio de la funcién sobre cubos que
contienen al punto, es decir,

M) = sup o [ 1) d
TEQ |Q| Q

donde @ es un cubo. Se trata de estudiar los espacios de medida LP(u) en los que
el operador estd acotado o satisface una desigualdad de tipo débil. B. Muckenhoupt
demostré en [12] que si M es de tipo débil (p,p) con respecto a una medida p (por
tanto, también si es fuerte), ésta tiene que ser absolutamente continua con respecto
a la medida de Lebesgue asi que podemos limitarnos a hablar de su densidad w y
escribiremos LP(w) el espacio de medida correspondiente.

Se dice que una funcién localmente integrable w estd en la clase A, paral <p <

00 si ) ) -
sgp(@/cgw><@/cgw1p> < 00

Muw(z) < Cw(z) c.t.p.

y estd en Ay si
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Teorema 1 ([12]). La condicidon necesaria y suficiente para que M esté acotado
en LP(w) sip > 1, o para que sea de tipo débil (p,p) con respecto al peso w si
1<p<oo, es que w esté en A,.

La demostracién de este teorema, asi como las propiedades de las clases A, se
puede encontrar en los libros mencionados en la bibliografia ([5], [10], [20]). Enuncio
a continuacién las propiedades que usaremos en la prueba del teorema de extrapo-
lacién.

Teorema 2 (Propiedades de los pesos Ap).
1. A, C A4, 1<qg<p.
w e A, siy slosiw' P € Ay
Si wo, w1 € A1, entonces wowifp € A,.
Siwe Ay, 1<p< oo, eriste e > 0 tal que wlTe € A,.
Siw € A,, existe ¢ < p tal que w € A,.
6. Si Mu(x) es finito en casi todo punto, (Mu)® € Ay para todo 0 < s < 1.

GU N

Las tres primeras propiedades son féciles de verificar. La cuarta y la quinta se
obtienen de un resultado dificil, la desigualdad de Holder al revés, que satisfacen los
pesos Ap; la sexta se puede probar directamente (véanse las referencias citadas).

Es interesante notar que la tercera propiedad es, en realidad, una caracterizacién
(teorema de factorizacidn). Pero mientras la parte enunciada se deduce inmediata-
mente de las definiciones, la reciproca es mas dificil de probar.

Veamos a continuacién el teorema de extrapolacién de José Luis Rubio de Francia
para las clases A,.

Teorema 3 (Extrapolacién). Sea T un operador acotado en L™ (w) para algin r > 1
y para todo peso w € A, (con cota que sdlo depende de la constante A, de w),
entonces T' estd acotado en LP(w) para todo w € A,, 1 < p < 0.

Demostracion. (1) Probamos primero que si 1 < ¢ < r y w € A, entonces T
estd acotado en LI(w). Sea f € LY9(w) y V = M f. Por el teorema de Muckenhoupt
V es finito en casi todo punto, luego por el apartado 6 del teorema 2, V(7=9)/(r=1)
estd en Ap, puesto que r — g < r — 1, y por la propiedad 3, wV?™" estd en A,. Por
tanto,

/ |Tf|qw:/ |Tf|qV*(T*q)q/TV(T*q)Q/Tw

q/r (r—q)/r
<</ |Tf|TquT> (/ qu>
q/r (r—q)/r
<c(/ IfITquT> (/ Iflqw>
n R”L

<C | f]7w;

R”L
donde la segunda desigualdad se deduce de la hipétesis sobre T y del teorema de
Muckenhoupt, y la tercera desigualdad de |f(z)| < V(x) en casi todo punto y
g — 1 <0, de modo que V(x)?" < |f(x)|?" en casi todo punto.



258 JAVIER DUOANDIKOETXEA

(2) Mostramos ahora que si 1 < p < coy ¢ es tal que 1 < ¢ < min(p,r), T
estd acotado en LP(w) para w € A,/q. El teorema 3 se deducira de la propiedad 5
del teorema 2.

Fijemos w € A, /4; por dualidad existe u € L(p/qy(w) de norma 1 tal que

([ iwsrw) " IR

Para s > 1, wu < M((wu)®)'/* y M((wu)*)*/* € A;. Por tanto, utilizando la
primera parte de la prueba

[ o< [ ran s

<O [ f1OM ((wu)*) Ve
R

—-C | f|%w?P M ((wu)®)/ Sw=9/P
R’!L

a/p , N V(e/a)
<C (/ |f|pw> ( M ((wu)®)P/D) /391 = (P/) ) .
n R’!L

Como w € A/, por la propiedad 2, wl=P/9)" ¢ A(p/q)y - Si ahora tomamos s sufi-

cientemente cercano a 1, w9 ¢ A(p/q) /s Por la propiedad 5. Por el teorema 1,
la segunda integral se acota por

C (wu) P/ =/ = ¢
R’!L
Esto termina la prueba. O

La ventaja de esta prueba estd en que es mas facil bajar en el indice si sélo
pedimos pesos A; y para subir utilizamos el resultado que se prueba en la primera
parte y no la hipétesis directamente.

Si s > 1, sin mas que escoger V = (Mf5)1/5 en la primera parte de la prueba
podemos obtener una variante del teorema anterior.

Teorema 4. Sea T' un operador acotado en L™ (w) para todo peso w € A,/ (con
cota que solo depende de la constante del peso w), entonces T estd acotado en LP (w)
para todo w € A, /s, s < p < 0.

Para dar otra variante necesitamos unas definiciones. Sea A > 1, diremos que
wéA;‘ para 1 < p < oo si

1 ’ ’ ()‘/7 )/)‘/ 1 ’ -1
sup(—/ w/ *p)) : (—/ w!™P )p < o0,
Q M@l Jg Q[ Jo

y diremos que w € A} si M(w*)(x) < Cw*(z) c.t.p. El siguiente teorema, que
aparece en [18], se prueba como antes.

Teorema 5. Sea 1 <r < X y T un operador acotado en L"(w) para todo w € A}
(con constante que sélo depende de la constante del peso). Entonces, T' estd acotado
en LP(w) para todo w € A} y todo p € (1, X).
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3. EXTENSION A OTROS OPERADORES

Si analizamos la prueba veremos que estamos utilizando varios elementos que son
exclusivos de la funcién maximal de Hardy-Littlewood, lo que parece restringir su
uso con otros operadores.

3.1. Sobre la primera parte de la prueba. Para f € LP(w) basta con tener
V € LP(w) que cumpla

|f(x)] < V(z) ct.p., MV (z) < CV(z) ct.p., ||V]

pw < Clf|

(En realidad, V' = M f no cumple la segunda condicién si no se eleva a una potencia
menor que uno.) Para construir una funcién V' con estas propiedades no necesitamos
tener expresamente el operador maximal de Hardy-Littlewood, cualquier operador
positivo acotado en LP(w) sirve igual aplicando lo que se ha dado en llamar algoritmo
de Rubio de Francia (terminologia introducida por S. Bloom en [1]), es decir,

pb,w -

o0
V(z)=) N *M"f(),
k=0
donde N es el doble de la norma de M en LP(w) y M* es el operador obtenido al
iterar k veces M.

También usamos la parte facil de la factorizacién, es decir, wow] ? € A,. Esta in-
clusién se comprueba inmediatamente a partir de la condicién A, de Muckenhoupt.
(Podriamos conseguirla sin ella? En realidad, usamos algo menos, wow; * € A,
para algtin s > 1, y esto es facil de probar por interpolacién. Observemos primero
que es ficil de probar que M estd acotado en LP(w) si w € Ay (véase, por ejem-
plo, [5, teorema 2.16], [10, teorema 2.12]). Entonces, el operador f — wy ' M (w; f)
estd acotado en L°(wow?) para wg € Ay y en L™ (wow}), asi que basta interpolar y
escribir el resultado en LP. Para repetir este argumento con otro operador positivo
sblo necesitamos que esté acotado para pesos de tipo Aj.

3.2. Sobre la segunda parte de la prueba. La eleccion del peso A; que mayore
a uw la podemos hacer igualmente con el algoritmo de Rubio de Francia mencionado.
Ademiés, estamos utilizando las propiedades de dualidad y la desigualdad de Holder
inversa para recuperar la clase A,.

Si consideramos B, = {w : w12 ¢ A, para algin s > 1}, la prueba funciona
directamente con esta clase de pesos. Sélo utilizamos las propiedades de las clases
A, para asegurarnos de que este conjunto coincide con A,, de modo que a falta de
éstas para otro operador distinto del maximal de Hardy-Littlewood, el teorema de
extrapolacién dard el resultado en la clase B,,.

3.3. Intervienen dos operadores. Sea S un operador lineal y positivo y S*
su adjunto. S estd acotado en L'(w) si y s6lo si S*w < Cw en casi todo punto
y estd acotado en LP(w) si y s6lo si S* estd acotado en LP (w'~?). Ademas, un
argumento como el de mas arriba prueba que estd acotado en LP (wow} “PYsi S*wy <
Cwg y Sw; < Cwy en casi todo punto. Tenemos los ingredientes para enunciar y
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probar un teorema de extrapolacién analogo al teorema 3. Lo que me interesa resaltar
con este ejemplo es que intervienen dos operadores si S no es autoadjunto.

3.4. Otro enunciado para el teorema de extrapolacién. Dado un operador
M que es un supremo de operadores lineales positivos, llamamos M™ al supremo
de su adjuntos y definimos

Wi(M) ={w: M*w <w ct.p.}
y,sil <p<oo,
Wy (M) = {w : M esta acotado en LP(w)} .

(Si M es lineal, las dos definiciones coinciden para p = 1; para la funcién maximal de
Hardy-Littlewood los operadores M y M* coinciden.) Diremos que M es admisible
si Wi (M) C Wp(M) para todo p > 1. Definimos también

By(M) ={w: w7 ¢ W, (M™) para algin s > 1}
= [J{w" /5w e Wy (M)}

s>1
Teniendo en cuenta las observaciones previas, la prueba del teorema de extrapolacion
se puede copiar para probar el siguiente teorema.

Teorema 6. Sea M un operador admisible. Si T estd acotado en L™ (wowi™ ") para
todo 1 < s < r y todos los pesos wyg € Wi (M) y wi € Wi (M*) (con cota que solo
depende de las constantes de la condicion W1 y de s), entonces T' estd acotado en
LP(w) para todo w € Bp(M) y todo 1 < p < o0.

Definicién.
1. Diremos que M no tiene pesos extremales si para todo p y todo w € Wy, (M)
existe s > 1 tal que w® € W,(M).
2. Diremos que M tiene la propiedad de dualidad si Wy (M*) = {w' 7 :w €
Wy(M)}.

Cuando M tiene estas dos propiedades se tiene B, (M) = W, (M) y la conclusién
del teorema es que T estd acotado en LP(w) para todo w € Wy (M).

4. ALGUNOS EJEMPLOS

Si tomamos como M el operador maximal fuerte definido como el supremo de
los promedios sobre todos los rectangulos de R™ de lados paralelos a los ejes (que
coincide con M*), todo funciona como en el caso de la funcién maximal de Hardy-
Littlewood porque no tiene pesos extremales y cumple la propiedad de dualidad. Del
mismo modo podriamos considerar otros operadores maximales de los que aparecen
en [11].

Si escogemos como M el operador maximal de Hardy-Littlewood a la derecha en
R, M* es el operador maximal de Hardy-Littlewood a la izquierda. Sus pesos se
estudian en [19]; el teorema 6 se aplica y como M tiene las propiedades de dualidad
y no existencia de pesos extremales, la conclusién vale con W,(M).
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Sea Q una funcién no negativa e integrable en la esfera unidad S™~!. Definimos
la funcién maximal

Mof(e)=swp o= [ QW) |-yl dy,
R>0 ly|<R

donde i = |y|~'y. El supremo de los adjuntos es Mg con Q(y) = Q(—y). En [22] se
prueba, siguiendo el método de [15], que si Q € L4(S"~!) para algtin ¢ > 1, los pesos
no extremales de M = Mg + M (donde M es el operador de Hardy-Littlewood)
se pueden extrapolar. Como esos pesos no extremales se pueden factorizar y tienen
una propiedad de dualidad, el teorema 6 también vale (la hipdtesis se cumple con
wp no extremal, pero eso es suficiente).

El operador Mg entra dentro de una familia de operadores maximales (algunos
también considerados en [22]) para los que en [4] se describen clases de pesos a los
que se puede aplicar el teorema 6. Mencionaremos entre ellos el operador maximal
esférico diddico (supremo de promedios sobre esferas de radios diddicos) para el que
en [7] se prueba que tiene pesos extremales y ademds no cumple la propiedad de
dualidad.

El teorema de extrapolacién se puede aplicar para obtener desigualdades con peso
para operadores integrales singulares de tipo homogéneo con nticleo no regular, a
partir de los resultados para p = 2. La ventaja de la extrapolacion y de considerar las
clases asociadas a M es clara cuando se compara con resultados parciales anteriores
([2], [21]). Lo mismo se puede decir para las funciones cuadraticas de [8]; en [6]
obtenemos mejores resultados con menos trabajo.

5.  OTRAS OBSERVACIONES

5.1. Dos pesos. Sirepasamos la segunda parte de la prueba del teorema 3 com-
probaremos que podemos deducir resultados con dos pesos, a partir de resultados
con un peso. Diremos que el par (u,v) € Sp si M estd acotado de LP(v) en LP(u).

Teorema 7. Sea T un operador acotado en L"(w) para algin r > 1 y para todo
peso w € A, (con cota que sdlo depende de la constante A, de w); entonces, si
1 <p<oc, T estd acotado de LP(v) en LP(u) siempre que (v0—2) ws(1-9)) e 5,
para algin s > 1.

Ahora no podemos evitar la potencia s > 1 como en el teorema 3 original, porque
la propiedad 4 del teorema 2 no se cumple para pares de pesos distintos. Se puede
ver que los pesos de la conclusién coinciden con los pesos no extremales de Sp.

No debe extranar la conclusién con dos pesos partiendo de desigualdades con
un peso, porque para pesos no extremales se puede incluir un peso de la clase A,
entre ellos ([13]); con este resultado, el teorema 7 también es consecuencia directa
del teorema original.

5.2. Operadores mas singulares. Las hipétesis del teorema 6 no requieren que
el operador maximal M esté acotado en los espacios para los que el operador T' debe
estarlo; esto puede parecer una observacion initil pero, como en otras situaciones, el
operador maximal esférico sirve para aclarar las ideas. Este operador no esta acotado
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sip < n/(n—1) ni siquiera para w = 1y, claramente, 1 € W; (M) (ahora M = M*).
Por tanto, no es admisible en el sentido definido més arriba. Sin embargo, hay
algunos resultados posibles.

Recientemente, en [6] mostramos que cierta funcién cuadratica singular estd aco-
tada en L?((wowy *)'/*) para pesos wg,w; € Wi (M) y s > 1, lo que es suficiente
para aplicar la primera parte de la prueba del teorema de extrapolacién; la conclu-
sién es que un operador que satisfaga esa propiedad estd acotado en L (wl/ ), para
p<2ys>1siwe W (M)yademdsw € Wy/2_,)(M). Debido a las restricciones
impuestas por la funcién maximal esférica, esta iltima condicién no se cumple para
cualquier p ni siquiera si w = 1, en cuyo caso vale si p/(2 —p) > n/(n — 1), o sea,
2n/(2n—1) < p < 2; para estos valores de p también valen los pesos w(x) = |z|* con
1—n < a <0 (véase [7]). De modo que salen desigualdades con peso para indices
p para los que la funcién maximal esférica no estd acotada. También se pueden dar
resultados para p > 2.

Al hilo de este ejemplo me gustaria mencionar una cuestién que encuentro in-
teresante por si misma: jes cierta la inclusién Wy (M) C Wp,(M) para el operador
maximal esférico cuando p > n/(n — 1), al menos para los pesos no extremales de
Wi (M)? Si la respuesta es afirmativa, 2n/(2n — 1) < p <2y w® € Wi (M) para
s > 1 son las uinicas condiciones en el resultado del péarrafo anterior.

5.3. Desigualdades débiles. En la hipdtesis del teorema 3 se pueden reemplazar
las acotaciones fuertes por acotaciones débiles (en la conclusién resultan acotaciones
fuertes). La prueba que presentamos también funciona en este caso y, de hecho, basta
con modificar la primera parte. Definimos Ey = {z : |T'f(x)| > A\} y sea w € A;.

Entonces
a/r (r—a)/r
w(Ey) ::/ w < (/ quT> (/ qu>
E> E> n

y la eleccién de V' es como arriba. Ahora, T satisface desigualdades débiles para el
peso w € Aj sil < ¢ < r; del teorema de interpolacién de Marcinkiewicz se deducen
las desigualdades fuertes para pesos Aj.
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