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1. a) Beh.:
∫ 1
0

(
1

sinx −
1
x

)
dx konvergiert.

sinx = x− x3

3! +O(x5)(x→ 0)

⇒ 1

sinx
− 1

x
=
x− sinx

x sinx
=
x3/3! +O(x5)

x2 +O(x4)
(x→ 0)

⇒ ∃A, 0 < A < 1, sodass∣∣∣∣ 1

sinx
− 1

x

∣∣∣∣ ≤ 2 · x
3/3!

x2
=
x

3
∀0 < x < A.

Die Behauptung folgt aus
∫ A
0

x
3dx <∞.

b) Beh.:
∫ 1
π
0 sin

(
1
x

)
dx konvergiert.∣∣∣∣∣

∫ 1
π

0
sin

(
1

x

)
dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

π

0

∣∣∣∣sin(1

x

)∣∣∣∣dx ≤ ∫ 1
π

0
dx =

1

π
.

c) Beh.:
∫∞
1

√
x+1−

√
x−1

x dx konvergiert.
√

1 + z = 1 + 1
2z +O(z2)(z → 0)

Deshalb gilt für x→∞:
√
x+1−

√
x−1

x = 1√
x

(√
1 + 1

x −
√

1− 1
x

)
= 1√

x

(
1 + 1

2x − (1− 1
2x) +O( 1

x2
)
)

= 1
x3/2

+O( 1
x5/2

).

⇒ ∃A > 1 so, dass
√
x+1−

√
x−1

x ≤ 2
x3/2
∀x ≥ A und die Behauptung folgt aus∫∞

A
2

x3/2
dx <∞.

d) Beh.:
∫∞
0

dx
x(lnx)2

ist divergent.∫∞
0

dx
x(lnx)2

=

∫ ∞
−∞

dt

t2︸ ︷︷ ︸
divergent

mit der Substitution t = lnx.

1 Bitte wenden!



2. Die absolute Konvergenz folgt sofort aus∫ ∞
1

∣∣∣∣sinxxs
∣∣∣∣dx < ∫ ∞

1

dx

xs
<∞ für s > 1.

Durch partielle Integration erhält man∣∣∣∣∫ ∞
1

sinx

xs
dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣[−x−s cosx
]∞
1

∣∣+∫ ∞
1

∣∣∣∣x−s−1−s
cosx

∣∣∣∣ dx ≤ 1+
1

s

∫
dx

xs+1
<∞ für s > 0.

3. Da x0 > 0, darf man die Variablen separieren:

ẋ = t x1+α ⇒ dx

x1+α
= t dt ⇒ −x

−α

α
=
t2

2
+ c

⇓ (x(0) = x0)

x(t) =
1

α

√
x−α0 − α t2

2

= α

√
2xα0

2− αxα0 t2

4. Gegeben ist die Differentialgleichung

y′′(r)− 4

r
y′(r) +

6

r2
y(r) = r5, r > 0 .

Lösung der homogenen Gleichung:

Euler–Ansatz : y(r) = rα

⇒ Index–Polynom : α(α− 1)− 4α+ 6 = 0

⇒ α1 = 2, α2 = 3 .

Allgemeine Lösung des homogenen Problems:

yh(r) = C1 r
2 + C2 r

3.

Partikuläre Lösung:

Ansatz : y(r) = C rα

⇒ C(α(α− 1)− 4α+ 6) rα−2 = r5

Wählen wir α = 7, dann folgt:

C (42− 28 + 6) = 1 ⇒ C =
1

20

Insgesamt lautet die allgemeine Lösung:

y(r) =
1

20
r7 + C1 r

2 + C2 r
3︸ ︷︷ ︸

(musste in Aufgabe
nicht bestimmt werden)

.

2 Siehe nächstes Blatt!



5. a) Offenbar ist yp(t) ≡ 1 eine Lösung der Gleichung.

b) Setzen wir den Ansatz in die Differentialgleichung ein, so erhalten wir

− u̇

u2
=

(
1 +

1

u

)·
= (2t− 1)(1 +

1

u
) + (1− t)(1 +

1

u
)2 − t

und somit

u̇ = −(2t− 1)u(u+ 1)− (1− t)(u+ 1)2 + tu2 = −u+ t− 1

Die allgemeine Lösung dieser linearen inhomogenen Differentialgleichung ist

u(t) = ce−t + t− 2

Somit ist die allgemeine Lösung der ursprünglichen Gleichung:

y(t) = 1 +
1

ce−t + t− 2

6. Welche der folgenden Differentialgleichungen ist linear?

© (y′ − 2)2 = y

√
© y′′+ y′

1− x2
+

y

1 + x
=

1

x2

© y′ =
2xy

x2 − y2

© y′′ + y′ + y2 = 0

© y = xy′ + (y′)2
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