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1. Betrachten wir die Funktion

so finden wir fiir die Ableitung

1 1 1 ; 3
|f(z)] =1 cos — — 2zsin —| e S < % <1, z€(0,1],
T T
und o
1 e” ¥y — 1 1 1
0)= — lim e "% = " Jim asin— = 0.
70 = 15 limy x 10 amywsin g =10

Da auferdem f([0,1]) C [0,1] ist, ist f : [0,1] — [0, 1] eine Kontraktion und besitzt
somit nach dem Banach’schen Fixpunktsatz genau einen Fixpunkt x = f(x). Da weder
x = 0 noch = = 1 diese Gleichung l6sen, liegt die Losung im offenen Intervall (0, 1).

. Sei a :=2C

|f(tu)| < Clullog(1 + [u?) = |u] |f(t, )] < a4 10g(1 + [uf?).

=|al

Benutze Cauchy-Schwarz: |ul - i > u- 4. = $log(1+ |uf?) = 13‘15'2 < alog(1+ |ul?).

= Gf(t) < af(t) mit f(2) = log(1 + |u(t)]*) = f(t) < f(0)e* d.h. log(1 + |uf?) <
e®log(1 + |ug|?). Aus Satz 3.3.1 (entweder Tinax = oo oder |u(t)] — oo(t = Tiax) )
folgt also Thax = 00.

Beachte: & |u(t)|? = 2u(t) - u(t) (Skalarprodukt!)

. Man betrachtet zuerst den Fall (z,y) # (0,0): die Funktion ist offensichtlich differen-
zierbar, da sie die Zusammensetzung von differenzierbaren Funktionen ist. Man kann
sdmtliche partiellen Ableitungen berechnen:

of o [ xy y* —a® Ty

a5 — (1 :

O (x,y, Z) y( +z ) |:bln<x2 + y2 +zy ($2 4 y2)2 cos 72 + y2 ’
of o [ . Ty a? —y? Ty

“J — 2(1 _ g

8y (ac,y, Z) IB( +z ) |:Sll’l<x2 + y2 +zy (.’1?2 4 y2)2 cos T2 + y2 ’

g(m z) = 2xyzsin S
A 22 +y2 )"
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Falls (z,y) = (0,0), dann bekommt man

g(o, O’ Z) — lim f(t7 07 Z) - f(O, O’ Z) _ O’

Ox t—0 t

g(o’oj 2) = lim f(0,t,2z) — £(0,0, 2) 0

ay t—0 t

g(0,0,z) _ i £00.248) ~ £(0,0,2) _
aZ t—0 t

Die Gestalt von den partiellen Ableitungen in R? \ {(0,0)} zeigt, dass sie dort stetig
sind; um die Differenzierbarkeit von f in ganz R? zu zeigen, geniigt es zu verifizieren,
dass sdmtliche partielle Ableitungen in (z,y) = (0,0) stetig sind. Man betrachte e.g.
die partielle Ableitung bzgl. x; in zylindrischen Koordinaten kann man schreiben

r=rcos¢, y=rsing, z=2z recR" ¢el0,2n),
woraus
of o . . .
%(x, y,2z) = r(1 + z%)sin ¢ [sin(cos ¢ sin ¢)+
sin ¢ cos ¢(sin? ¢ — cos? ) cos(sin ¢ cos gb)] .

Falls (x,y) gegen (0,0) strebt, dann strebt r gegen 0, unabhingig vom Winkel ¢:
deshalb strebt die partielle Ableitung von f bzgl. x gegen 0, falls (z,y) gegen (0,0)
strebt. Ahnliche Berechnungen zeigen, dass auch die restlichen partiellen Ableitungen
gegen 0 streben, falls (z,y) gegen (0,0) strebt, woraus die Behauptung folgt.

. Da die Funktion f differenzierbar ist, so gilt

d . , B
g1/ (€@)li=0 = (df (2), ).

Auf der anderen Seite gilt

d

SHE) im0 = e f @0 = @] (),

woraus die Behauptung folgt.

. Betrachten Sie die Funktion f: R? — R erklirt durch die Vorschrift

(5.9) {wyﬁ fiir (z,9) # (0,0),

0 sonst.

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?
(O  f ist im Punkt (0,0) nicht partiell differenzierbar.

(O f ist zweimal stetig partiell differenzierbar.
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8182f(07 O) 7é 6281f(0a 0)

f ist nicht stetig.

Berechnen Sie die ersten und zweiten partiellen Ableitungen an dem Punkt (0,0). Dann folgt

b)

91021(0,0) =1 # —1 = 0201 f(0,0).

M = {ue CO0, TR™)| sup |u(t) - ug| < ro}
0<t<T

ro und L = L(rp) sind so, dass
u,v € Bry(ug) = [f(t,u) — f(t,v)| < Llu — |Vt
®: M — M, falls T < c5'rg (*), wobei

co = Lro+ sup |f(t,uo)l
0<t<T

® ist 3-kontrahierend, falls T < 5= (**).

In dlesem Fall: f(t,u) = u? f(t u) =1 = co = Lrog+ 1 und (*) sagt:

T < g Lipschitz-Bed.: w,v € By (ug) = u? — 0% = |(u+v)(u—v)| <

(Ju| + \’U!)|u —v| < 2(1+7)|u—v|]. Einsetzten in (*) und (**) liefert: T <
%z—’

— R 1 : . .
Lr20+1 = 2T0(1TTO)+1’ T < TR Die Wahl T' < 4T0(1fT0)+1 < 1 erfiillt die
beiden Bedingungen. 79 > 0 ist frei wihlbar, aber T ist maximal (= 1/8) fiir
ro = 1/2.

Beh.: (1+t+-+t")2 =37 _o(k+1)tF + 35" 1 2n—k+1)tF n>0).

Bew. (Induktion) n =0: 1= 1(die zweite Summe ist leer)

n — n+l: (1+t4-- +t"+t"+1)2 = (L4+t4- - ") 24 2(1 4t 4 - -ttt g2n+2 =

Sor_o(k+ 1)tF + 300 (20— ko 1)tF 4 20+ 4t g2ty g2t o

> h—o(k+ 1)t’f + (A2t 30 (20 — k4 1)tF o 2tF) 4 2020 4 g2nt2 =

ik +1)th + 02 2(n+ 1) —k+ DR, o

Beh. u(™(t) = 14+t +--- + 1" + ¢u(t) fiir ein Polynom ¢, das sich als g, (t) =

t"1p,(t) schrieben lisst.

Bew. (Induktion) n =0: uO(t) =1, n=1:uM(t)=1+t¢

n — n + 1: Hier sind u(”+1)(t) =1+ fot u(”)(T)ZdT =1+ fot(l + T4+
2T = 14 [ (LA T4+ 72+ 205 (1) - (L T+ -+ T7) + gu(7)?) dT =

t 2n
1+/ Z(k—f—l)deT-f—/ ( Z (2n—k+1)7'k—i—2qn(7-).(1_|_7—_|_.._ Tn)+qn(7)2> dr
0 =0 0 k=n-+1
=t+t2:~+t"+1 — g (1)

Sei d,, := Grad(q,). Die Definition von ¢,4+1 aus ¢, zeigt:
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ed,>n+1 (n>2)
e dypt1 <2d,+1und deshalb d, <2" -1 (n>2)

e alle Koeffizienten von ¢, liegen zwischen 0 und 1. (Nachpriifen!) = ¢, (t) =
2" —n—2

N Ut 0<a” < 1vkn. o
N R
=pn(t)

Fiir 0 <t < T gilt p,(t) < Yo t* = 12

Seiu(t) =& =1+t+t2+-- +t"+--- (0<t<T). Danngilt fiir 0 <t < T:

1-t
|u(n)() ()|: tn+1 ()—t"+1—t”+2—~--f§tn+1(pn(t)—|—1—|—t—|—t2+---)§
gl 2 <2 500 (n— 00). (FFF)

c) Solange T < 1 ist die Konvergenz (***) glm. auf [0,7] (geometrische Reihe)



