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Losung Serie 7

1. Suche f so, dass Vf = v.

a) 9L(w,y,2) =22 = fla,y,2) =2 +9(y,2) = 5L =322+ 3 (y,2) =
30%y? + 20y = g(y,2) = y¥Pr + h(z) = YL(z,y,2) =P +1(2) =y =
h(z) =c = f(z,y,2) = 2%y +y%2
— [ v-dF=f(1,2,1) - (0,0,0) = 12.

b) SL(z,y,2) = 24>+ 22)+1 = f(x,y,2) = %1‘2(:1/2 +2)+g(y,2) + =
Ly, 2) = 2y + §i(y.2) = sy +y2* = g(y.2) = P22+ h(z) =
% =222+ y’2+ W (2) =222+ Y% -1 = h(z) = —2+c = f(x,9,2) =
a2 + 2222 44222 — 242

— fvv.dg‘: £(1,2,1) = £(0,0,0) = .

Q| Q|
‘*ﬁ& ‘\

c) v ist nicht konservativ.

3+t 3t2
Jov-ds= [jo(y@®)coty(t)dt = [y | #4242t || 241 |dt= fy3t5+
3+t 1

2t + 7t3 4 512 4 3tdt = 3.

2. Die Abbildung p: Q — Q ist C. Sie ist bei 4; € Q lokal C''-Diffeomorphismus genau
dann wenn dp(A;) invertierbar ist. Notation: = € M, xn(R).

a) dp(A) - = = Zle A== AR Dann ist dp(A;) = dp(0) = 0 nicht invertierbar
aber dp(As2) = dp(1) = kid. ist invertierbar.

b) dp(A)-E=EA+ A=, mit == (2}) ist dp(A1) - = (3 %), d.h. dp(A4;) nicht

invertierbar.
c)
d =
dp(A) - E=Zet+ (1+4)—| e 4E
p(A) e+ A+ A)T| e
(Vorsicht: fiir Matrizen A und B muss nicht ede? = e4*B gelten.) Es ist

dp(A1) = 0 nicht invertierbar aber dp(As) = —e~!id. invertierbar.

1 Bitte wenden!



3.

4.

Sei g : R* — R? gegben mit

e"sin(x? —y? +1x) — €
e cos(z2 + y2) — 1 — 7

9(z,y,&m) = (

10 -1 0

) hat Rang 2 (also maxi-
mal).

8(z,y)g(0707070) = < (1) (1) > ist invertierbar.

Aus dem impliziten Funktionentheorem folgt: 3 Umgebung U,V von 0 € R? und
h € CYU,V) so, dass g(x,y,£,m) = 0 V(&,n) € U, (x,y) € V #quivalent ist mit

x=h"(&,mn),y=h*&n), (& n) €U, (z,y) V.

Wiihle £ > 0 klein, so dass B z(0,0) C U.

a) ¢(0,0) = 0 und 9yg(z,y) = 1 + 2% + 3y*> > 0Vz,y (insbesondere 9,g(0,0) > 0).
Aus dem impliziten Funktionentheorem folgt, dass Umgebungen U von 0 € R und
W von 0 € R? existieren, so dass

g HO} N W = {(z, h(x))]z € U}

fiir eine C1(U)-Funktion k. D.h. lokal um 0 lassen sich die Losungen von g(z,y) =
0 als Graph schreiben.

b) Fiir z € U gilt g(z, h(z)) = 0 und deshalb SLg(z,h(z)) = 0. Also %(w,h(w)) +
%9 (0, h(x))! () = 0

gy — s @h@) _ —(1+20h(z) 1) =
= h'(z) = gg(x,h(x)) = T a2+ 3h(2)? insbesondere: h'(0) = —1

c) Folglich 16st h(t),t > 0 das folgende AWP Problem in einer Umgebung von ¢ = 0:

-1 —2tu
T 0) =0
w=b) = e O

uf(t,u) < pimer < ul <1+ |u|?. Aus dem Satz VII.3.4.2 (Fortseztbarkeit von
Losungen) folgt h(t) lisst sich auf ¢ € [0, oo[ fortsetzen. = (siche b) riickwiirts)
g(x,h(x)) = 0Vx € R. (*)

Bem.: FEigentlich haben wir A(z) nur auf [0,00[ erweitert. Da aber g(x,y) =
—g(—z,—y) Vz,y € R kénnen wir h(—zx) := —h(z) Va > 0 definieren, so dass
g(x,h(x)) = 0 auf ganz R folgt.

d) Aus (*) folgt direkt: ¢g=1(0) = {(z, h(x))|x € R}.

2 Siehe nichstes Blatt!



X

. ™2
f:R* =R, (m,y)l—>1+x2+y2.

1— 22492 —2zy
F@y) = (e rge Gra+ 22
{1—362—1—3/2—0 und}
22y =0
< =41 und y=0.

) = (0,0)

Hesse-Matrix

1 [ —2zu? — (1 — 22 +vy3) - 2u-2x —2yu? + 2zy - 2u - 2x
Hy(z,y) = < ( v) Y Y 7

ut —2yu? + 2zy - 2u - 2z —2zu® 4 2xy - 2u - 2y
wobei u := 1 + 22 4 ¢
1
F5 0
= H(£1,0) = 2
7L < 0 F3 >
= (1,0) ist ein lokales Maximum, (—1,0) lokales Minimum.

a) Nebenbedingung: g(z,y) = 0, wobei g(z,y) := #?+22—1. Lagrange-Gleichungen:
2z —1=\-2z,4y = X-2y und 2% +¢% = 1.

Fall1: y =0 = z = +1

Fall2: y #0 = A\=2 = z=—-1/2 = y=+3/2

f(=1/2,4£/3/2) = 9/4 ist das Maximum und f(1,0) = 0 das Minimum (f(—1,2) =
2).

b) Fiir ein Extremum auf {(z,y)|x? + y? < 1} ist es notwendig, dass df(z,y) =
(2x — 1,4y) = (0,0) = (1/2,0) ist ein weiterer Kandidat. f(1/2,0) = —1/4 ist
also das Minimum (Maximum wie bei a) ).

. Kandidaten fiir Extrema sind gegeben durch Punkte (x,y,2) mit Rang(jz;g’z’zg) <

2 und die Punkte (z,y,z) mit Rang(gg;g’zg) = 2, die Losungen der Lagrange-
Gleichungen sind.

dgi(z,y, z) = (2z,2y,2z2),dga2(z,y, 2) = (4, 2y, 0) sind genau im Punkt Py := (0,+£1,0)
kolinear.

Lagrange-Gleichungen:

322 = N2z 4 p-da (1)

1 = XN 2y+pu-2y (2)

322 = X2z (3)
P24yt =1 (4)
207 +y? = 1 (5)

3 Bitte wenden!



Fall 1: 2 =0. (4),(5) = 2 =0 und y = +1. Es sind die Punkte Py.

Fall 2: z # 0.

e x=0. ()) = y==%1und (4) = z=0. Widerspruch zu z # 0.
e y = 0 ist unmdglich wegen (2).

Seien also  # 0,y # 0,z # 0. (1),(2) = X = % und p = 3xyy L Einsetzen
von z = 2/3X (aus (3)) in (4),(5) ergibt: 2% + 3% + (%) =1,222+9° =1 =

2
2= % :>:E—:|:23xy:>yzi.Einsetzenin(5):2x2+9%:1:
182% — 922 + 1 = (322 — 1)(62% — 1) = 0. Entweder:

X

iT = y = :i:% = z = :I:% (aus A = +v/3/2). D.h. Qi =
if(l 1,1)
oder:
o = i% - y = i% = 2z = i% (aus A = +£1,/3/2). D.h. Ry =
i%(l,Q,l).

f(Py)==1, f(Qx) = :I:%, f(Ry) = :I:Z:? Also ist Py das Max. und P_ das Min.

. Untersuchen Sie die Aussagen: Die Jacobi-Determinante der Funktion f : R? {(8)} — R?

(z) — (zZ;;) ist gleich 4(2? +y?) und somit strikt positiv; folglich ist f invertierbar.

(O Alle diese Aussagen sind korrekt.

(O Die Funktionaldeterminante hat einen anderen Wert.
(O Die Funktionaldeterminante ist nicht iiberall positiv.
(O Die Funktion f ist nur lokal umkehrbar.

20 —2y
2y  2x
Determinante ist gleich 4(2? + »?) und somit strikt positiv fiir alle (;) #+ (8). Nach dem Satz
iiber inverse Funktionen ist f also iiberall lokal invertierbar. Global aber nicht, denn wegen

f(Z) = f(:Z) ist f nicht injektiv. Die richtige Antwort lautet daher (d).

Die Funktion f ist stetig differenzierbar und ihre Jacobi-Matrix ist V f = ( ) Deren



