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1.

a)

b)

Man bemerke, dass die Nebenbedingung iiberall regulér ist. Wir bilden die Lagrange-
Funktion L(z,y) := 22 +y?+ A(2z+y+1) und erhalten die Lagrange-Gleichungen

0=2x+4 2\
0=2y+ A
0=2z4+y+1

Wir finden den kritischen Punkt (z,y) = (—2,—1) =: p und A = 2. Um den Typ
des kritischen Punktes zu ermitteln, bilden wir die Hesse-Matrix der Lagrange

Funktion in p.
20
Hessr(p) = < 0 9 >

welche positiv definit ist. Also ist p ein (relatives) lokales Minimum.

Falls die Nebenbedingung erfiillt ist, kann keine der Koordinaten 0 sein. Und
iiberall wo dies der Fall ist, ist die Nebenbedingung regulér.

L(z,y,2) = 2 +y* + 2 + Aayz — 1)

Lagrange-Gleichungen:

0 =42® + \yz
0 =4y> + Azz
0 =423 + \zy
0=zyz—1

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit z, die zweite mit y und subtrahieren
die entstehenden Gleichungen voneinander. Wir erhalten 2% —y* = 0, also 22 = 72.
Verfahren wir mit der ersten und der dritten Gleichung analoger Weise, so erhalten
wir 22 = y? = 22 und unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung erhalten wir
die 4 kritischen Punkte pg = (1,1,1),p1 = (1,-1,—1),p2 = (—1,1,-1),p3 =
(=1,—1,1) und an jedem dieser Punkte ist A = —4 Die Hesse-Matrix berechnet
sich zu

1227 —4z; —dy; 12 -4z, —dy;
Hessz(pj) = | —4%; 12yj2 —dx; | = -4z 12 —dx;
—4y; —4x; 12232 —4y; —4x; 12
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Die Hauptminoren dieser Matrix sind

12 —4Zj _4yj
=128, | —4z; 12 —dzx; | =1024
_4yj —4$j 12

12 —4Zj

12 ’—4zj 12

Da diese alle positiv sind, ist die Matrix laut dem Satz von Sylvester positiv definit
und alle 4 Punkte sind (relative) lokale Minima.

2. vfa (x, y) = (Cos(m) sin(y)+a Sin(z))

sin(x) cos(y)+asin(y)

_ [ —sin(z) sin(y) + « cos(x) cos(x) cos(y)
Hfwy) = < cos(z) cos(y) —sin(z) sin(y) + « cos(y))
H(0,0) = (‘f ;) .

Die Eigenwerte von H f(0,0) sind a+ 1. Falls a > 1 ist die Hesse-Matrix positiv definit
und wir haben ein lokales Minimum fiir « < —1 ist sie negativ definit und wir haben ein
lokales Maximum. Fiir —1 < « < 1 entsteht ein Sattelpunkt. Entartet ist der kritische
Punkt nur fir o = £1.

. Fiir jedes t > 0 gilt

ayl..oadt < Mag o Man, =

(tap)M ... (tap) M =t FAngdr - gdn — g gt < A (tag) + -+ An(tay)

n

und es geniigt deshalb, die Ungleichung fiir Aja; + -+ + Apa, = 1 zu zeigen. Wir
mochten also die Funktion f : R%; — R

flat, ... an) =a* .. al

unter der Nebenbedingung g(ai,...a,) = A1a1 + -+ + Apa, = 1 maximieren.

1. f hat auf g = 1 ein globales Maximum, bei welchem alle Koordinaten grisser 0 sind
g beschreibt eine Hyperebene, welche alle Koordinatenachsen schneidet. Demnach ist
die Menge D := {a € R"} [g(a) = 0} beschrénkt und ihr Abschluss somit kompakt.
Der Rand 0D ist der Durchschnitt oben genannter Hyperebene mit den Koordinate-
hyperebenen. f lisst sich auf D stetig fortsetzen durch f|sp = 0. Da D wie erwihnt
kompakt ist, nimmt f darauf ein Maximum an. Da f im Innern von D positiv ist, kann
dieses Maximum nicht am Rand liegen.

2. Bestimmung des globalen Mazximums von f auf g = 1. Die globale Maximalstelle
muss fiir ein A € R

Oif(a) =Xdig(a) i=1,...,n
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erfiillen. Diese Gleichung ist

Wir erhalten als einzige Losung A = 1 und a; = a3 = --- = a, = 1. Der zugehorige
Funktionswert ist f(a) = 1.

Aus 1. und 2. folgt fiir a; > 0 und Ajay1 + -+ -+ Apan, =1
atay? .. .ad <1

und daraus die zu beweisende Ungleichung.

. Wir werden die Extrema mit dem Verfahren von Lagrange bestimmen.
Seien A1 und Ay zwei reelle Parameter. Wir fiithren eine neue Funktion ein:

F(xayaza)\laAQ) : :f(xvyvz) _)‘1 91(1:73/"2) _)‘292(337:%2) =
=23 P42 (M F20) 2% — (A A) v — A 27— (A A) .

Die Extrema von f mussen dann folgendes Gleichungssytem erfiillen

(322 =22 (M +2X2) =0 (2(3z—2(A\+2X2))=0
3y =2y (M +X2) =0 yBy—2(M+ X)) =0
322-2X2=0 = z(32—2X\) =0
gi(z,y,2) =0 2?2 —22=0

( 92(7,y,2) =0 222 +y2 =1

Wir kénnen dann folgende Losungen finden
ar z=0 = 2z=0 = y=4=I1
bir+ y=0 = T=f— = z= 7

) = -

d
2(A\1 + 2)\2)2 + (A1 + )\2)2 =1 +E

Ct

A==
2 2
= yZO,$::|:£,Z::|:£ (:b:l;:t)

d
E 2 2
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5.

Wenn wir jetzt die zugehorige Funktionswerten bestimmen

flaz) ==+1, f(brs)== :

V2

sehen wir sofort, dass die globale Extrema in a4 liegen.

707 f(ci):iﬁv

Das gleiche Resultat kann man auch kriegen, wenn man die Funktion sowie die Neben-
bedingungen in Zylinder- oder Kugelkoordinaten umschreibt. Wir werden den ersten
Fall skizzieren.

T =0 Cosp
gi(op) =0 +22—1=0

Yy =0 siny = =
g2(0, ) =2 0% cos? o + g*sin’ p —1 =0

=z
F(o) = f(z(0),y(0), 2(0)) =
22 =1-p?
= .= = 0% cos® (o) + ¢*sin’ p(0) +2°(0) =
cos? p = 1;29

—9 (1 _ 02)3/2 + (2 Q2 _ 1)3/2
Dann ist F'(9) =0 fir p=1 = (z,y,2) =(0,0,£1) wie oben.

a) Wir bemerken zunéchst, dass (1,1,0) das Gleichungssystem 16st. Seien nun
Fi(x,y,2) == 2* —y®2 + 2sinh(z) und Fy(z,y,2) := zlogy — x2° + y?e*.
Da die Matrix
0)\ _ —3y%2z  —y3 +2coshz B
0)>_<§—|—2yez —2xz + y2e? ) _(

invertierbar ist, folgt die Behauptung aus dem Theorem ber implizite Funktionen.

(z,y,2)=(1,1,0)
b) Mit der Kettenregel erhalten wir
o= (LAl A BN
AF(e, Fi(@), fo@)))|

:<3xF1($7f1($)af2($)) Iy (z, f1(2), fa(z)) 3zF1($,f1(50)7f2($))> !
O s(z, f1(z), fo()) OyFa(x, fi(x), fo(x)) O.Fa(x, fi(x), f2(x))

Mit (R0 = (2) folgt

wo= (i) =-(5 1) @)=:(5 )0 -()

(Bemerkung 8.8.2. i) im Skript.)

4 Siehe nichstes Blatt!

0 1
3 1 )/)°




6. a) Die notwendige Bedingung fiir kritische Punkte ergibt

2 —2+4+y=0,
r+y=0.

Also ist © = —y, und es folgt 22 — 2 — 2 = (z — 2)(z + 1) = 0. Damit hat f die
kritischen Punkte
P1 = (2, —2) und P2 = (—1, 1) .

Weiter ist

Hess]v(Pl):6<11 1) und HGSSf(P2)26< _12 1)

Hessf(Py) ist positiv definit (Eigenwerte 3(5+1/13)) und Hess(P) ist indefinit
(Eigenwerte 2(—1 & v/13)). Somit ist P eine lokale Minimalstelle und P, ein
Sattelpunkt.

b) Die Punkte P; und P, liegen nicht in D. Kritische Punkte auf dem Rand von D:

o y=0,2€]0,1[: £(22% —122) =62° — 12 £0,
o 2=0,y€]0,1[: 7 (3y*) =6y #0,

o y=1-z,2€]0,1[ £(22%-32%—122043) = 622—62—12 = 6(z—2)(z+1) # 0,
e Eckpunkte: P5 = (0,0), Ps = (0,1), P = (1,0).

Es kommen also nur die Eckpunkte in Frage. Die Funktionswerte sind:

(z,y) | (0,0) | (0,1) | (1,0)

f(z,y) 0 3 —10

Es folgt Max(;.)ep f(z,y) = 3 und ming, ,)ep f(z,y) = —10.

7. Sei f : R?> — R eine C'-Funktion und sei p ein kritischer Punkt von f. Sind alle
Eigenwerte der Hesseschen Form negativ, so gilt

O
O
v O
O

die Hessesche Form ist negativ definit und p ist ein globales Maximum
die Hessesche Form ist positiv definit und p ist ein globales Maximum
die Hessesche Form ist negativ definit und p ist ein lokales Maximum

die Hessesche Form ist negativ definit und p ist ein lokales Minimum

Die Hessesche Form gibt nur Auskunft iiber das lokale Verhalten der Funktion. Nach Definition

ist die Hessche Form in diesem Fall negativ definit. In geeigneten Koordinaten ist f in der Nihe

von p gegeben durch f(z) = f(p) — A\ix? — Aol — A\3z3 fiir —)\; < 0 und damit ist f(p) ein

lokales Maximum.



