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1. Per Definition ist {dxj} die duale Basis zur Standardbasis vonRn, d.h. v =
∑n

j=1 dxj(v)ej .
Durch Entwicklung nach der ersten Spalte erhalten wir somit

det(x, v1, . . . , vn−1) =

∣∣∣∣∣∣
x1 dx1(v1) dx1(v2) · · · dx1(vn−1)
· · · · · · · · · · · · · · ·
xn dxn(v1) dxn(v2) · · · dxn(vn−1)

∣∣∣∣∣∣
=

n∑
j=1

(−1)j+1xjdx1 ∧ · · · ∧ dxj−1 ∧ dxj+1 ∧ · · · ∧ dxn(v1, . . . , vn−1)

was die gesuchte Formel ergibt.
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b) Die übliche Parametrisierung (x(t), y(t)) := (cos t, sin t) ergibt∫
S1

ω =

∫ 2π

0

cos(t) cos(t)− sin(t)(− sin(t))

cos2(t) + sin2(t)
dt =

∫ 2π

0
dt = 2π

3. Zunächst bemerken wir, dass wegen Schiefsymmetrie ω(. . . , v, . . . , v, . . .) = 0 gilt. Des-
weiteren, falls eine Linearkombination v =

∑l
j=1 alvl existiert, dann folgt ω(v1, . . . , vl, v, . . .) =

0 wegen dem vorherigen und Multilinearität. Zusammengefasst: Falls Vektoren v1, . . . , vk ∈
R
n linear abhängig sind, dann gilt ω(v1, . . . , vk) = 0. Nun gilt per Definition für belie-

bige x ∈ Rm und v1, . . . , vk ∈ Rm:

φ∗ω(x)(v1, . . . , vk) = ω(φ(x))(dφ(x)v1, . . . ,dφ(x)vk)

wobei dφ(x)vj ∈ Tφ(x)M . Aber es gilt dimTφ(x)M = d < k und somit sind die
Vektoren dφ(x)v1, . . . ,dφ(x)vk linear abhängig und nach dem oben gesagten folgt
φ∗ω(x)(v1, . . . , vk) = 0 und somit φ∗ω = 0.

1 Bitte wenden!



4. Für die Funktion f(x, y, z) = ((y2 − 2)(x2 − 1), y2 + z) bekommen wir

df(x, y, z) =

(
2x(y2 − 2) 2y(x2 − 1) 0

0 2y 1

)
,

was nur für (x, y) = 0 oder |x| = 1 und |y| =
√

2 nicht surjektiv ist. Daher ist die
angegebene Menge sicher für alle c1, c2 mit c1 /∈ {0, 2} eine Untermannigfaltigkeit.

Für c1 = 0 ist die Menge die Vereinigung der vier Geraden x = ±1 und y = ±
√

2,
was sicherlich keine Mannigfaltigkeit ist, und für c1 = 2 ist der Nullpunkt ein isolierter
Punkt. Somit ist die Menge genau für (c1, c2) ∈ (R \ {0, 2})×R eine Untermannigfal-
tigkeit.

5. a) Wir haben ∂M = { (x, y, z) ∈ R3 | z2 + y2 = z, z = 1 } und der Tangentialvektor
(−y, x, 0)t ∈ T(x,y,1)∂M ist positiv orientiert bezüglich der induzierten Orientie-
rung des Randes.

b) Die Parametrisierung ϕ(t) := (cos t, sin t), 0 ≤ t < 2π leistet das gewünschte.

6. Es ist eine Fläche S gegeben durch die Parameterdarstellung (u, v) → r(u, v). Die
gleiche Fläche S sei auch durch die Gleichung f(x, y, z) = 0 gegeben. Man betrachte
einen festen Punkt P0 auf der Fläche S; dabei gelte ~OP0 = r(u0, v0). Klicke die richtige
Aussage an. Die Vektoren gradf |P0 und ru(u0, v0)× rv(u0, v0)
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