D-MATH, D-PHYS, D-CHAB Lineare Algebra I HS 12
Prof. Dr. Giovanni Felder

Losung Ferienserie

1. Sei A,, die gegebene Matrix, also

1 1 1 1

n 1

n n—1 1

n n—1 n-—2

n n—1 n—-2 -+ 21

1. Spalte - n. Spalte ergibt

1—-n 1 1

0 1 1
det A,, = det 0 n—1 Ll = (1—n)det A, _;.

0 n—1 1

Also det A, = (—1)" ' (n — 1)!.

2. Man bemerkt, da8 fiir die Standardbasis (e, ez, e3),

1 1 1
61:§(€1+62+€3)a 6225(—614-624‘63) und 6325(_614'62_63)

gilt. Somit bilden €;, €5, €3 eine Basis fiir R3. Das Skalarprodukt ( , ), fiir welches €y, €a, €3
eine orthonormale Basis bilden ist durch die Gleichungen

1 wenni=j
<€i76j> = . .
0 wenn i # j,

i,7 = {1,2,3}, eindeutig bestimmt. Die Matrix, die dieses Sklarprodukt beziiglich der Stan-
dardbasis ausdriickt, ist somit

R
A:(<ei,ej>)i7j=1,_“74—Z 1 3 1
113
11 12 13 14 11 12 13 14
91 922 23 24 10 10 10 10
3. Rang | g 39 g3 g4 =Rang| 5 v ( =2
A1 42 43 44 0 0 0 0

Bitte wenden!



4. E*D .= (5ik5jl) € M(n x n,R).

a) (E*®D) . _ st Basis von M(n x n,R). Also: dim M(n x n,R) = n”.
kl Ik : : o n(n+1)
b) (E®Y + B ))1§k§l§n ist Basis von 5. Also: dim S = —

5. a) det (2 2) =42 # 0. Es gibt genau 1 Losung.

b) Rang (g 2) = Rang (; 2) =
I o 0 . .
<x2> = <1) ist Losung

6. Fir p= 2: |GL2(F2)‘ = 6.

= # Losungen = 7.

Fir p > 3:

G060 - e

|
((1) pol) (Ccl 2) - (c(pal) d(pbl))
<~ b=c=0.

A invertierbar (mit b = c =0) <= a,d € F;.

Die gesuchte Anzahl ist also |FX |2 =(p-1)=~%

7. (i) Wir berechnen
P1(v1)=—-6—-—14+5+2=0, ¢2(v1)=—-T7T—-24+6+1+2=0
also ist v1 in V und
$r1(v2) =—=6-2+5-242-1=0, ¢a(v2)=-7-2+6-24+2-1=0,

also liegt vy auch in V.

(ii) Definiere ein Vektor v als

V3 =

N O == O

Wegen
pr(v3)=—1-145-142-(=2)=0, ¢o(vs)=-2-146-14+2-(=2)=0

ist v3 in V. Wir zeigen nun, dass vy, vy und v3 linear unabhéngig sind: Seien A1, Ao und A3
reelle Zahlen, so dass
A1v1 + Agvg + Azvg =0

Siehe nichstes Blatt!



gilt. Dies ist dquivalent zu

A1+ 22X = 0,
A1 + A3 = 0,
A+ 2N+ A3 = 0,
A1 = 0,
A+ A — 2X3 = 0.

Aus der vierte Gleichung wissen wir, dass A; gleich Null ist, also folgt jetzt aus der erster
und zweiter Gleichungen, dass auch Ay und A3 gleich Null sind. Die Vektoren {v1,vo,v3}
sind also linear unabhéngig. Wir miissen noch zeigen, dass {v1,vs,vs} der Unterraum V
erzeugen oder dquivalenterweise, dass die Dimension von V kleiner gleich 3 ist. Es gilt, fiir
i =1 oder 2, dass

DimKer(¢;) =5 — DimIm(¢;) =5 —1 = 4.

Da ¢; und ¢ verschiedene Kerne haben (sonst wiirden sich ¢; und ¢o um einen Skalar
unterscheiden) ist die Dimension von V' = Ker(¢;) N Ker(¢s) kleiner gleich 3.

(iii) Wir normieren zuerst den Vektor v; und erhalten

<
hn
\
— e e

Ein Vektor in V' der orthogonal zu v; ist, kriegt man als

2 1
0 1 1 1
Uy = vg— <UL,V > U] = 2 —7(24—24—1)7 1
0 V5 VB4
1 1
1
-1
= 1 y
-1
0
und man normiert ihn noch:
1
i1 _1
Ug = Ty = —
lazll> 2] _4
0
Da < wui,v3 >=< wug,vs >= 0 ist vz orthogonal zu v; und v,. Wir miissen v3 noch
normalisieren:
0
|
us ——
V2 o
-2

Die Menge {uy,us,us} ist eine orthonormale Basis von V.

Bitte wenden!



8.

(i)

(iii)

Der Vektorraum V hat Dimension 4 und folgende Basis: {3, 22, x,1}. Beziiglich dieser
Basis schreibt man pq, po, p3 und p4 in Koordinaten als

4 1 3 9
3 1 2 4
2 | 1| 1 | umd 1
7 0 0 0

Die p;’s bilden also genau dann eine Basis wann der Determinant der Matriz

4 1 3 9
31 2 4
M= 2 1 11
7 0 0 0

1 39
ungleich Null ist. Entweder beobachtet man das die Untermatriz 1 2 4 | von Van-
1 1 1

dermondesche Typ ist (und hat also ungleich Null Determinant), oder berechnen wir:

Det(M)

0
—7 - Det =—7-Det| O
1

— = o

8
3
1

—T7 - Det = +14.

— —_ O = N W
= W N =R O

_ O O ==

Die Abbildung F' ist linear, da

— F(\p(z)) = xd(Agém)) = /\xdz(;) = AF(p(x)), fiir alle A in R und p(z) in V,

— F(p(z) + q(x)) = d(p(ngq(z)) = dz(f) + dzl(;) = F(p(z)) + F(q(x)) fiir alle p(x) und
q(z) in V.

Die lineare Abbildung F' ist kein Vektorraumisomorphismus, da die konstanten Polynome
im Kern von F' liegen.

Man berechnet

F(p1) = p3+pa,

F(p2) = ps,

F(ps) = ps und

F(ps) = ©6py— 11p3 + 6py,

also ist die Matrix von F' bzgl. dieser Basis:

0 0 0 O
0 0 0 6
11 0 —11}°
1 01 6

und da diese Matrix klarerweise Determinant gleich Null hat, zeigt dies noch Mals, das F'
kein Vektorraumisomorphismus ist.

Siehe nichstes Blatt!



9. Die Abbildungen fo, f1, f2, f3 sind offensichtlich Linearformen auf V. Sei B* = (eq, e1, €2, €3)
die zu (1,t,t2,t3) duale Basis von V*. In der Basis B* ausgedrckt, haben wir

() el we-()

Da fr die Matrix S = ((fo)2" (f1)% (f2)®" (f3)F"), die Determinante det S = 12 # 0 ist, ist

(fo)B" =

Bl ol Nl =

1 0 0 0
-1 1 0 o
0, J1, J2, [3) ene basis von .Da b = 1 1 1 aben wir
(fo, f1, fa, f3) eine Basis von V*. Da 5~ i .1 1 g | haben wi
o -1 4
1 1 1 1
607f0—§f1+ﬁf2 617f1—§f2+ﬁf3
1 1 1
€2 = §f2 - ZfS €3 = gfs-

10. Online-Abgabe Mehrere Antworten kénnen richtig sein.
Frage 1
Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(O Seien A € Hom(C",C") und v € C" so, dass (v, Av, A%v,..., A" !v) eine Basis von C"
ist. Dann ist A ein Isomorphismus.

Falsch: z.B.n =1, A = 0.
(O Betrachten Sie V x W mit der Vektorraumstruktur: A(v, w) = (Av, Aw), (vi, wy)+(va, wa) =

(v1 + va, w1 + we). Seien (ey,...,e,) eine Basis von V und (f1,..., f,) eine Basis von W.
Dann ist {(e;, f;) | 1 <, < n} eine Basis von V x W.

ia.
Falsch: Eine Basis von V x W ist (e1,0), ..., (en, 0), (0, f1), ..., (0, fn) und dim(V x W) = dim V +dim W #
(dim V') (dim W).

Bitte wenden!



Frage 2

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(O Der Rang einer Dreiecksmatrix ist gleich der Anzahl der von 0 verschiedenen Diagonalele-
mente.

Falsch: Rang(g (1)) #0.

O Esgibt A,B € M(n x n,C) mit AB nilpotent und BA nicht nilpotent. [N € M(n x n,C)
heisst nilpotent, falls eine positive ganze Zahl m existiert mit N™ = 0.]

Falsch: (AB)™ = 0 = (BA)™! = B(AB)™A = 0.
(O Fiir alle A, B € M(n x n,C) gilt Rang(AB) = Rang(BA).

Falsch: ((1) g) (8 (1)) = (8 (1)) hat Rang 1, aber (8 (1)) ((1) 8) = (8 8) hat Rang 0.

Frage 3

Welche der folgende Systeme von Vektoren sind linear unabhingig in R3?
O (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)
O (1,0,0), (0,1,0), (0,0,0)
O (1,0,0), (0,1,0), (1,1,0)
O (1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)
O

(1,0,0), (1,0,0), (0,0,1)

Frage 4

Sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K, v,w € V und a,b € K \ {0}. Dann gilt:
O (a+b) (v+w)=av+dbw

(a+bv+ (a+bw=alv+w)+blv+w)

ala™ v+ b7 w) = v+ abtw

av + bw = bw + av

o O O O

av + bw = aw + bv

Siehe nichstes Blatt!



Frage 5

Seien V', W endlich dimensionale Vektorrdume iiber einem Korper K. Sei F' : V. — W eine
lineare Abbildung und (v1,...,v,) eine Basis von V. Dann gilt:

O F(v1),...,F(v,) sind linear unabhéngig, wenn F' surjektiv ist

O F(v1),...,F(v,) sind linear unabhéngig, wenn F injektiv ist

O F(v1),...,F(v,) bilden ein Erzeugendensystem, wenn F' surjektiv ist

O F(v1),...,F(v,) bilden ein Erzeugendensystem, wenn F' injektiv ist

O F(v1),...,F(vy,) bilden eine Basis genau dann, wenn F' ein Isomorphismus ist.
Frage 6

Sei A eine reelle 2 x 2-Matrix, F : R? — R2 die zugehorige lineare Abbildung. Dann ist
O dmKerF=2-detA
dimKer F=1=det A=0

dimKerF =1=detA=1

o O

dim Ker F' = 2 — Rang F

O

dimKer F =2 <= A= <8 8)



