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1. Ist die quadratische Form

4a? — 123129 + 1205 + 202 + 22,24 — 42374 + 307

auf R* positiv definit? ausgeartet? Was ist dessen Signatur? Verwende quadra-
tische Ergdnzung.

2. Sei V endlichdimensional. Ziel der Aufgabe ist folgende Aussage zu verstehen
und zu beweisen :

,die Wahl einer nicht ausgearteten Bilinearform auf V' entspricht eindeutig der
Angabe eines Isomorphismus von V' mit seinem Dualraum V*. ¢

a) Beweise, dass fiir eine nicht ausgeartete Bilinearform s auf V,
O,V — V* v s(v,-) ein wohldefinierter Isomorphismus ist.

b) Beweise, dass umgekehrt fiir einen gegebenen Isomorphismus ®: V — V*,
se(v,w) = ®(v)(w) eine nicht ausgeartete Bilinearform V' definiert.

Hinweis: Eine Bilineareform ist genau dann nicht ausgeartet, wenn der
(linke) Ausartungraum Vj = {v € V | s(v,w) = 0 fiir alle w € V} von s
gleich {0} ist.

c) Beweise das die obige Vorschriften zwei bijektive Abbildungen zwischen der
Menge der Isomorophismen V -~ V* und der Menge der nicht ausgearte-
ten Bilinearformen auf V' definieren. Es wird sehr oft so dargestellt:

{ Isomorphismen V — V*} N { nicht ausgeartete Bilinearformen auf V'}
b — O,
S5 'S

Bitte wenden!



3. Seien

(0 1 (0 —i (1 0
171 o0) 27 o) P01
die Pauli-Matrizen (sie bilden eine Basis des Vektorraums der Hermiteschen spur-

freien 2 x 2 Matrizen).

a) Verifiziere, dass 07 = 03 = a§ = 1o, 010903 = ils.

b) Leite daraus:

0109 = —0901 = ’L.O'3,
0903 — —0309 — iO’l 3
0301 = —0103 = iUg .

c) Fiir x € R? sei x - 0 = 1107 + 7209 + 1303. Zeige
(x-0)(y-0) =z -ylo+i(xxy) o

wobei x -y,  x y das Skalar- bzw. Vektorprodukt auf R? bezeichnen.

4. Bei einer chemischen Kettenreaktion entsteht aus einem Stoff A ein Zwischen-
produkt B, das wiederum ein Produkt C' erzeugt:

AR BR ¢

Die Zeitevolution der Konzentrationen a(t),b(t), ¢(t) wird durch die Differenzi-
algleichungen ‘
a= —kla, b= kla — kgb, ¢ = kgb,

beschrieben (" = 4). Die Reaktionsgeschwindigkeiten k1, ko sind positive Kon-
stanten.

a) Schreibe das System in der Form # = Az und geben Sie eine explizite Formel
fiir die Losung x(t) = exp(At)zo des Anfangswertproblems, insbesondere fiir
1{71 - kg.

Hinweis: Zeige und verwende, dass a + b + ¢ zeitunabhingig ist.  kann
man daher zweidimensional wéhlen.

b) Geben Sie eine graphische Darstellung von a(t),b(t) und c(t) fiir die An-
fangsbedingung a(0) = 1,6(0) = ¢(0) = 0 und représentative Werte von
ki, k.

Online-Abgabe. Mehrere Antworten konnen richtig sein.

Siehe nichstes Blatt!



Frage 1

Betrachte die quadratische Form auf Q?:

Q(z1,15) = 22 — 222 = xTAx, mit A = ((1) g) .

Sei B eine Basis von Q?, B die Darstellungsmatrix von @ beziiglich B. Also
existiert eine Transformationsmatrix 7' = T# € GL(n, Q) mit B = TTAT.

(O Es gilt immer det A = det B.
(O Es gibt A € Q, mit det A = \?det B.

(O Es gibt B so, dass Q(x1,x2) = y? — 5, wo (y1,y2) die Koordinaten beziiglich
B sind.

Frage 2

Betrachte auf K? die quadratische Form:
Q(z1,72) = ] — 213
Gibt es Koordinaten (y1,¥2) so, dass ...
O Qr1,22) = yi — 3, fiir K = Q7
O Qzy,39) = y? — 2, fiir K = R?
O Q(a1,22) = yi +y3, fir K =R?
O Q(zy,x9) =y — y3, fiir K = C?

O Q(zy1,x9) = y3 + 3, fiir K = C?

Bitte wenden!



Frage 3

Betrachte auf K? die quadratische Form:

Q($1,$2) = T1Z2 .

Gibt es Koordinaten (y1,¥2) so, dass ...
O Q(z1,29) = yi — 3, fir K =R?
O Q(z1,22) = yi + v, fiir K = R?
O Q(z1, 1) =y — y3, fir K = C?

O Q(x1,22) =y} +y3, fir K = C?



