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1. Sei V = Pn(R) der Vektorraum der reellen Polynome von Grad n, und D folgende
Selbstabbildung:

D : V −→ V

f 7−→ df

dt

a) IstD surjektiv? Was ist das Bild ImD vonD? Gebe eine Abbildung I : ImD →
V an, mit D ◦ I = 1ImD.

b) Ist D injektiv? Berechne KerD. Zeige, dass für D(f) = g gilt:

D−1(g) = f + KerD := {f + c | c ∈ KerD} ⊂ V .

Gilt I ◦D = 1V ?

c) Definiere den Quotientenvektoraum

V/KerD := {f + KerD ⊂ V | f ∈ V } ,

mit Nullelement KerD = 0 + KerD,

Skalarmultiplikation: λ(v + KerD) = λv + KerD,

und Addition: (v + KerD) + (v′ + KerD) = (v + v′) + KerD.

Zeige dass folgende Abbildung wohldefiniert ist, und einen Isomorphismus
von V/KerD mit ImD gibt:

D : V/KerD −→ ImD

f + KerD 7−→ D(f) =
df

dt

Bemerkung: Das Problem bei der Wohldefiniertheit kommt aus der Wahl
eines Repräsentanten f für f + KerD.

Bitte wenden!



Gebe den zu D inversen Isomorphismus I : ImD → V/KerD an.

2. Sei n ∈ R3 mit ||n||2 = 1. Sei n·σ := n1σ1+n2σ2+n3σ3, wo σi die Pauli Matrizen
sind. Zeige:

exp(−iθ n · σ) = cos θ12 − i sin θ (n · σ) .

Hinweis: exp(A) =
∑

Ak

k!
. Die Potenzen der Matrix n·σ lassen sich mit Aufgabe

3 c) aus Serie 11 berechnen.

3. Seien K ein Körper U, V,W K-Vektorräume. Beweise, dass gilt

a) V ⊗W ∼= W ⊗ V ,

b) K⊗ V ∼= V ,

c) (V ⊕W )⊗ U ∼= (V ⊗ U)⊕ (W ⊗ U).

4. a) Vereinfache den folgenden Ausdruck in R2 ⊗ R3.
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b) Zeige, dass sich folgender Tensor in C2⊗C2 nicht als Tensorprodukt v⊗w,

v ∈ V , w ∈ W schreiben lässt:(
1
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)
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)
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)
⊗
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Online-Abgabe. Mehrere Antworten können richtig sein.

Siehe nächstes Blatt!



Frage 1

Sei V endlichdimensional. U ⊂ V ein untervektorraum. Die Dimension des Quo-
tienten V/U ist:

© dimU .

© dimV − dimU .

© dimU − dimV .

© dimV
dimU

.

Frage 2

V = R5/R5 ist:

© {0V }.

© R5.

Frage 3

Betrachte:
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Welche der folgenden Tensoren sind gleich β?
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© 2e2 ⊗ 3e2 − 3e1 ⊗ 2e1.
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