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1. Bestimme die Eigenwerte und die Hauptraume folgender Matrizen /Endomorphismen:

00 01 1 4 2 1

00 0O 01 2 -1
D loooo D) loo1 -3

0000 0 00 —1
c¢) Fiir u,v € R" die Matrix woT = (viul - - - [v,u).

Hinweis: Es unterscheiden sich die Falle (u,v) = 0, und # 0.

d) Fiir a € R,und P,(R) die Polynome von Grad kleiner n mit Koeffizienten
in R, f,: P,(R) = P,(R),p > p,. Wobei p,(t) = p(t + a).

2. In der Vorlesung wurde gezeigt: sei f € End(V) so, dass das charakteristische
Polynom x(t) in Linearfaktoren zerfillt, dann ist f = d + n mit d,n € End(f)
so, dass:

(i) d diagonalisierbar, (ii) n nilpotent, (iii) dn = nd.

Ziel der Aufgabe ist zu beweisen, dass d und n durch f eindeutig bestimmt sind.
Sei f =d+ n mit (i)-(iii), beweise:

a) Die Hauptrdume Hy,(f) sind d-invariant: d(H,,) C H),. Schliesse, dass die
Hauptraume auch n-invariant sind.

b) Ist g € End(V') diagonalisierbar und nilpotent dann ist g = 0.

c) Seien a,b € End(V) nilpotent mit ab = ba, dann ist a+ b Nilpotent. Beweise
auch, dass (f — A\;1) und n kommutieren.

d) Die Einschrinkung von d auf H,, ist gleich A\;1.
Hinweis: d — \;1 = (f — \;1) — n und b).

Bitte wenden!



e) d und n (mit den gewiinschten Eigenschaften) sind eindeutig durch f be-
stimmt.

3. Schreibe folgende Matrizen in der Form V DU* wobei V, U unitéar und D diagonal
mit positiven Eintragen sind:

V2 o1 0
» (' Vs) 7
b) (-1 0 1 2) 2

4. Seien V, W endlichdimensionale C-Vektorrdume. Die Singuldrwerte von f : V —
W sind definiert als die Quadratwurzeln der strikt positiven Eigenwerte von

f*o f. Zeige:

Eine strikt positive reelle Zahl o ist genau dann ein Singuldrwert, wenn es Vek-
toren v € V' \ {0} und w € W\ {0} gibt mit f(v) = cw und f*(w) = ov.

Online-Abgabe. Mehrere Antworten konnen richtig sein.

Frage 1

Sei A = (é ! _2 1), welche Aussagen sind korrekt?

(O A ist diagonalisierbar, mit Eigenwerten 1, .

(O A* ist diagonalisierbar, mit Eigenwerten 1,7 = —1.
(O A ist normal.

(O Die Eigenwerte von A*A sind 12,4 -7 = 1.

(O Die Eigenwerte von A*A sind 2 + V3.

Siehe nichstes Blatt!



Frage 2

Die Singulérwerte einer invertierbaren normalen Selbstabbildung eines unitéren
Vektorraums sind:

(O die Eigenwerte.
(OO die Quadratwurzeln der Eigenwerte.
(O die Quadrate der Eigenwerte.

(O die Betrdage der Eigenwerte.

Frage 3

Fiir folgende U, V, D ist A =V DU* eine Singuldrwertzerlegung der allgemeinen
unitiren Matrix A € U(n):

QOU=AV=1I, D=1,
OU=1I1,V=AD=1I,
OU=1,V=1I,D=A.

O U=S,V =5* D = diag(e™",...,e"") wobei A = SDS* nach dem Spek-
tralsatz.

Frage 4

Sei A ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit p von f € End(V), E\(f) =
Ker(f— A1), Hy(f) = Ker((f — A1)*) der zugehdorige Eigen- bzw Hauptraum. Im
Allgemeinen gilt:

O E\ C H,y.

O H)\ - E)\.

OE)\IH)\ — pu=1



