D-INFK Analysis IT FS 13
Prof. Dr. Manfred Einsiedler

Ferienserie

1. Eine Funktion f sei bzgl. zylindrischen Koordinaten (r,¢,z), z = rcosp,y =rsing, z =
z gegeben. Thr Integral iiber ein Gebiet B werde mit I bezeichnet.

a) Bestimmen Sie anhand geometrischer Uberlegungen den fehlenden Ausdruck in

I:/ f(r,tp,z)drdgodz. (1)
B

Uberpriifen Sie das Resultat mit Hilfe der Jacobi-Determinante.

b) Benutzen Sie (1), um das Volumen eines massiven Zylinders mit Héhe H und Radius R
nachzurechnen. (Ergebnis: 7 H R?)

c) Benutzen Sie (1), um das Volumen eines geraden Kreiskegels mit Hohe H und Grund-
flichenradius R nachzurechnen. (Ergebnis: § H R?)

2. a) Eine Dichtefunktion sei gegeben durch o(x,y, z) = 1+ 7. Bestimmen Sie den Schwerpunkt
der Halbkugel S = {(z,y,2) € R?: 22 + y* + 22 < 16 und z > 0}.
b) Bestimmen Sie [[e*¥dB, wobei der Bereich B von den Hyperbeln zy = 1 und 2y = 4
B
sowie den Linien £ = 1 und £ = 3 begrenzt wird. Skizzieren Sie den Bereich B vor und
nach der Koordinatentransformation.

Ky Ly
3. Seien f ein Skalarfeld und K = | Ky | und L = | Ly | Vektorfelder im IR?, jeweils hinreichend
K3 Ls

oft stetig differenzierbar.
Der Gradient von f ist das Vektorfeld grad f := V f.
Die Rotation von K ist das Vektorfeld

OKs _ 9K

oy 0z

L _ 0K, _ 0Ks

rot K=V x K= | 2K _ 0K
0Ky _ 9K

ox oy

Die Divergenz von K ist das Skalarfeld

0K, 0Ky 0Kj

ivK =V -K= .
div v 8z+8y+3z

Beweise folgende koordinatenfreie Identitéiten:
rot(fK) = (grad f) x K+ f -tot K .

a) div(fK)= Vf - K+ f-divK,

Bitte wenden!



b) div(K x L) =L-rot K — K -rot L,

c) rot(grad f) =

o O O

d) div(rot K) =0

e) div(f-rot K) =grad f - rot K.

4. Berechne das Wegintegral / K - ds fur das Vektorfeld
v

K(x,y,2) =(x—y+z,y—z4+x,z2—x+y)
und die Kurve v der nachstehenden Figur
a) direkt,
b) mit Hilfe des Satzes von Stokes.

(Hinweis: Die Gesamtsituation ist symmetrisch beziiglich zyklischer Vertauschung =z — y —

5. a) Uberpriifen Sie die Giiltigkeit des Satzes von Gauss (siehe Vorlesung) anhand des Beispiels
F(z,y,2) = (3z,zy,2x2), E = [0,1] x [0,1] x [0, 1] (Einheitswiirfel im R3).

b) Benutzen Sie den Satz von Gauss, um das Oberflichenintegral [y F' - dS zu berechnen,
wobei F(x,y,2) = (3xy?, xe?, 23) ist und S die Oberfliiche des Zylinders y? +22 =1,—-1 <
x < 2 bezeichnet.



