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Musterlosung 1

1. a) Es gilt:
dy 223 +y* 22% 1
der  3xzy2  3y2 3

Dies ist eine homogene Differentialgleichung, das heisst 3’ hangt nur von £ ab.

y
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Setze v:= % = y(z) =v(z) -z =y =v'z +v.
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Die rechte Seite der letzten Gleichung verschwindet nur bei v = 1. Die einzige konstante
Losung ist hier also v = 1 identisch, was zur Losung y = « fiihrt.

Fiir nicht konstantes v rechnen wir weiter mit Separation der Variablen:
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/1—v3 dv = /2; dx
~Inj1—+% = 2In|z[+ec
1-v® = Ca? (mit C = +xe™ )

= V1-Cz2
= V1-Czx2

= x\S/lfC:L’*2 = \il'/xSfo.
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Bemerkung: Fiir C = 0 ist dies genau die obige konstante Losung y = z.

b) Wir substituieren u(z) := z + y(z). Dann ist «’'(z) = 1 + ¢/'(z). Wir setzen dies in die
gegebene Gleichung ein und erhalten u/(x) = 1+wu?(z). Diese Differentialgleichung kénnen
wir separieren:

du du du
e +u :>1+u2 x:>/l+u2 /:c+c

Somit ist arctan(u(z)) = x + ¢ bzw. u(x) = tan(z + ¢). Die Riicksubstitution ergibt die
allgemeine Losung
y(z) = tan(z + ¢) — .

Bitte wenden!



2. a) 5y ist fiir alle x € (—o0, +00) stetig.

0 0
= / — Y _dr = lim SR (falls der Limes existiert)
oo L+ 2 Rtoo J_p 1+ a2
= lim iln(l1+ x2)|07  (nach Substitution u =1 + 22, du = 2xdx)
R—+00 rT==
= lim —1In(1+ R
R—1>I-Eoo 2 Il( + )
= —00 ist nicht endlich.

Das uneigentliche Integral konvergiert also nicht.
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b) ¢ ist fiir x € (0,+00) stetig.

0 ,—1/z R e~ 1/
= / s—dr = lim 5— dx (falls der Limes existiert)
0 €T R—+oo c €T
5\0+
=  lim e '/ (nach Substitution u = —1/z, du = 2 dx)
R—+o00 r=c z
5\0‘*’
= lim e YE_ lim e V¢
R—+o00 eN\O0t
= lim e '~ lim e’
t—0+ t—o00
= -0 =1
o —1/x
Das uneigentliche Integral existiert: / 5 de =1
0 A

Bemerkung: Mit Bernoulli-de I’Hospital kann man beweisen, dass die Funktion auch in den Randpunkt
z = 0 des Integrationsbereichs stetig fortsetzbar ist, darum ist das Integral dort ein gewthnliches Riemann-
Integral (aber das wird hier nicht benotigt):
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c) Der Integrand m ist stetig auf dem Bereich z € (—00, +00), denn der Nenner 2% +
2z +2 = (z+1)? + 1 ist strikt positiv.

= /OO L d
oo T2 422+ 2 o

R>
1

= lim a7 (falls der Limes existiert)
_ : Ro
= RIILHJ}OC arctan(z + 1)[,2_ 5

Rog—+o0
= lim [arctan(Ry + 1) — arctan(—R; + 1)]
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= ——(—-2) =m.
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Das uneigentliche Integral existiert: ——— dx = .
& gral ex /_ oo L2+ 22+ 2 T

Siehe nichstes Blatt!



d) Die Unstetigkeitsstelle der Funktion ﬁ liegt bei x = 0, das Integral ist also dort ein
uneigentliches.

100 —e 100
= / lz| 7Y% de = lim || 7Y% dz 4+ lim / 2| 7Y/2 da
—-100 e1N\O0* J_100 2 \O0t Je,

falls beide Grenzwerte existieren und endlich sind.

—€1 €1
1. Integral = lim lz|7Y2 dz = lim (—/ |—y|~1/2 dy)
1Ot J_100 e1NO0t 100
(Substitution y = —z, doz = —dy)
100
= lim ly| /2 dy
61\0+ 1
= 2. Integral
100 100
= / lz| 2 dz = 2 lim 2|72 da
~100 eNOTt Je
100
= 2 lim V2 dx
eNot Jo
100
= 2 lim 2z'/?
eN0t r=¢
= 2 lim (2-10072 —2£¥/2) = 2.2.10 = 40.
e\ 0t
100
Das uneigentliche Integral existiert: / 2|72 da = 40.
~100

e) Die linearen Substitutionen y := z — a und z := ﬁy liefern

b—a dy

b dz

/a Vi(z—a)(b—z) o Vylb—a—y)
! dz

/0 Vz(1—2)

Durch quadratische Ergénzung erhalten wir z(1 — z) = —(z — )2+ 1 = 1(1 - (22 — 1)?);
Mit der weiteren linearen Substitution ¢ := 2z — 1 folgt

/01\/3((?7—2) - /01;( 1_d(;_1>2)

/1 dt
VI
Wie aus der Vorlesung bekannt ist [ \/%7 = arcsint + const und damit

= arcsin 1 — arcsin(—1) =

NN

Bitte wenden!



3.

a)

b)

Beh.: fo sm( ) dz konverglert
Bew.: Die Funktion sin(1) ist zwar unstetig in « = 0 aber die Funktion ist beschréinkt,
|sin(1)| < 1. Damit folgt Fiir jede Folge z — 0,2 > 0, dass

1 Tm,
\/ sin( dm—/ sm( )dx| \/ sin( d:r| < |/ ldx|

m
= |x — Ty
n m—)OO

D.h. die Folge f sm( )dz ist eine Cauchy-Folge und konvergiert daher.

Bemerkung: Analog kann man zeigen, dass aus fa|f|dx < oo (man nennt das Integral dann absolut

konvergent) folgt, dass f: fdz konvergiert. Das umgekehrte gilt jedoch nicht. (Vergleiche Konvergenz und
absolute Konvergenz von Reihen).

Beh.: fo (s — 1) da konvergiert.

Bew.: Die Funktion ist offensichtlich stetig auf |0, 1]. Fiir  — 0 gilt
11 x — sin(z) _x—(x—g—?-p,_,) _x-(l—“”s—?) o
sin(z) =« x sin(x) z-(z— %f ) -2 .

Also ist die Funktion stetig ergénzbar in x = 0, d.h. die Funktion

1 1
_ J)sin(z) = r >0,
x) =
O Fai

ist stetig und das Integral konvergiert, da stetige Funktionen iiber kompakte Intervalle
R-integrierbar sind.

Beh.: [[° ¥2H=vI—l qy konvergiert.

Bew.: Die Funktion ist stetig und positiv auf [1, oo[ und wir miissen iiberpriifen ob | 1R flx)dx
fiir R — oo beschrénkt ist.

Dazu schétzen wir den Integranden durch eine Funktion nach oben ab, die wir explizit
integrieren konnen:

Ve rl-—Vo-D(a+l+Va-1) _ 2 2
(Ve +1+Ve 1) (T It Vi D) - oV

Weil [ -2 konvergiert, so konvergiert auch das [ f(z)dx.

fz) =

> d
.SeiIE/ —f,s>1.Fﬁr5:1habenwir:
1 X

R g, R
I = lim — = lim {ng] = lim logR —log1l
R—oo J1 @ R— 00 1 R—o0 N~
=0
= +oo
Andererseits haben wir fiir s < 1:
B dx zs 1R
I = lim — = lim
R—oo Jq xS R—oo| —s+1 1
Rt —1
= lim ———

R—o0 —s+1
= +4oo,da—-s+1>0.

Siehe nichstes Blatt!



Nun koénnen wir fiir ein beliebiges NV € IN, N > 2, folgende Zerlegung betrachten:

/N dr f: /k dz
S T
Da der Integrand streng monoton fallend ist, erhalten wir folgende Abschétzung:
N N ok N k N N-1
d d 1 1 1
| 5=t SRR ED I
1 2 T (=1 Sk =1)7 S = (k=1)" =k
Damit folgt fiir alle s < 1, dass gilt:
oo 1 . N . N-1 N "
Z — = lim lim — > lim — = 400
1 ks N—00 = S N—o00 - s N—oo J1 T
Das heisst, dass die Reihe i 1 divergiert
) 2 i giert.

Bitte wenden!



Online-Abgabe

. Frage 1

Gegeben sei eine lineare und homogene Differentialgleichung, welche y(x) = sinz als Losung
besitzt. Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

O  y(z) =sinz + 1 ist ebenfalls eine Losung.
O  y(x) =sin2z ist ebenfalls eine Lisung.
O  y(x) =2sinx ist ebenfalls eine Losung.

Die Menge aller Losungen einer linearen homogenen Differentialgleichung bildet einen Vektorraum.
Insbesondere ist fiir jede Lésung y und jedes A € R auch Ay eine Losung. Also ist (c) richtig.

Dagegen sind (a) und (b) falsch, denn z.B. wird y” + y = 0 von y(x) = sinz geldst, aber weder von
y(z) =sinz + 1 oder von y(x) = sin 2z.

Frage 2

Die Differentialgleichung
y/2 _ 2y/ 192 = g
T

ist separierbar.
ist homogen.
ist linear.

ist unlosbar.

o O O O O

ist von der Ordnung 2.

Die Gleichung ist dquivalent zu (y' —1)% = ¥ —1 und somit zu y’ = 1+ \/ﬁ Hier ist die rechte Seite
eine Funktion von ¥, also ist die Gleichung homogen und die richtige Antwort lautet (b). Separierbar
ist die Gleichung nicht, da man sie nicht so umformen kann, dass alle x und dx auf einer Seite und alle y
und dy auf der anderen Seite stehen. Der Term 3’? macht sie nicht-linear. Thre Ordnung ist aber 1, weil
die erste Ableitung 3’ die héchste darin vorkommende Ableitung ist. Lésbar ist die Gleichung durchaus;
auf dem Bereich {(az, Y ER? |y >z > 0} sogar eindeutig, weil die Funktion (z,y) — 1+ \/ﬁ dort

lokal Lipschitz-stetig ist.

Siehe nichstes Blatt!



Frage 3

Welche der folgenden Differentialgleichungen ist linear?
O vV+y*+z=0

O y?*+y+z=0

O y+a’y=0

O y+zy’=0

Eine lineare Differentialgleichung fiir eine Funktion y(z) muss linear in y und 3’ sein, aber nicht
notwendigerweise in z. Also ist (c) die richtige Antwort.



