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Prof. Horst Knorrer

Musterlosung 11

1. Wir betrachten folgenden Bumerang Mit Rand

0B

Abbildung 1: Bumerang B
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Fiir eine Korper B mit konstanter Dichte ¢ = 1 ist der Schwerpunkt S = (x4, ys) gegeben durch

1 / 1
s =——— [ xdp und yszi/ydu,
w(B) Jp u(B) Jp

wobei pu(B) die Fliache von B ist. Diese Integrale wollen wir nun ausrechnen. Zuers miissen wir
p(B) berechnen. Dazu betrachten wir das Vektorfeld K = (P, Q) mit P = 0 und Q = z. So
ldsst sich mit dem Satz von Green die Fldche von B berechnen
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= / 3cos®t + cos? tdt
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Wir wissen bereits
27 1 21
/ cos’tdt = — (sintcost +t)| =m.
0 2 0

Weiter folgt

2w
=0.

2m 2m
/ 3cos® tdt = / 3(1 —sin’*t) costdt = (3sint — sin®¢)
0 0 0

Daraus folgt
u(B)=m.

Bitte wenden!



Da der Bumerang symmetrisch beziiglich der y-Achse ist, folgt, dass ys = 0 gelten muss. Deshalb
bleibt x5 zu berechnen. Dazu wiihlen wir das Vektorfeld K = (P,@) mit P =0 und Q = 3

Wir berechnen
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Zuerst folgt wie oben
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— —cos’tdt = — (3sint —sin’t) | =0.
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Als néchstes berechnen wir mittels partieller Integration

/cos4tdt = cos®tsint + 3/cos2tsin2tdt = cos®tsint + 3/cos2 t(1 — cos®t) dt.

/ costtdt = (0053 tsint + 3 / cos? t dt)

3
(cos3tsint + 3 [costsint +t]) +C.

Daraus folgt
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Somit berechnen wir

1 27 3 3 27
— / 3cos*tdt = — (cos3tsint + = [costsint + t])
T Jo 47 2 0
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=1
Zuletzt betrachten wir
27
— cos® tdt.
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Wieder mit partieller Integration folgt

/COSstdt = —cos?tsint +4 [ cos®tsin®tdt

Somit

= —cos4tsint+4/cos3t(1 —COSQt) dt

(— cos*tsint + [ cos® dt)

/COSStdt =
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(Cos4tsint+ 3 [3sintsin3t]> +C

Siehe nichstes Blatt!



Damit folgt
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or | cos® tdt = Tox (—cos4tsint+ 3 [3sint —singt]>
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=0.
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Damit ist der Schwerpunkt des Bumerangs

Bemerkung: Es gilt allgemein

2w
/ cos"(t)dt =0 fir neN ungerade.
0
Begriindung: Zuerst bemerken wir
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da sin(u) ungerade auf [—% g] ist. Weiter folgt mit der Substitution u =t — 7w
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/ cos™ (u) du
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/ cos™(t) dt = / cos™ (t) dt + / cos"(t)dt =0.
0 0 T

—/ cos™(t)dt =0.
0

Damit

2. Sei P der Punkt mit Koordinaten (1,0) auf dem Kreis ko und sei P’ die Lage des Punktes
P nach der Zeit t. Wir brauchen die Koordinaten des Punktes P’ zu berechnen. Der Winkel
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£(P'OQ) =90—L —t =90— 3. Die Lénge der Strecke 0P’ ist |OP'| = 2sin(%) und die Liinge
der Strecke OQ ist

|0Q| = a =2 sin(%) cos(90 — %) = sin(90 — t) + sin(2t — 90)
= cos(t) — cos(2t)

Bitte wenden!



Anlich ist die Linge der Strecke P'Q gleich
, . ) 3t
|P'Q| = b= 2sin(t/2) sin(90 — 5) = cos(2t — 90) — cos(90 — ¢)
= sin(2t) — sin(t)

Die Koordinaten des Punktes P, P'(xyp,y,) erfillen z, = cos(t) + a = 2cos(t) — cos(2t) und
yp = sin(t) — b = 2sin(t) — sin(2t). Also, die Gleichung der Epizykloide ist

~v(t) = (2cos(t) — cos(2t), 2sin(t) — sin(2t)).

Die Fldache des Gebietes B begrenzt durch -« ldsst sich mit der Formel von Green berechnen.
Sei K = (P, Q) das Vektorfeld mit P =0 und @ = z. Mit der Formel von Green gilt

Fliache(B) = /(Qz — Py)dxdy = - K(~(t)y(t)dt
B

2
= /0 (2 cos(t) — 2 cos(2t))(2 cos(t) — cos(2t))dt =

= /2ﬂ(4 cos?(t) — 6. cos(t) cos(2t) + 2 cos?(2t))dt
0

/27r <3 + 2 cos(2t) 4 cos(4t) — 3(cos(3t) + cos(t)))
0

67r.

. Der Fluss eines Vektorfeldes v durch eine positiv orientierte Kurve «(t) ¢t € [a, ] ist definiert
durch

b
[vendsi= [ v no@h o,

wobei n der nach rechts weisende Normalenvektor mit Lange 1 ist. Der Satz von Gauss besagt
Fiir ein Stromungsfeld v = (P, Q) auf dem Gebiet Q C R? und B C § ein Bereich mit positiv

orientiertem Rand OB gilt
/ v-nds:/divvdu.
oB B

Wir betrachten das Gebiet B, wie auf dem Bild 2. Berechnen wir zuerst das Flussintegral fiir

Abbildung 2: Gebiet B

das Vektorfeld
V(ZL', y) = (l’y - y27 LE2 + yS) .

Siehe nichstes Blatt!



Dazu parametrisieren wir den Rand wie folgt
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Die dazugehorigen Normalenvektoren sind
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Damit berechnen wir den Fluss durch den Rand 0B = 1 + v2 + 3 . Zuerst den Fluss durch v,
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Fiir v, folgt

Zuletzt berechnen wir den Fluss durch ~3

Andererseits berechnen wir

/divvd,u:/(')wp—&—adexy:/y—|—3y2dxdy
B B B

:/01 (/Ol_xy—|—3y2dy> dx:/olé(l—m)Q—i-(l—x)gdx
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was in der Tat dasselbe Resultat wie das Flussintegral liefert.

4. Die Divergenz des Vektorfeldes K, div(K) ist

Bitte wenden!



Frage 1

K(z,y,2) = (23 +y + 222,20 + yz + 23,22 + 23)
O div(K) =322 +22+3
vV O div(K) = 322 + 3z + 322
Sei K : R® — R? ein Vektorfeld,
K(z,y,2) = (Ki(z,y,2), Ka2(2,y, 2), K3(z,y, 2))

Die Divergenz von K ist definiert als

div(K):aaIil 3;:22 68[‘;3

Hier ist div(K) = 327 4 32 + 322
Frage 2
K(z,y) = (2* —y*, 2y — 2) = (P(z,9), Q(z,y))
O div(K)=-2y—1
vV O div(K)=2z+2
div(K) = 92 + 52 = 20+ 2
Frage 3

K(x,y) = (ﬁ’ #4_312)
J O div(K)=0

O div(K) = 2zy



